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(  'o) 
et  par  celle  des  équations  de  Lagrange  où  entre  le  terme 


de  la  forme  3-7,  soît 


d'où  Ton  tire 


d     v' 


dt  <p(u) 


=  o, 


(8) 


o(w) 


=  G. 


Si,  entre  les  équations  (7)  et  (8)»  j'élimine  dt  qui 
entre  implicitement  dans  ii'  et  v\  j'obtiens  une  équation 
différentielle  de  la  trajectoire  : 


(9) 


F(7o  5;^  "  C»  "^  G»  ""  "P^"^' 


Pour  que  celte  équation  définisse  une  ligne  fermée, 
u  doit  nécessairement  rester  compris  entre  deux  limites, 
OL,  ^  et,  quand  il  va  de  l'une  à  l'autre,  la  quantité  con- 
stante (O  dont  \>  augmente  doit  être  commensurable 
avec  7t.  Or,  tandis  que,  d'après  l'équation  (8),  v^'  ne 
s^annule  jamais,   u'    s'annule  quand  u  passe   par  un 

maximum  ^  ou  un  minimum  a;  alors  -j-  est  aussi  nul 

et  l'on  a 

a  a        h  ,    ^ 

(jï  +  (ji -?(«)=", 

I  h 

Entre  ces  équations  et  (9)  éliminons  ^7  et  p-;  en  tirant 

r/i»de  Péquation  résultante  et  intégrant  par  rapport  h  m, 
de  a  jusqu'à  P,  on  obtient 


(10) 


w 


•/x     l/P(  o 


v/P(«; 


u     I     O  (  a  ) 
a      I     o{x) 


/? 


du. 


(  •>  ) 

Dans  la  quinzième  des  Notes  (')  dont  il  a  enrichi  le 
Cours  de  Mécanique  de  Despeyrous^  M.  Darboux  con- 
sidère précisément  Tintégrale  (lo)  et  cherche  quelles 
doivent  être  les  formes  des  fonctions  F  et  cp  pour  que  co 
soit  commensurable  avec  tc,  période  de  v,  quels  que 
soient  a,  ^,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  conditions 
initiales  du  mouvement^  je  n'aiqu*à  reproduire  briève- 
ment l'analyse  de  Téminent  géomètre. 

Suivant  une  remarque  faite  par  M.  Bertrand  dans 
une  question  analogue,  pour  être  toujours  commensu- 
rable avec  ir,  (o  doit  être  constant  :  sinon,  il  serait 
fonction,  en  général  continue,  de  a,  ^  et  passerait  par 
une  inGnité  de  valeurs  incommensurables  avec  t:  quand 
a  et  ^  varieraient.  Pour  mieux  voir  les  conséquences, 

changeons  de  variable  sous  le  signe  /  en  posant 

et  développons  Tintégrale  en  série  suivant  les  puissances 
croissantes  de  h.  On  a  vu  (n**  1)  qiie  la  trajectoire  peut 
coïncider  avec  une  quelconque  des  lignes  U^  dans  ce  cas, 


(*)  Cette  Note   figurait  au  programme  spécial  du  Concours  pour 
1892.  Plusieurs  candidats  ont  pensé  que,  S  étant  applicable  sur  une 
surface  de  révolution  S^  on  était  ramené  à  la  recherche  des  surfaces 
de  révolutioa  sur  lesquelles  un  point,  sollicité  par  une  force  conve- 
nable correspondant  à  P,  décrit  toujours    une    trajectoire   fermée, 
c'est-â-dire  au  problème  même  que  M.  Darboux  a  résolu,  et  ils  ont 
reproduit  intégralement  son  remarquable  Mémoire,  ou  du  moins  ses 
résultats  principaux.  Un  peu  d'attention  eût  montré  que  la  substi- 
tution de  £  à  S  ne  fait  que  compliquer  notre  problème,  auquel  se 
rapporte  seulement  une  partie  du  Mémoire.  Mais  il  y  a  plus  :  de  ce 
que  deux  surfaces  sont  applicables   l'une   sur  l'autre  dans   le  sens 
ordinaire  du  mot,  on  ne  peut  pas  conclure  qu'à  une  courbe  fermée 
sur  Tune  correspond  une  courbe  fermée  sur  l'autre  :  ainsi  un  héli- 
cofdeest  applicable  sur  une  infinité  de  surfaces  de  révolution  dont 
les    parallèles    correspondent  aux  hélices   tracées   sur  l'hélicoïde    : 
or  les  parallèles  sont  des  lignes  fermées,  les  hélices  ne  le  sont  pas. 


(    «2    ) 

h  esl  nul',  on  peut  donc  prendre  h  aussi  petit  que  Ton 
veut  et,  quand  ii  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite,  la 
série  est  convergente.  *Son  premier  terme  coq,  indépen- 
dant de  A,  doit  être  égal  à  jjltc,  [j.  étant  commensurable, 
tandis  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  h 
seront  nuls,  et  cela  quel  que  soit  a.  Le  déterminant  qui 

entre  sous  le  signe  /  devient 

X       i     a>(a)-+- /ia:çp'(^)^ ; — (p'(a)-f-... 


D  =  A 


-î     I         (p(a)—/i(p'(a)-h  —  ?'(«)— ... 


2 


I         ç(a)H- Acp'(a)H <p'(a)-+-... 

Ma 

il  se  simplifie  beaucoup  si,  des  éléments  de  la  troisième 
colonne,  on  retranche  ceux  de  la  première  multipliés 

par  /i9'(a)-f-  v-  ?"'(^)  et  ceux  de  la  seconde  multipliés 

par  ^{^a)-\ cp'^(a)H 'f"'(a),  et  Ton  trouve  immé- 

diatement 

^-  ^  (j,_-:r5)o"'(a)-f.  —  (i_-x*)?'*(a)-H. . .. 
Cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  a 


0)0 


pour  que  ce  terme  reste  constant  et  égal  à  jjltt,  on  doit 
avoir 

et  cette  identité  déterminera  la  fonction  F  quand  on 
connaîtra  la  forme  de  '^.  Pour  cela,  reprenons  Texpres- 


(  -3) 
pression  de  co,  remplaçons-y  D  etF(a-f-Ax)  par  leurs 
valeurs    et   écrivons  ^,  f ',  ^'\  .  •  •    au  lieu    de  ^{a), 
o'(a),  o"(a)  :  nous  trouverons  successivement 


^r 


v/i  — a?» 


!Nous  devons,  on  Ta  vu,  annuler  en  particulier  le 
coeiEcient  de  h^\  il  en  résulte,  en  désignant  maintenant 
par  u  l'argument  de  la  fonction  cp  et  de  ses  dérivées, 

?(W)  9(W)  TV/  TV. 

Pour  achever  la  détermination  de  çp,  il  faut  distinguer 
deux  cas,  selon  que  A  est  nul  ou  différent  de  zéro; 
dans  le  premier,  ^'^(u)  est  une  constante  2C;  intégrant, 
puis  se  reportant  à  Tidentité  (i  1),  on  a  des  résultats  de 
la  forme 

(la)    o(tt)=  CM*-f-C'w-i-C',         ¥{u)=r  — L, 

Si,  au  contraire,  A  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire 

3 


[o'{u)]    »9'"(«)  =  - 


î/ïc' 


d'où,  en  intégrant  et  résolvant  par  rapport  à  cp^'^, 

?(«>=(ir5r;tr'' 

intégrant  de  nouveau,  puis  invoquant  l'identité  (1 1),  il 


vient 


03) 


(  M  ) 


?^")=^ irnt ' 

F(u)=  ^^ '- 


Nous  avons  obtenu  les  formules  (12)  ou  (i 3)  en  an- 
nulant le  coefficient  de  h^  dans  le  développement  de  a>, 
sans  nous  occuper  des  termes  suivants,  qui  doivent 
aussi  être  nuls;  elles  expriment  des  conditions  néces- 
saires pour  que  co  reste  égal  à  [jlic,  mais  nous  ne  savons 
pas  si  elles  sont  suffisantes.  Pour  nous  en  assurer ,  cal* 
culons,  à  l'aide  de  l'équation  (10),  la  valeur  que  prend  ci) 
quand  on  donne  à  F  et  <p  les  formes  (la)  ou  (i3)  ('), 
les  dernières,  par  exemple.  Je  change  de  variable  en 
posant 

le  déterminant  qui  figure  sous  le  signe  /  devient 


D 


«1  —  X- 


Ml 

C-f-Cgi-t-C'q» 


et  Ton  a,  par  une  intégration  bien  facile, 


U) 


•/  a, 


dUi  /a,  Pi 


M,v/(P,  — w,)(w,  — a,j 


=  |iir. 


(•)  Pareil  calcul  ne  se  trouve  pas  dans  le  Mémoire  de  M.  Dar- 
boux  parce  que  les  formules  (12)  ou  (i3)  l'amènent  à  considérer  les 
mouvements  produits  sur  une  sphère  par  des  forces  de  forme  con- 
nues auxquelles,  suivant  une  remarque  antérieure  de  M.  Paul  Scrrct, 
correspondent  toujours  des  trajectoires  fermées. 


(  «5  ) 

Avec  les  formales  (12),  la  vérification  se  ferait  par  le 
même  procédé,  mais  avec  plus  de  facilité,  et  la  question 

est  résolue.   Dans  les  deux  cas,  P,  égal  à  y/F  (m),  est 
connu. 

3.  On  reconnaît  d*abord  que  les  fonctions  F(u)  et 
o(u)  qui  figurent  dans  Texpression  (2)  de  ds^soni  don* 
nées  par  les  formules  (i3)  eu  y  faisant 

/Il*  m*  ^      a 

Sur  S|  les  lignes  U  sont  les  parallèles,  les  lignes  V 
les  méridiennes.  Pour  étudier  Tune  de  ces  dernières, 
identifions  Texpression  (  2)  de  ^5^  avec  la  forme 

d^  représente  un  élément  d'arc  de  méridienne  dont  la 
distance  à  l'axe  OZ  de  la  surface  est  r.  On  a  d'abord 

/n*i/a              ,         m^(  m^ — H)du 
r  =  — r^ —  y  dr  =  — -  ; 

m^-\-u  2(/n«-+-M)«/â 

puis,  /'  et  z  pouvant  èlrc  considérés  comme  des  coordon- 
nées rectangulaires  dans  le  plan  de  la  méridienne, 

dz  r-z^di^—dv^^  -— Î-- du. 


dz        ^'?.rn^u  —  u 
dr  ~        //t* —  u 


1 


La   valeur  de  z  eu  fonction  de  u  s'obtient  par  une 
quadrature  très  simple  : 

tn    r  /-       ni  /g  /n'  —  3  «       .       wî  /3  -H  ^1  m*  —  u   | 

Pour  que  /*  et  dz  soient  réels,  11  doit  rester  compris 
entre  zéro  et  2m^\  pour  u  ~=  o,  /•  est  nul  et  nous  ferons 


(  '6) 

zz=o]  la  méridienne  part  de  Torigine,  normalement 
à  OZ^  u  croissant  jusqu'à  aw^,  z  va  sans  cesse  encrois- 

^     .          ,,    \/6--loç:(v/â-+- /s)  .  çjQ 

sant    jusqu  a ^-r ^ ///,    environ    o,oom  ; 


r  croît  jusqu'à  la  valeur  —  »  pour  m  =  //2*,  auquel  cor- 
respond  le  parallèle  de  rayon  maximum  BB',  puis  il  dé- 

croit  jusqu  a  — —-?  pour  u  =  a/zi'  et  1  on   a  un  point 

d'arrêt  A  où  la  tangente  est  perpendiculaire  sur  OZ.  En 
se  plaçant  au  point  de  vue  analytique,  on  pourrait  faire 
revenir  u  de  2m^  à  o,  dz  changeant  de  signe;  on  aurait 
un  arc  symétrique  de  OA  par  rapport  à  AA'j  mais,  au 


point  de  vue  mécanique,  on  n*a  à  considérer  que  Tare 
OA  et  la  surface  qu'il  engendre  (c'est  seulement  dans  la 
région  engendrée  par  BA  que  le  point  M  pourrait  dé- 
crire un  parallèle). 

La  force  P,  toujours  dirigée   tangentiellcmcnt  à  la 

méridienne  dans  le  sens  UA,  est  égale  a  —^^ ^     ^     * 

Le  mouvement  qu'elle  imprime  au  point  M  peut  être 
déterminé  par  les  intégrales  des  forces  vives  et  des 
aires,  qui  correspondent  aux  équations  (7)  et  (8)^  mais, 
à  l'instant  initial,  on  a  supposé  //  =  am^,  m'=  o;  nous 
ferons,  pour  le  même  instant,  v  =  o^  9'  =  X,  \  étant 
donné;  les  constantes  qui  figurent  dans  les  intégrales 


(  '7) 
(?)  ^^  (^)  ^^  cléleriniiient  inimédialetiieiit  vl  nous  écri- 
rons celles-ci  sous  la  forme 


(  m*  -h  u)^,  dt        9 

L'equalion  de  la  Irajectoirc,  obtenue  en  éliminant  dt 
peut  s'écrire 


à  Tinstanl  initial,  le  second  facteur  sous  le  radical  est 

égal  à  3  -V^ — j  ;  s'il  est  négatif,  u  ne  pourra  décroître  à 

partir  de  nut^  sans  rendre  di^  imaginaire^  mais,  surSi, 
u  ne  saurait  surpasser  2m^]  il  lui  restera  donc  néces- 
sairement égal  et  nous  serons  dans  le  cas  singulier  d'un 
TTionvement  uniforme  sur  le  parallèle  limite.  Si,  au 
contraire,   X^   est   >  54,  ou  si  la   vitesse   initiale  est 

^ikm^'ij  u  pourra  varier  entre  2W^  et  la  valeur  a, 
toujours  comprise  entre  am^  et  {ni^^  qui  est  définie  par 
l'équation 

/    it\  12  8f 

Le  second  facteur  sous  le  radical,  dans  Téquation  (i5), 

devient ;  d'ailleurs  Téquation  s*intègre  au  moyen 

d'un  arc  cosinus,  et,  en  rc'solvant  Téquation  intégrale  par 
rapport  a  -  »  on  trouve 

1        cos-v        sin'c 


'  14         2  m*  a 


cette  équation  définit  une  courbe  comprise  entre  les  pa- 
Ann.de  Afathémat.,  3«série,  t.  XII.  (Janvier  i8c)3.)  2 


L 


(  '«) 

rallèlcs  correspondant  à  u  =  2m-  et  h  1/  =rz  a;  le  mobile 
va  les  loucher  alternativement  en  des  points  dont   les 

azimuts  dillèrent  de  -'  :  la  trajectoire  est  bien  une  courbe 

fermée.  La  loi  du  mouvement  est  donnée  par  ré(|ua- 
tion  (14)5  o"  ^'11  déduit,  eu  égard  à  Téquation  (17), 


dt  = 


9m'        U  9a      a -^  iim*  tanfî'i'         dv 

'i\    I         m"  \*  ~    X    (3a  H- 2m*  taiig^t'}*  cos^i' 


A  r  = -  arc  lang —z^r 


Enfin  la  pression  N  est  ici  simplement  égale  au  quo- 
tient du  eané  de  la  vitesse  W  par  le  rayon  de  cour- 
bure Rdela  section  normale  passant  par  la  tangente  MT 
à  la  trajectoire^  la  formule  d'Eulei*  donne  R  en  fonc- 
tion des  rayons  de  courbure  principaux  R^,  R2  et  de 
l'angle  0  que  fait  MT  avec  la  méridienne  en  M.  On  a 
évidemment 

N  -   —  "^^-^^       W«sin»Q  _  /_^  d^du^         i        \  dv^ 
R7       "^        Hi        "\i\i'dir^d^'^K^^)diÂ^ 

^,  courbure  de  la  méridienne,  est,  en  se  reportant  aux 
calculs  relatifs  à  cette  ligne^ 

d- 

on  a  aussi 


I    _  \  dz  _  (m'^-^  u) v/'2 m* —  u 
Ht        '*  d<s  m* 

Les  résultats  précédents,  combinés  avec  ceux  qui  se 
rapportent  à  la  méridienne  et  avec  les  équations  (i4)^ 
(i5),   (16),  donnent,    après  de   simples   réductions  de 


calrulsy 

X*(/?|2-^  a)(m*"»  w)*/â7?i* — m 


N  = 


8i  m'* a 


CORRESPONDANCE. 


£>ans  sa  Note  :  Sur  la  construction  de  la  parabole 
osculatrice  en  un  point  d'une  courbe  donnée,  M.  d'O- 
cagne  se  propose  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Construire    une    parabole    connaissant   un    de  ses 
points   A,  le  diamètre  passant  par  A  et  le  centre  de        y 
courbure  ù  répondant  à  ce  point,  ^ 

La  solution  suivante  me  parait  plus  simple  que  celle 
de  M.  d'Ocagne.  Au  point  où  le  diamètre  donné  ren- 
ciinlre  le  cercle  osculateur,  menons  la  tangente  A  à  ce 
cercle;  soit  (S)  le  cercle  tangent  au  cercle  osculateur 
au  point  A  et  ayant  pour  rayon  2  Au.  Une  sécante  issue 
du  point  A  rencontre  le  cercle  (S),  la  dioite  t  et  la  para- 
bole considérée  en  trois  points  B,  C,  D  tels  que 

(ABCD)=  -1  (»). 

Le  point  D  est  donc  déterminé. 

On  peut  aussi  ramener  le  problème  proposé  à  la  con- 
struction d'une  parabole  définie  par  deux  tangentes  et 
leurs  points  de  contact.  Un  théorème  du  à  M.  Ribau- 
cour  (Dfouuelles  annales  de  Mathémati(fues ,  2*  série, 
l,  VII,  p.  I  72)  montre  que  le  pôle  de  la  corde  normale 
est  situé  sur  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le  diamètre 
donné,  par  le  symétrique  du  point  û  par  rapport  à  A. 

Menons  par  ce  pôle  P  une  droite  rencontrant  le  dia- 


(1)  youvelles  Annales  de  Mathématiques,  p.  369;  1888. 


(    20) 

mètre  et  la   normale  eu  deux  points  R  et  R|  tels  que 
PR  =  PR|  ;  cette  droite  est  la  tangente  à  rextrémité  de 

la  corde  noVniale  (Théorème  I  de  la  Note  citée,  p.  Sa^). 

Servais. 


UNE  RÈGLE  D'ANALOGIES  DANS  LE  TRIANGLE  ET  LA  SPÉCI- 
FICATION DE  CERTAINES  ANALOGIES  A  INE  TRANSFORMA 
TION  DITE  «  TRANSFORMATION  CONTINIE  »  ; 

Par  m.  Emile  LEMOINE. 


On  peut  remarquer  que  j  beaucoup  de  propriétés  du 
triangle  vont  par  groupes  de  quatre;  par  exemple,  à 
une  propriété  du  cercle  inscrit  en  correspond  une  autre 
de  chaque  cercle  ex-inscrit,  etc.  ;  la  recherche  d'une  loi 
qui  relierait  ces  analogies  m'a  conduit  à  une  transfor- 
mation très  féconde  des  formules,  des  théorèmes  et  des 
équations  relatives  au  triangle,  transformation  dont  je 
vais  parler  ici. 

J'énoncerai  d'abord  un  principe  évident  qui  conduit 
très  vite  synthétiquement  aux  résultats  que  je  veux 
exposer  : 

Toute  formule  entre  les  éléments  du  triangle  peut 
être  mise  sous  Informe  F(A,  B,  C)  ^=  o,  A,  B,  C  étant 
les  trois  angles  du  triangle. 

En  effet,  tous  les  éléments  du  triangle  peuvent  s'ex- 
primer en  fonction  des  angles  et  d'un  élément  linéaire, 
lequel  disparait  à  cause  de  l'homogénéité. 

L'identité  F(A,B,  C)=:o  aura  évidemment  lieu, 
quels  que   soient  les  angles  A,  B,  C,  pourvu  que  leur 


(  2«  ) 

somme  soit  t:^  donc,  si  je  remplace,  dans  F(A,  B,  C)  =  o, 

A  par/,(A,B,C),     B  par/,(  A,  B,  C),     C  par/jU,  B,  C), 

fi  y  J'i y  f%    remplissant   la    coiidilion  f^  -\-  f^  -h  y,  =  ir, 

j*auraî  aussi 

F(/i,/t,/3)-o. 

nouvelle  forme  de  Tidentité  entre  A.,  B,  C,  et  cette  forme 
pourra  correspondre  à  une  nouvelle  forme  de  relations 
entre  des  éléments  du  triangle,  éléments  que  Ton  intro- 
duira, par  exemple,  soit  daLns/i^f-ijfi^  soit  dans 

F(/i,/î,/s)  =  o. 

Ce  sera  une  transformation  de  formule  et  Ton  voit 
d^ailleurs  qu'il  y  a  une  infinité  de  transformations  pos- 
sibles; il  est,  de  plus,  évident  qu'une  formule  générale 
quelconque  du  triangle  contient  en  réalité  implicite- 
ment toutes  les  autres  formules  imaginables  relatives 
au  triangle,  puisque  l'une  quelconque  d'elles  dit  simple- 
ment :  Foici  une  propriété  que  Von  a  toujours  lorsque 
Von  a  un  triangle  et  (|ue  l'on  a  aussi,  en  même  temps, 
toutes  les  autres  propriétés  inhérentes  à  l'état  de  trian- 
gle. 

La  plus  féconde,  je  crois,  de  ces  transformations  est 
celle  que  l'on  réalise  en  remplaçant  dans 

F(A,B,C}  =  o, 
A  par — A,     B  par  ?: — B,     C  par  tt  —  G; 

c'est  même  la  seule  que  j'ai  rencontrée  qui  présente 
un  grand  intérêt  pratique;  c'est  d'elle  dont  je  vais 
montrer  l'utilité  très  générale  dans  la  Géométrie  du 
triangle  {^)\  nous  appellerons  ce  genre  de  transforma- 


(  *)  L'e!)ipace  dont  je  puis  disposer  dans  cet  article  m'oblige  à  ren- 
vovcr  le  lecteur  pour  plus  de  développements  à  divci's  Mémoire» 
par«5  sur  la  question.  (Lemoixk,  Comptes  renctus  de  l'Association 


(  aa  ) 
lion  ;  transformation  continue  et  nous  donnerons,  en 
terminant,  le  motif  de  cette  dénomination. 

IVous  désignons  par  a,  i,  c,  />,  p  —  a^p —  i,  p  —  c, 
R,  S,  /*,  /•«,  /'Al  Vc  1^'s  côtés,  les  quantités 

-J(a-^ô -h  c),     |(6-}-c  — a),     |(c-f-a  — ô),    A(a-h6---c), 

le  rayon  du  cercle  circonscrit,  la  surface,  les  rayons  des 
cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle  et  nous  y 
ajoutons  3,  8^,  83,  8^  pour  représenter  4R  -4-  /",  4^  —  ''«? 
4R  —  /A,  4R—  rc. 

Enfin  le  signe  (e)  signifiera  :  ce  que  devient  E  par 

transformation  continue. 

Cela  posé,  si  nous   supposons  que   a  est  l'élément 

linéaire  qui  disparait  à  cause   de  l'homogénéité  pour 

donner 

F(A,B,G)--=o; 

élément  que  nous  pouvons  admettre  invariable  puisqu'il 

disparaît,  les  formules    .-  t  =  - .-  „-  =  — .— r,  =  2  R  don- 
*  '  siriA        siiiB         siiiLi 

nent  par  transformation  continue  en  A 

®  ©  ^-^ 

siii( — A)        sin(7r— B)        sin(7r— G)        <^ 

ce  qui  montre  que  i,  c,  R  deviennent  —  i,  —  c,  —  R, 
par  transformation  continue  en  A. 

p^  (p  —  a),  (p — b)j  (p  —  c)  deviennent  évidem- 
ment —  (p — a),  — p^  (p  —  c),  (p — b);  la  formule 
S  ir^  ^aAsinC,  montre  (|ue  S  devient  :  —  S. 

Les  formules  S=  pr=  [p  —  a)  /*«  :r^  .  .  .  montrent 
que  r,  r^,  z'^,  /^  deviennent /Vz,  /',  —  /Vi  —  ''*>  etc. 


française  pour  /'avancement  des  Sciences,  Congrès  de  Marseille 
)>^t}i\  Mathksis,  iX()->.,  p.  ôS  cl  81;  PoiLAiN,  Journal  de  Mathéma- 
tiques etcnientaires  ilo  M.  de  Lniii;rlian>ps,  1892;  p.  110,  i33,  i5i; 
Lkmoixe,  niùmc  recueil,  \>^\)'>.'.  p.  H2,  91:  elc. 


(  ^3  ;» 

Sans   insister  davantage,  nous  allons  donner  le  Ta- 
bleau da   la  transformation  continue  en  A  des  princi- 
paux éléments  du  triangle  et,  si  7/^,  /i^,  /«c  et  o>  sont  les 
hauteurs  et  l'angle  de  Brocard  du  triangle,  nous  pou- 
vons dire  : 

Dans  une  formule  on  peut  remplacer  :  a,  i,  c,  /;, 
{p  —  rt),  (p--l>),  (p  —  c).  S,  R,  r,  /•«,  ri,,  rc,  5,  8^, 
6ft,  ô^,  haf  /i6>  Atf»  A,  B,  c,  ci>,  etc.,  par  a,  —  i,  — c, 

—  {p  —  a),  — /?,  {p—c),  (p  —  b),  —S,  —  R,  /,,,  /•, 

/V,     —  rtj    —  Ôa,    —  8,     —  8c,     —  Otj    —  ftay     '«A,     ''r, 

—  A,  Tz  —  B,  it —  C,  -•—  <i>,  etc.,  ef  /'o/i  aura  une  for'- 
mule  exacte. 

II  y  a  évidemment  aussi  les  transformations  conti- 
nues en  l^  et  en  C. 

Les  théorèmes  se  transformeront  d'une  façon  ana- 
logue  ;  par  exemple,  s*il  s'agît  d'avoir,  par  la  fransfor- 
mation  continue  en  A,  la  transformation  d'un  théorème 
où  entrent  le  cercle  circonscrit  de  rayon  f>,  la  lon- 
gueur p,  etc.,  nous  les  remplacerons  respectivement 
par  IV  et  par  {p  —  a),  etc.,  en  changeant  le  signe  des 
segments  y  relatifs  portés  sur  des  droites  s'il  y  a  lieu. 

Les  équations  se  transformeront  également  de  la 
façon  suivante  : 

Supposons  que  les  coordonnées  normales  absolues 
d'un  point  M  soient  :  '^i(a,i,c),  ©^(^'i,  A,  c),  Ça(«,  b^cu 
on  aura 

( i)  a  çi  —  /;  Oj  -+-  c  ^3  —  2  S  : 

appelons  Çi^,  'fan,  'fsa  ce  que  deviennent  cp,,  '^a?  ?3  par 
transformation  continue  en  h  et  appli(|uoiis  la  trans- 
formation continue  en  A  à  l'égalité  (i),  elle  deviendra 

et  l'on  voit  qu'il  y  a  un  point  M^  dont  les  coordonnées 


(  ^4) 

normales  sont  —  <j>4«,  ©.j^,  çj^.  M^  est  le  transformé 
continu  e/i  A  de  M  (  *  ). 

On  déduit  de  ce  qui  précède  : 

Si  Ton  a  une  é(|uatioii  en  coordonnées  normales 
^{x,y,  z,  a,  A,  c) --  o,  sa  transformée  continue  en  A 
sera 

9(—^>y^  5,  a,  —  ô,  —  r)=o 

et,  si  des  calculs  opérés  sur  diverses  équations  ont  con- 
duit à  un  certain  théorème,  les  diverses  équations  de 
ce  calcul  transformées  en  A  conduiront  directement  à 
la  transformation  en  A  de  ce  lliéorèine.  Il  est  clair 
qu'il  n'est  aucunement  besoin  de  faire  chaque  fois  cette 
vérification  pour  légitimer  la  transformation  opérée 
immédiatement. 

On  verrait  de  même  que  :  si,  au  lieu  des  coordonnées 
normales,  on  se  sert  des  coordonnées  normales  bary- 
centriques,  un  point  W  ayant  pour  coordonnées 

W,(a,6,c),     W^(a,b,c),     W^(a,b,c) 

donnera  lieu  à  un  transformé  continu  en  A,  M^,  dont 
les  coordonnées  seront 

V,(a, -^^,  -c),     ir,(a, -6, -c),     Xïr,(a,  _6,  -c) 

et  l'équation 

W(2,  3,  Y,  «,  6,  c)  =  o 

transformée  donnera 

W{:i,  p,  Y,  «,  —ày  —  c)~o. 

En  coordonnées  cartésiennes  (CB  axe  des  x,  CA  axe 


(')  Un  poinl  M  marqué  simplement  sur  le  plan  n'a  pas  de  trans- 
formé continu;  v^Va  n'a  aucun  sens,  il  faut  que  Ton  donne  ses  eooi»- 
données  en  fonction  des  éléments  du  triangle;  il  n'y  a  donc  pas  de 
construction  îjénérale  pour  déduire  M,  de  M  :  la  conslruclicm  dépend 
exclusivement  des  fondions  «Je  «,  6,  c  (jui  dénnissenl  M. 


l  2;>  ) 
des  ^),   un  point  M  :  X,  ,Y  a  pour  transformé  continu 
en  Aj  M«  :  X^,  —  Y  a,  en  désignant  par  X^,  Y  a  ce  que 
deviennent  les  fonctions  X,  Y  on  y  faisant  la  transfor- 
mation continue  en  A . 

Une  équation  F(X,  Y,  rt,  i,  c)==  o  devient 

F(X,  —  Y,  a,  —  ^,  —  c)  =  o. 

Voici  les  principales  propriétés,  faciles  a  démontrer, 
de  la  t transformation  continue  en  A;  quelques-unes 
rentrent  Tune  dans  l'autre. 

1.    La   droite  de  l'infini  a  pour  transformée  la  droite  de 

l*înfini. 
â.    Les  ombilics  du  plan  se  transforment  Tun  dans  l'autre. 

3.  Le  degré  d'une  courbe  se  conserve  ainsi  que  sa  classe. 

4.  Un    cercle   et  une  parabole  ont   pour  transformés  un 

cercle  et  une  parabole. 

5.  Les  transformées  des  tangentes  à  une  courbe  sont  les 

tangentes  à  la  courbe  transformée  au  point  trans- 
formé du  point  de  contact  ;  d'où  :  les  droites  qui  enve- 
loppent une  courbe  se  transforment  en  droites  qui 
enveloppent  la  transformée  de  la  courbe. 

6.  Si   /i  droites  concourent  en  V,  leurs  transformées  con- 

courent en  Va  transformé  de  V. 
7.    Si  /ï  points  sont  sur  une  droite  L,  les  transformés  de  ces 
points  sont  sur  L^  transformée  de  L. 

8.  Si    les  longueurs  de  deux  droites  ou  les  valeurs  des  tan- 

gentes de  deu\  angles  sont  dans  un  rapport  indépen- 
dant des  éléments  du  triangle  de  référence,  ce  rap- 
port se  conservera  dans  la  transformation. 

9.  Les  divisions  harmoniques,  l'homographie,  Thomologie, 

l'involulion,  l'orthologie  se  conservent. 
10-    Des   droites  parallèles  se  transforment  en  des  droites 
parallèles. 

11.  Doux  droites  perpendiculaires  se  transforment  en  deux 

droites  perpendiculaires. 

12.  Les  foyers  ou  les  sommets  d'une  courbe  se  transforment 

en  fovcrs  ou  en  sommris  de  la  transformée. 

13.  Lrs  valeur*  des   rapports  anharmoniques   des   divisions 
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transformées  se  déduisent  par  transformation  continue 
des  rapports  anharnioniques  des  divisions  données. 

14.  La  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  conique  se 
transforme  en  la  polaire  du  point  transformé  par  rap- 
port à  la  conique  transformée. 

13.  La  distance  de  deux  points  transformés,  la  distance  d'un 
point  transformé  à  une  droite  transformée  se  déduisent 
par  transformation  continue  de  la  distance  des  deux 
points  donnés  ou  de  la  distance  du  point  donné  à  la 
droite  donnée,  etc. 

Ce  qui  précède  suppose  que  les  éléments  de  la  rela- 
tion que  Ton  traite  algébriquement,  par  transformation 
continue,  sont  déterminés  sans  ambiguïté  possible,  c\'St- 
à-dire,  par  exemple,  qu'ils  ne  contiennent  point  de 
radicaux,  car  ces  radicaux  ont  implicitement  un  double 
signe;  s*il  y  en  a,  il  faut  discuter  le  cas  particulier  qui 
se  présente. 

Ainsi  l'on  a 


sin--=^ 


(p-  b){p—c) 
bc 


qui  semble,  à  première  vue,  à.onxi^v  ^^v  transformation 
continue  en  A 

mais,  le  radical  comportant  implicitement  le  double 
signe,  la  transformation  continue  en  A  correspond  ici 
au  signe  —  et  l'on  a  efTectivement 

ce  qui  est  exact,  mais  reproduit  simplement  la  formule 
(voir  loc,  cit..  Poulain). 

Eu  égard  à  la  transformation  continue,  les  points 
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remarcjuahles,   (lri>îu!s,    courbes,    rorniiilfs,   théorèmes 
rclalîls  au  triangle  se  divisent  en  quatre  catégories  : 

1°    Ltv   transformation  continue  faite  en  A,  en  B  ou 
en  iZ  les  reproduit  sans  modification. 

Ejccmples  :  Le  point  de  Lemoine,  la  formule 

a  =  6  cosG -r-c  cosB,         .... 

a"  La  transformation  continue  faîte  en  A,  en  B  ou 
eu  C  donne  des  résultats  différents  entre  eux  et  diffé- 
rents du  premier. 

Exemples  :  Les  tliéo renies  relatifs  au  cercle  inscrit 

donnent  des  tliéorèmes  relatifs  aux  cercles  ex-inscrits. 

La  formule 

\Z{b  -cy  =  p*-3rù 

transformée  en  A  donne 

transformée  en  B  donne 

l[(6-+-c)«-h(c-«)*-h(a-+-6)*]  =  (/>  — A)«-h3r6SA, 
transformée  en  C  donne 

i[(6-l-c)*-4-(c-ha)«-h(a-  6)«]  =  (/>  -  c)«h- Sr^S^. 

3**  La  transformation  continue  faite  soit  en  A,  soit 
en  B,  soit  en  C,  reproduit  une  fois  sans  modification  la 
formule  ou  le  théorème;  les  deux  autres  donnent  toutes 
deux  un  même  résultat  diHrrent  de  la  formule  ou  du 
théorème  primitif. 

Earemple  :  La  formule 

{b—  c)rt,r^=  S(n,—  rc) 
se  reproduit  en  A  ;  mais,  soit  en  B,  soit  en  C,  elle  donne 

(b  -^  c) rra  =  S (/•-+-  Ta ). 
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4®  La  transformation  continue  fa  île  soit  en  A,  soit 
en  B,  soit  en  C  donne  un  même  résultat,  mais  ditïërenl 
de  la  formule  ou  du  théorème  que  Ton  transforme. 

Exemple  :  L^équation 

2  v/^sin  (  A  -4-  6o  )  =  o, 
transformée  soit  en  A,  soit  en  B,  soit  en  C  donne 

S/iT  sin(A  —  (îo)  =  o. 

Ces  deux  équations  représentent  les  coniques  de  Sim- 
nions. 

Je  n*ai  pas  trouvé  de  cas  où  la  transformation  conti- 
nue donne  des  combinaisons  autres  de  résultats,  comme 
serait  celle-ci,  par  exemple  ; 

La  formule  donnée  se  reproduit  par  une  des  transfor- 
mations et,  par  les  deux  autres,  donne  des  résultats  diffé- 
rents et  différents  entre  eux. 

La  transformation  continue  conduit  le  plus  souvent, 
et  cela  sans  aucune  recherche,  à  des  théorèmes  ou  à  des 
formules  analogues  à  celles  qui  sont  le  but  direct  de  la 
recherche  que  Pou  fait;  elle  ne  donne  pas,  d'ailleurs, 
toutes  les  analogies  possibles,  car  il  y  en  a  qui  peuvent 
dériver  d'autres  sources.  Ainsi  voici  deux  formules  qui 
ont  une  analogie  bien  évidente 

ara  H-  (>rt  H-  c/v-  =  '2/>  { 9.  R  —  r  ), 
-^ara-^  brif-h  crc=  ip{iï{.  —  Ta), 

et  qui  ne  peuvent  dériver  Tune  de  l'autre  par  transfor- 
matiou  continue;  elles  conduisent  d'ailleurs  chacune  à 
trois  formules  par  transformation  continue  en  A,  en  B 
et  en  C  ;  elles  donnent  en  A 

ar  -n  brc~\-  crb=  ^(p  —  a)(îR  -4-  /«), 
—  a/' -4-  brc-+-  crif—  i^{  p  —  a)('xK -\-  r), 

en  B,  etc. 
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Quand  un  gêoinèlre  vient  de  trouver  un  lliéorème,  il 
a  un  avanlage  évident  à  appliquer  toujours  la  transfor- 
mation continue,  car  il  arrive  fréquemment  qu'il  ob- 
tient ainsi  de  nouveaux  théorèmes  ou  de  nouvelles  for- 
mules. 

Nous  allons  prendre  quelques  exemples,  choisis  au 
hasard  dans  les  publications  récentes  des  journaux  de 
Mathématiques  qui  s'occupent  du  triangle. 

M.  Furbmann  a  donné  dans  le  journal  Mathesis, 
1890,  p.  io5,  un  très  intéressant  travail  Sur  un  cercle 
associé  à  un  triangle,  où  il  énonce  de  nombreuses  pro- 
priétés fort  curieuses  de  ce  nouveau  cercle.  Z/i  trans^ 
formation  continue  montre  immédiatement  qu*il  y  a 
trois  autres  cercles  qui  jouissent  de  propriétés  analogues 
et  auxquels  le  Mémoire  en  entier  peut  être  appliqué 
avec  les  inodiGcations  indiquées  par  la  transformation 
continue. 

Dans  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  de 
M.  DB  Lo]^GCHAMPS,  M.  Boutin  donne  un  grand  nombre 
de  formules  relatives  au  triangle;  en  y  appliquant  la 
transformation  continue,  on  écrit  immédiatement  des 
formules  que  leur  défaut  de  symétrie  apparente  rend 
quelquefois  assez  difficiles  à  démontrer  autrement  et 
rendraiL  surtout  difficiles  à  prévoir.  Voici  sept  de  ces 
formules  : 

A       ,         B  G         % 

(1  )  a  COt r-  O  COt 't-  C  COt  —   r=  2  0  > 

•2  1  Z 

et,  par  transformat  ion  continue  en  A, 


A       .  B  G         ^ 

a  COt  — h  o  tang  — h  c  tang  —  —  20^, 

A                    B                    G       8«— 2n« 
(2)        Ta  tang-  -4-r6tang--+-/vtang-  =  j^ 


(  3o  ) 
et,  par  transformai  ion  continue  en  A, 

A  \i  C       8?,-^(/?--a)2 

rt^ns r-rccot i-/*acoI-= '  , 

'k  >..  1  p  —  a 


<3)  2: 


ao  cos* ac  cos*  - 

-  -      =0, 


/' 


a 


et,  yr>rt/-  transfonnalion  continue  en  A, 


ac  sin*  -  —  ah  sin*  — 

r 
ab  sin*  — h  bc  cos*  — 


re 

oc  cos* ^  ac  sm*  - 

9.                     2 
=  o, 


(I  4-  sin  (  B  -i-  —  J  -A-  sin  (  G  H j  -1-  sin  f  A  -h  —  ) 

)      /    /G-^^    /^-A\    /^--c\ 

et,  />ar  transformation  continue  en  A, 

I  -h  sin  (  B  H —  )  —  cos  f  C  H —  )  -h  cos  (Ah —  ) 

=  4  cos  — 7 cos  (  45**  H —   \  cos  (  45   H 7 j  • 

A        B        C       /         A-  B  C\ 

(5)     2CottD  =  cot  —  cot-  cot (  lang  — htang — htang-  ) 

^'  2  2  2\°2  °2  2/ 

et,  yr>/îr  transformation  continue  en  A, 

ABC  ABC 

2  cotto  =  cot  —  tane     tane h  tang  — h  col  — h  cot  -  » 

22^2  °2  2  2 

(  i— cot  —  cotB  ]  I  I — cot  — cotC  )  (  I  —  cot  — cot  A  ) 

(6)    -^: :^ ^ ''- LS ? ^(.^1 

/      A    ^\/      B    A/      C   ^\    ' 
J  I  —  cot  —  cot  G  U  I  —cot  —  cot  A  j  I  I  —  cot  -  col  G  ) 


=  «. 


(  3.  ) 
el,  par  transforniaùon  continue  en  A, 

(  I  -H  cot  —  cotB  J  [  I  -f-  tang  -cot  C  1  (  i  -f-  tang  -cotA  ] 
(  I  -+-  cot  —  cotC  j  (  I  H-  tang  -  cotA  )  (  i  -+-  tang-  cotB  j 

(  i-t-  tang  ''^  cotB  U  n- tang  -  cotC  j(  i-+- tang  —  cotA  j 

^^^  7  Â       ~X]  B       7\7  G     7^^'' 

(  I-+-  tang  —  cote  11  i-Htang  —  cotAjf  i-htang  — cotB  I 
et,  par  transformation  continue  en  A, 

(  I  -4-  tang  —  cot  B  j  f  I  —  cot  ~  cot  G  1  f  i  —  cot  —  cot  A  J 


—  1. 


{  I  -4- tang  —  cot  Ci  /  I  — cot  —  cotA  )  (  i—  col  —  cotB  \ 

Donnons  comme  exemple  quelques  applications  de  la 
transformation  continue, 

La  parabole  inscrite  dans  un  triangle  et  qui  touche  la 
droite 

J    i X  =  o 

jLà  b  —  c 

[c'est  la  tangente  commune  au  cercle  et  à  Tellipse  inscrite 
de  Steiner  (voir  Nou\^ellt*s  j4nnales,  i886,  p.  126)]  a 

pour  équation 

S  ^ax{^a  —  b  —  c)  =  o; 

»on  foyer,  situé  sur  le  cercle  circonscrit,  a  pour  coordon- 
nées 


a 

5 


ia  —  b  —  c 


On  en   conclut  immédiatement  par  transformation 
continue  en  A  que  : 

La  parabole  inscrite  dans  un  triangle  et  qui  touche  la 

droite 


ax  by  cz 


b  —  C       c  -h  a       a-^  b 


V 


•' 


* 


/ 


(   3:*   ) 
(la(|ue]le  est  la  tangente  commune  au  cercle  cx-inscrit  Oa 
et  à  Tellipse  de  Steiner)  a  pour  équation 

et  pour  foyer  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

abc 
'la  -\-  b  -^  c       7.b  "h  a  —  c       -xc  -r  a  —  b 


/  Le  cas  où  un  côté  égale  la  moitié  de  la  somme  dos 

deux  autres  est  intéressant  à  examiner,  ^ous  ne  nous  y 
arrêterons  point  parce  que  cetle  discussion  très  simple 
ne  se  rattache  pas  directement  à  Tobjet  de  notre  Note." 
Appliquons  la  transformation  continue  à  l'étude  de  la 
proposition  suivante  énoncée  par  Rï.  Boutin  {Journal 
de  Mathématiques  élémentaires  de  M.  de  Lojnggha.mps, 
i89i,p.  i84)  : 

Soient  O,  o,  o^,  o^,  o^,  A',  B',  C  les  centres  du  cercle 
ABC,  des  cercles  tangents  aux  trois  côtés  et  les  pieds 
des  hauteurs;  les  droites  A'o^,  B'o^,  Coc  concourant 
au  point  M  dont  les  coordonnées  sont 

cosB-f-cosG  —  cosA,     .... 

Remarquons  d'abord  qu'à  l'aide  des  formules  que 
nous  avons  données  à  TAssocialion  française,  dans  le 
journal  Mathesis,  etc.,  les  coordonnées  de  M  peuvent 
s'écrire  plus  simplement 

R  —  /'a,     R  —  ri,,     R  —  /'c, 

car  on  a 

.        :>.  R  -I-  r  —  Ta 

cosA  = j  . . .  , 

an 

et  donnons  quelques  propriétés  du  point  M. 

Oo  contient,  comme  l'on  sait,  le  point  J  ; »  •  •  -i 

^  p  —  a 

si  souvent  rencontré  dans  la  Géométrie  du  triangle.  Il 


1 


( 

33 

) 

est 

facile 

d 

établir  (jue  Ton  a 

MO 
Mo  "^ 

R-H/- 

y 
'ir 

JO 
Jo 

= 

2R-*-r 

9 

et  si   l'on  appelle  r/ la  distance  Oo,  //^  la  dislance  Oo^ 
qui  sont  données  par  les  formules 

^i=  R(R  — ar),        di=  R(R  — ara), 

on  verrait  aussi  que 

„  ird  .  ird  ,„  ^Rrd 

Mo  =    K f  Jo  =  — ;r f  JM  = 


R— r'  aR  — r  (R_r)(aR  — /) 

En  appliquant  la  transformation  continue  en  A  ^  on 
a  immédiatement  les  résultats  suivants  : 

Les  trois  droites  oA',  OcB',  o^C  concourent  en  un 
inéme  point  Ma  dont  les  coordonnées  sont 

R-h  r,    —  R  -h  r^,     R  -4-  ri,. 
Ma  est  sur  Ooa-,  droite  qui  contient  le  point  J^  : 

I  1  I 

p        p  —  c       p  —  à 
on  a 

MaO  —  R-H/a  JaO  —  aR-HTa 

>  -i =  f 


MaOa  Jtra  ^aOa  Xr 


a 


R-Ta       "  "      aR-ra'     "    "      (R-hra)(aR-+-ra) 

Nous  avons  fait,  dans  les  divers  Mémoires  déjà  cités, 
un  très  grand  nombre  d^applica  lions  de  la  méthode  à 
des  questions  variées  et  à  plus  de  trois  cents  formules, 
nouvelles  pour  la  plupart^  nous  ne  nous  arrêterons 
donc  pas  davantage  sur  le  sujet. 

Nous  citerons  encore  seulement  trois  exemples  de  for- 
mules, non  des  plus  remarquables,  que  nous  pourrions 
choisir  dans  ce  que  nous  avons  publié,  mais  que  nous 
Ann.  de  A%fathémat.,  3*  série,  i.  \II.  (Janvier  i8()3.)  3 
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n'avons  pas  encore  mentionnées, 

p{^a—p)=rarb'^  rare— r^rc, 
a^ra-^b^ri, —  c^rc=  i^p[(p  —  c)—  ccosAcosB], 

qui  donnent  respectivement  par  transformation  conti- 
nue en  A 


abc 

a(/?  — a)(R-4-2/'a)r.  V,  ,   T,  ,1 

=  -^ ^^ [(/>  — a)«— /-«(aR  — Ta)], 

pi  —  a*  =  rrt  -+■  rrc  ■+■  r/,  rc, 
a*r  —  birc-\-c^ri,=  4R(/>  —  ^)[(P  —  b) —  ccosA  cosB]. 

La  transformation  continue  ne  s'applique  qu^au 
triangle  général  \  ainsi  les  formules  du  triangle  rectangle 
ne  peuvent  être  transformées,  au  mo^ns  sans  certaines 
précautions  (voir  l'article  de  M.  Poulain  déjà  cité). 
Par  exemple,  dans  le  triangle  BAC  rectangle  en  A,  on  a 

c  =  b  tangC; 

la  transformation  continue,  telle  que  nous  Tavons  défi- 
nie, donnerait 

c  =  —  6tangG, 
ce  qui  est  faux. 

La  transformation  continue  s'applique  au  tétraèdre; 
nous  n'indiquerons  que  la  transformation  fondamen- 
tale dont  tout  dérive  et  qui  correspond  au  changement 
de  rt,  i,  c  en  a,  —  b,  —  c  dans  le  triangle. 

Soit  ABCD  un  tétraèdre;  désignons  les  arêtes  oppo- 
sées DA,  BC  par  a'  et  a^  DB  et  AC  par  b'  et  6-,  CD  et 
AB  par  c'  et  c;  ou  peut  dire  que  : 

Si,  dans  une  formule  quelconque  représentant  une 
propriété  générale  du  tétraèdre,  on  laisse  a,  i,  c  et 
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que  Von  change,  a',  b' ,  c'  en  — a',  —  b\  —  c\  la  nou- 
velle formule  esL  encore  exacte. 

La  trausformatiou  continue  appliquée  au  tétraèdre 
est  aussi  générale,  insLis^enfait,  jusqu'ici  moins  féconde 
qu'appliquée  au  triangle.  Cela  tient  surtout  à  ce  qu'il  y 
a,  dans  le  tétraèdre,  peu  de  points  remarquables  ayant 
des  propriétés  simples  et  aussi  que  la  Géométrie  de  dé- 
tail du  tétraèdre  est  actuellement  aussi  peu  avancée  que 
Tétait  celle  du  triangle  il  y  a  quelques  années^  la  ques- 
tion est,  du  reste,  beaucoup  plus  compliquée. 

Nous  allons  terminer  ce  petit  travail  en  justifiant 
l'appellation  de  transformation  continue  que  nous  avons 
adoptée. 

Si  l'on  considère  un  triangle  ABC,  il  est  clair  que, 
par  définition,  toute  propriété  générale  du  triangle 
&*applique  à  ABC  ;  imaginons  que  CA  soit  mobile  autour 
de  C  et  faisons  tourner  CA  autour  de  C  dans  un  même 
sens  qui  l'éloigné  de  CB,  la  figure  aura  deux  états  : 
1°  A  est  au-dessus  de  BC;  2**  A  est  au-dessous*,  elle  ne 
peut  passer  de  l'un  à  l'autre  de  ces  états  par  le  mouve- 
ment continu  de  CA^  qu'après  que  CA  est  devenue  pa- 
rallèle à  BA  ;  or  une  propriété  générale  du  premier  état 
de  la  figure  appartient  évidemment  au  second  état,  mais 
il  est  facile  de  voir  qu'elle  s'énoncera  souvient  différem- 
ment en  employant  la  terminologie  habituelle  rappor- 
téf:  au  triangle  ABC;  ainsi,  suivons  par  continuité  ce 
que  devient  le  cercle  inscrit  à  ABC  pris  dans  le  premier 
état  de  la  figure,  on  voit  qu'il  deviendra,  dans  le  deuxième 
état,  le  cercle  ex-inscrit  Oa  du  triangle  ABC  5  par  consé- 
quent, un  théorème  dans  l'énoncé  duquel  entreront  le 
cercle  inscrit,  son  centre,  son  rayon,  etc.,  donnera  par 
continuité  un  é  nonce  d'uneybrr/ie  nouvel  le  où  entreront 
le  cercle  ex-inscrit  Oa,  son  centre,  son  rayon,  etc.  Le 
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cliaiigenient  est  produit  par  la  transformation  continue 
en  A. 

Pour  Je  tétraèdre  ABCD  on  réalisera  géométrîquc- 
ineut  la  transformation  continue  en  D  en  faisant  tourner 
une  des  faces  aboutissant  en  D,  BGD  par  exemple,  au- 
tour de  sa  base  BC  et  Ton  aura  deux  états  de  la  figure  : 
1^  D  est  au-dessus  du  plan  ABC;  a^  D  est  au-dessous; 
ces  deux  états  étant  séparés  par  la  position  où  le  plan 
BCD  est  parallèle  à  AD, 
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SDR  L'ORIEKTATION  DES  SYSTÈMES  DE  DROITES  (M; 

Par  m.  g.  HUMBERT. 


I.  —  Théorèmes  fondamentaux. 

i  .    Laguerre  a  fait  connaître,  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  philomathique,  plusieurs  propositions  gëonié- 
Iriques  très  simples,   relatives  aux  directions  des  sys- 
tèoies  de  droites  dans  le  plan,  dont  il  a  déduit  des  con- 
séquences nombreuses  et  importantes  ;  nous  avons  eu 
nous-même  Toccasion,  dans  un  Mémoire  sur  le  théo- 
rème d'Abel,  de  retrouver  analytiquement  ces  propo- 
sitions et  de  leur  donner  une  certaine  extension  ;  notre 
but  est  maintenant  de  démontrer  un  principe  très  gé- 
néral, auquel  peuvent  se  rattacher  toutes  les  propriétés 
énoncées  jusqu'Ici  sur  les  directions  des   systèmes  de 


(•)  Ce  travail  a  été  publié  en  partie  dans  le  tome  X  de  VAmeri- 
can  Journal  of  MatUematics.  M.  Franklin,  dans  le  tome  XII  du 
rnéme  journal,  a  indiqué  une  méthode  très  intéressante  pour  re- 
trouver nos  résultats  ;  nous  avons  profité,  dans  notre  nouvelle  ré- 
daction, de  quelques-unes  de  ses  indications. 

Le  §  VII  du  travail  actuel  est  inédit. 
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droites,  et  qui  se  prèle  aisément  à  des  applications 
nouvelles. 

A  cet  elïiet,  nous  commencerons  par  présenter  sous 
une  forme  nouvelle  une  notion  importante,  introduite 
dans  la  Géométrie  par  Laguerre^  celle  de  V orientation 
d'un  système  de  droites.  La  définition  donnée  par  La- 
guerre  est  la  suivante. 

Soient,  dans  un  plan,  deux  systèmes  de  n  droites,  A 
et  A';  prenons  arbitrairement  un  axe  fixe,  H,  dans  ce 
plan  :  si  la  somme  des  angles  que  font  avec  Taxe  fixe 
les  droites  du  système  A  est  égale,  à  un  multiple  de  tz 
près,  à  la  somme  analogue  pour  les  droites  du  système 
A',  on  dit  que  les  systèmes  A  et  A'  ont  môme  orienta- 
tion; celte  propriété  est  évidemment  indépendante  du 
choix  de  Taxe  fixe  H  dans  le  plan  :  elle  ne  dépend  que 
des  directions  des  droites  considérées. 

2.  Cette  définition  peut  être  transformée  et  précisée, 
au  point  de  vue  analytique,  comme  il  suit. 
Menons  par  Torigine  des  parallèles 

y  —  aiic  =  o,        y  —  ajrr  =  o,         ....        y  —  a^^a?  =  o 

et 

y  —  a\x=^Oj  . . . ,        y  —  a',^x  =  o 

aux  n  droites  de  chacun  des  systèmes  A  et  A';  soient 
ai,  . . .,  a»;  a'^,  . . .,  a^  les  angles  de  ces  droites  avec 
Oxj  les  axes  étant  supposés  rectangulaires.  On  a 

ajt  =:  arc  tanga^t»  *it  =  arc  tangaj^, 

d'où 

e^^t  =  cos(2arR  tangau)  -t-  t  siii(2arc  tanga;t)i 


c'est-à-dire 

I  -h  aj         I  -h  al 

i-hal 

ak 


ak 
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et,  par  suite, 

(  t  -H ai  )(«-+-  a,  )...(*  -H  a„  ) 

Soîl  posé  maintenant 

{j-  —  aix){y  —  atx). .  .{y  —  anX)  =f(x,y), 
(^  —  «i  ^) (r  -  <^)  =  ?(^»r)» 

il  vient 
et 


«"' 


Si  donc  les  deux  systèmes  A  et  A'  ont  même  orientation, 
c'est-à-dire  si  l'on  a,  diaprés  ladëfinition, 

on  aura 

On  peut  donc  considérer  comme  définissant  l'orien- 
tation d^un  système  de  droites  issues  de  l'origine,  re- 
présenté par  l'équation  liomogèney(a:,  j)  =  o,  le  rap- 

port  ^    '    .  '  Si  les  droites  ne  passent  pas  toutes  par 

l'origine,  et  ^^/{x^YjZ)  =  o  est  l'équation  de  leur 
ensemble,    l'orientation  sera  définie    par    le   rapport 

/A—.  '  '•  \^  ^^'  P'***  généralement  encore,  ^'\f{po^j^  z)  =  o 
est  l'équation  d'une  courbe  algébrique  quelconque,  le 
rapport  ^^1*  '' .  définira  l'orientation  du  système  des 
directions  asymptotiques  de  cette  courbe. 

3.   Cela  posé,  considénms  dans  un  plan  un  système 
variable  de  n  droites,  dont  l'équation  dépend  algébri- 
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cjucment  d'un  paramètre  :  réquation  de  ce  syslèiiie  est 
de  la  forme 

(i)  aiA  +  pB-f-...4-XL  -o, 

A,  B,  .  . . ,  L  étant  des  polynômes  d'ordre  n  en  x^  j^  z^ 
et  a,  ^,  . . . ,  X  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  deux 
paramètres  t  et  0  liés  par  une  relation  algébrique 
(p(^6)  =o. 

L'orientation  du  système  est  définie  par  le  quotient 

_  aA( — I,  /,  o)+...+  XL( — 1,  i,  o) 
aA(i,  *\  o)  H-. .  .-h  XL(i , /,  o) 

Pour  que  w  soit  constant,  quels  que  soient  t  et  0, 
c'est-à-dire  pour  que  le  système  variable  ait  une  orien- 
tation fixe,  il  faut  et  il  suffît  que  (o  ne  puisse  pas  devenir 
infini,  et,  par  suite,  que  toutes  les  valeurs  de  /  et  8, 
liées  par  la  relation  cp(^,  9)  =  o,  qui  vérifient  Téqua- 
tion 

(2)  aA( — I,  i,  o)  4-. . .-+-  X  L(— - 1,  i,  o)  =0, 

vérifient  également  Téqualion 

(2  bis)  «A(r,  i,  o)  -f-. .  .-f-  XL(i,  «,  o)  =0. 

D'une  manière  plus  précise,  il  faut  que  les  courbes 
représentées  par  les  équations  (2)  et  (2  bis)^  où  ^  et  ô 
sont  les  coordonnées  courantes,  rencontrent  aux  mêmes 
points  la  courbe  cp(t,  8)  =  o. 

Cette  condition  peut  s'interpréter  géométriquement 
d'une  manière  très  élégante  :  les  valeurs  de  f  et  8  quî 
vérifient  Téquation  (2)  sont,  en  effet,  celles  qui  corres- 
pondent aux  systèmes  (i)  contenant  une  droite  passant 
par  le  point  cyclique  J  (x  == —  i,  j^  =  i,  z  =  o)  j  de 
même  celles  qui  vérifient  l'équation  (2  bis)  correspon- 
dent aux  systèmes  contenant  une  droite  passant  par  le 
point   cyclique  I   (.r  =  i,   )=^i,  ^5  =  0);  la    condition 
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trouvée  plus  liaut  cxprinu!  donc  que  tout  système  con- 
tenant une  droite  (et  généralement  k  droites)  passant 
par  I  contient  aussi  une  droite  (et  généralement  k 
droites)  passant  par  J. 

La  conclusion  subsiste  si  Téquation  (i)  dépend  algé- 
briquement d'un  nombre  quelconque  de  paramètres. 
De  là,  ce  résultat  fondamental  : 

Théorème.  —  Pour  qu'un  système  variable  de  n 
droites,  dont  l' équation  contient  algébriquement  un 
nombre  quelconque  de  paramètres,  conserve  dans  le 
plan  une  orientation  fixe,  il  faut  et  il  suffit  que  lors- 
qu'une ou  plusieurs  des  droites  du  système  viennent  à 
passer  par  un  des  points  cycliques,  d*  autres  droites  du 
système,  en  même  nombre,  passent  au  même  instant 
par  l* autre  point  cyclique. 

Plus  généralement,  si  l'équation  (i)  est  celle  d'une  fa- 
mille de  courbes  algébriques,  on  peut  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Soit  une  famille  de  courbes  algébriques,  dont 
Inéquation  contient  algébriquement  un  nombre  quel-' 
conque  de  paramètres  :  pour  que  l* orientation  du  sys^ 
tènie  des  directions  asymptotiques  de  chacune  de  ces 
cowbes  soit  constante,  il  faut  et  il  suffit  que  toutes  les 
courbes  de  la  famille,  qui  passent  par  un  des  points 
cycliques  du  plan,  pdssent  en  même  temps  par  l'autre, 

4.  On  peut  faire  de  ces  principes  des  applications 
nombreuses.  Considérons  d^abord  le  cas  où  un  para- 
mètre 6  figure  au  premier  degré  dans  Téqualion  d*une 
famille  de  courbes;  ces  courbes  appartiennent  alors  à 
un  même  faisceau  ponctuel 
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L^orienlalion  du  système  des  direclioiis  asyniptoticjues 
d'uue  des  courbes  précédentes  dépend  du  coefficient 

to=      /(i,  t\  o)-4-e(p(i,  i,  o) 
/(— I,  i,  o)-he©(— I,  £,  o)' 

et  de  cette  expressîou  réjialte  immédiatement  ce  théo- 
rème : 

Si  deux  courbes  algébriques  de  degré  n  sont  telles 
que  leurs  systèmes  respectifs  d  ^asymptotes  aient  même 
orientation  y  le  système  des  asymptotes  de  toute  attire 
courbe  de  degré  w,  passant  par  les  points  d'intersec^ 
tion  des  deux  premières,  aura  même  orientation  que 
chacun  des  deux  systèmes  primitifs, 

SI  la  courbe  cp  r=  o  passe  par  les  points  cycliques  du 
plan,  (p(i,  1,  o)  et  Gp( —  i,  i,  o)  sont  nuls;  par  suite  : 

Si  deux  courbes  de  même  degré  rencontrent  aux 

mêmes  points  une  courbe  algébrique  quelconque  pas- 

sant  par  les  points  cj'cliques  du  plan  ^  les  deux  systèmes 

formés  par  leurs  directions  asjmptotiques  ont  même 

orientation. 

Comme  cas  particulier  de'  cette  proposition,  on  re- 
trouve un  théorème  important,  dû.  à  Laguerre,  et  qu'on 
obtient  en  supposant  que  la  courbe  algébrique  consi- 
dérée devienne  un  cercle  : 

Si  Von  groupe  deux  à  deux,  d^une  manière  quel- 
conque, sur  n  droites,  les  2n  points  communs  à  un 
cercle  et  à  une  courbe  algébrique  it ordre  /i,  V orienta- 
tion de  chacun  des  systèmes  de  n  droites  ainsi  obtenus 
est  la  même  que  celle  des  asymptotes  de  la  courbe» 
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IL   OftlElVTiLriOlf  DE  CERTAINS  SYSTÈMES  DE  TANGENTES. 

5.  En  transformant  par  polaires  réciproques  quel- 
ques-unes  des  propositions  qui  précèdent,  on  arrive  à 
des  théorèmes  intéressants  surTorientation  du  système 
des  tangentes  qu'on  peut  mener  d'un  point  à  une  courbe; 
ainsi,  la  proposition  qui  termine  le  n°  3  donne  lieu  à  la 
suivante  : 

Soit  une  famille  de  courbes  dont  l' équation  tan^ 
gentielle  dépend  algébriquement  d'un  nombre  quel-- 
conque  de  paramétra  :  pour  que  V orientation  du  syS" 
terne  des  tangentes  quon  peut  mener-d'un  point  fixe  O 
à  chacune  de  ces  courbes  demeure  constante,  il  faut  et 
il  suffit  que  toutes  les  courbes  de  la  famille  qui  tou- 
chent une  des  droites  isotropes  issues  deO  touchent 
l'autre  droite  isotrope  issue  de  ce  point. 

En  particulier,  si  les  courbes  considérées  appartien- 
ueut  à  un  même  faisceau  tangentiel,  une  seule  de  ces 
courbes  touchera  une  droite  isotrope  issue  de  O  ;  si  elle 
touche  en  même  temps  l'autre  droite  isotrope^  le  point  O 
sera  un  foyer  de  cette  courbe.  Donc  : 

Soit  un  faisceau  tangentiel  de  courbes  algébriques 
de  classe  n'^  par  un  foyer  f  de  l'une  d'elles  menons 
les  n  tangentes  à  l'une  quelconque  des  autres  :  tous  les 
systèmes  ainsi  obtenus  à  partir  du  point  font  même 
orientation. 

Réciproquement, 

Si  un  point  f  jouit  de  cette  propriété,  c'est  lefojer 
de  l*ane  des  coui'bes  du  faisceau. 

On  peut  dire  aussi,  en  transformant  par  polaires  ré- 
ciproques le  premier  théorème  du  n**  3,  que  : 

Si  les  tangentes  menées  d'un  point  à  deux  courbes 
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de  classe  n  forment  deux  systèmes  de  même  orienta- 
tioii,  les  n  tangentes  menées  de  ce  point  à  une  quel- 
conque  des  courbes  du  faisceau  tangentiel  déterminé 
par  les  deux  premières  forment  un  système  de  même 
orientation  que  les  deux  systèmes  primitifs. 

Si  deux  des  courbes  du  faisceau  sont  homofocales, 
toutes  les  courbes  du  faisceau  ont  les  mêmes  foyers^ 
Tune  d'elles  se  décompose  en  une  courbe  de  classe  71  —  2 
et  en  deux  points,  qui  sont  les  points  cycliques  du  plan. 
Un  point  quelconque  du  plan  peut  être  considéré  comme 
un  foyer  de  ce  système  de  deux  points;  il  résulte  de  là, 
par  l'application  du  tbéorème  précédent,  que-: 

Les  deux  systèmes  form,és  par  les  tangentes  que  Von 
peut  mener  d'un  point  quelconque  à  deux  courbes  ho- 
mofocales  de  même  classe  ont  même  orientation  ; 

ou  encore  : 

Le  système  des  tangentes  menées  d'un  point  quel- 
conque à  une  courbe  algébrique  de  classe  /i,  et  le  sys- 
tème des  droites  qui  joignent  le  même  point  aux  n 
foyers  réels  de  la  courbe  ont  même  orientation. 

(LlGUERRE.) 

En  combinant  ce  résultat  avec  le  précédent,  on  ar- 
rive à  une  proposition  simple  relative  au  lieu  des  foyers 
des  courbes  d'un  même  faisceau  tangentiel  : 

Le  lieu  des  foyers  des  courbes  d 'un  faisceau  tan- 
gentiel déterminé  par  deux  courbes  A  et  B,  de  classe  n , 
est  une  courbe  telle  que  si  l'on  joint  un  de  ses  points 
aux  n  foyers  réels  de  A  et  aux  n  foyers  réels  de  B,  les 
deux  systèmes  de  droites  ainsi  obtenus  aient  même 
orientation. 

6.  Nous  reviendrons  plus  loin,  avec  quelques  détails, 


EXERCICES. 
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«UBSTIOKS  PROPOSÉES. 


i&&9.   On  donne  une  ellipse;  on  prend  le  triangle  abc  formé 

par  les  deux  tangentes  ca,  cb  à  celle  courbe  et  par  la  corde  de 

contact  ab.  Sur  les  eûtes  de  ce  triangle  comme  diamètres,  on 

décrit  des  sphères;  elles  se  coupent  en  deux  points,  réels  ou 

imaginaires  : 

i"  Quel  est  le  lieu  (m)  de  ces  points  lorsqu'on  déplace  ab 
parallèlement  à  la  même  direction  ; 

A®  Quel  est  le  lieu  des  lignes  (m)  lorsqu'on  fait  varier  la  di- 
rection de  a6  (1).  (Manniieim.) 

16î$0.  Soient  S  une  surface  telle  que  les  lignes  de  courbure 
d'un  système  soient  circulaires,  (y)  l'un  de  ces  cercles  et  G 
le  sommet  du  cône  circonscrit  à  S  le  long  de  (y).  Démontrer 
que  la  trajectoire  du  point  G  est  normale  au  plan  déterminé 
par  ce  point  et  par  la  caractéristique  du  plan  du  cercle  (y)- 

(Caronnet.) 

i65i.  Deux  permutations  des  n  premiers  nombres  sont  dites 
inverses  Tune  de  l'autre  lorsqu'elles  présentent  les  mêmes  élé- 
ments en  ordre  exactement  inverse;  elles  sont  dites  symé- 
triques Tune  de  l'autre  lorsque  la  somme  des  éléments  qui  y 
occupent  la  même  place  est  constamment  égale  à  n  +  i.  Dé- 
montrer que  la  probabilité,  pour  qu'une  permutation  prise  au 
hasard  parmi  les  permutations  des  n  premiers  nombres  soit 
telle  que  son  inverse  et  sa  symétrique  coïncident,  est  donnée 
par  la  formule 

I  étant  le  plus  grand  entier  impair  non  supérieur  à  n. 

(DÉSIRÉ  André.) 


(»)  Voir  Laisant,  JRecueil  de  problèmes  de  Géométrie  analy- 
tique à  deux  dimensions,  p.  i8^|,  n*  721,  un  énoncé  plus  concis  de 
cette  itïètne  question. 

I* 


(  -^n 

i6oâ.  Trouver  loua  les  systèmes  de  quatre  nombres  positifs 
a,  6,  c,  d  tels  que  les  dix  nombres 

a -{' b  —  I,     a-hc  —  i,     a-hd  —  i, 
b -^  c  —  1,     b-hd  —  I,     c-4-ûf — I, 

'?.  —  b  —  c  —  <i,     a  —  c  —  d — a, 

2  —  d  —  a  —  ô,     2  —  a  —  b  —  c 

soient  les  inverses  de  nombres  entiers.  (Levavasseur.) 

1653.  C  étant  le  cercle  osculateur  en  un  point  M  d'une  para- 
bole, démontrer  géométriquement  que  le  foyer  divise  dans 
le  rapport  de  i  à  3  la  droite  MD,  D  étant  le  symétrique  par 
rapport  à  la  normale  en  M  du  point  où  le  cercle  G  rencontre 
le  diamètre  de  la  parabole  relatif  au  point  M.    (Ë.  Rouché.) 

165i.  On  considère  un  triangle  équilatéral  ABC  et  une 
droite  (D)  passant  par  le  centre  0  du  triangle.  Par  le  point  A 
on  mène  une  droite  (A)  symétrique  par  rapport  à  la  direction 
(D)  de  la  droite  perpendiculaire  en  A  à  AO;  de  même  en  B, 
on  mène  la  droite  (A)'  symétrique  par  rapport  à  la  même  di- 
rection (D)  de  la  perpendiculaire  en  B  à  BO  ;  on  agit  de 
même  en  C  pour  construire  la  droite  (A/. 

Montrer  que  ces  trois  droites  (A),  (A)',  (A)'  se  rencontrent 
en  un  même  point  situé  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC.  (E.-N.  Barisien.) 


QUESTIONS  RÉSOLUES. 


Question  1385. 

On  donne  sur  un  plan  une  ellipse  de  centre  O  et  un 
point  fixe  G.  De  ce  point,  on  mène  une  transversale  qui 
rencontre  l'ellipse  au  point  P.  Le  diamètre  conjugué  de  OP 
coupe  la  transversale  au  point  M. 

Pour  quelles  directions  de  la  tramersale  le  segment  PM 
est-il  maximum  ou  minimum?  (Mannueim.) 


(  3-  ) 

SOLUTION 

Par   M.   Lez. 

La  transversale  y — p  =i  ^{x  —  q)  menée  par  le  point 
C(/?,  y)  rencontre  l'ellipse  ô*a:*-Ha'^*=  a*  6*  en  deux  points 
P,  P'  ayant  pour  coordonnées 

bHq-piJL)dzabii^K 

K,  du  reste,  étant  égal  à  6*-h  a*fx' — (q  — /?Ht)*. 
Par  suitCy  le  diamètre  OM  conjugué  de  OP  a  pour  équation 

^  a[6(^ — /?fjt)-f-ajji/K] 


X  = 


m  y 


il  rencontre  la  transversale  en  un  point  M  représenté  par 


X  = 


—  <g(/>H^--y)[^(^— />H^)-+-afiv/K] 


(^>»-+-aV')/K 


La  dlfl^érence  des  abscisses  des  points  P  et  M  étant  -rr:  et  celle 

A 

des  ordonnées  — r=-,  la  longueur  du  segment  PM  sera 


Pour  que  L  devienne  maximum  ou  minimum,  il  faut  que  la 
dérivée  de  la  quantité  sous  le  radical,  c'est-à-dire  que  jjl  satis- 
fasse à  réquation 

(i)  {x«  — (a»—  6«-h  7*— /?*)  -^  —  I  =0, 

dont  les  racines  sont  inverses  et  de  signes  contraire?. 
A  la  valeur  positive  de  fi  correspond  le  minimum  de  L.  Les 


(4*  ) 

deux  transversales  passant  par  le  point  C  et  ayant  pour  coef- 
ficients angulaires  les  racines  de  Téquation  (i)  sont  les  bissec- 
trices des  tangentes  menées  à  l'ellipse  par  le  même  point  G. 

En  effet,  l'équation  des  parallèles  menées  par  Torigine  à  ces 
tangentes  est 

(a*  —  /?*)^*H-  ipqxy  -\-{b^  —  q^)x^=  o; 

or  les  bissectrices  des  angles  de  celles-ci  ont  pour  coefficients 
angulaires  les  racines  de  l'équation  (i). 

Quand  le  point  G  est  sur  l'ellipse,  l'une  des  bissectrices  de- 
vient la  normale  en  ce  point,  et  l'autre,  la  tangente;  le  segment 

mtercepte  L  =  --======•   est    un   minimum.    Lorsque    le 

point  C  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse,  les  tangentes  sont  imagi- 
naires, mais  leurs  bissectrices  sont  réelles. 

N.  B.  —  M.  Cartier  a  aussi  résolu  la  question. 


Question  d624. 

Soit  une  série  F(a7)=  ao-f- tïia?-!-..  .-h  ««3^"-»-. . .  dans 
laquelle  les  coefficients  a  sont  positifs;  on  suppose  qu*on 
ait  \\ïtiannP=  K,  K  étant  une  quantité  constante  différente 

n  —  m 

de  o  et  p  un  nombre  positif  moindre  que  V unité.  Démon- 
trer que,  lorsque  x  tend  vers  i,  le  produit  (i  —  xy-P  ¥{x) 
a  pour  limite  Kr(i — p).  (Appell.) 

SOLUTION 
Par  M.  Soudée. 

La  série  n'est  convergente  que  si  x  est  plus  petit  que  i;  nous 
Supposerons  donc  que  x  tende  vers  i  par  valeurs  moindres. 

On  peut  poser,  par  hypothèse,  a/i= 1 — —i  en  ayant  pour 

limite  o  quand  n  augmente  indéfiniment;  et  la  série  peut  se 
décomposer  ainsi 

F(x)=«,-hK(^-  +  -+...+  — +...J 

(X  x'^  x^  \ 

\P  2/'  nP  j 
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Tome  I,  I*'  fascicule;  Tome  II    i*'  et  a*  fascicule;  Tome  III,  a*  fascicule. 
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sur  los  coijséqueiiccs  géomélrK|U<>s  de  ce  ihéoreme  ;  au* 
paravant,  nous  ferons  une  application  des  principes  pré- 
cédents à  ]a  solution  d'un  problème  qui  parait  présenter 
un  certain  intérêt. 

Ce  problème  est  le  suivant  : 

Troui^er  toutes  les  courbes  algébriques  telles  que  le 
système  des  tangentes  quon  peut  mener  d'un  point  à 
l'une  d'elles  ait  une  orientation  fixe,  indépendante  de 
la  position  de  ce  point  dans  le  plan. 

Si  Ton  se  reporte  au  théorème  de  Laguerre  démontré 
plus  haut,  on  voit  que  ces  courbes  ne  peuvent  être  que 
celles  qui  ont  tous  leurs  foyers  à  Tinfini;  mais,  avant 
d'affirmer  inversement  que  les  courbes  qui  ont  tous 
leurs  foyers  à  Tinfini  Jouissent  de  la  propriété  énoncée, 
on  doit  faire  une  discussion,  très  simple  d^ail leurs. 

Soit,  en  effet,  G  une  courbe  de  classe  n  dont  tous  les 
foyers  sont  à  l'infini  :  il  est  nécessaire  pour  cela  qu'elle 
touche  la  droite  de  Tinfini  aux  points  I  et  J,  et  qu'on 
ne  puisse  pas  lui  mener  par  I  ou  J  d'autre  tangente  que 
cette  droite.  Dans  ce  cas,  tous  les  foyers  de  la  courbe  sont 
à  l'infini,  mais  leur  position  n'est  pas  déterminée,  de 
sorte  que  le  théorème  de  Laguerre  ne  parait  pas  immé- 
diatement applicable. 

On  peut  voir  néanmoins,  d'une  autre  manière,  que 
Torientation  du  système  des  n  tangentes  menées  à  G 
d'un  point  quelconque  O  du  plan  ne  dépend  pas  de  la 
position  de  ce  point..  Imaginons,  en  effet,  que  O  décrive 
une  droite;  l'équation  du  système  des  n  tangentes  issues 
de  O  contient  algébriquement  un  paramètre,  et  le  théo- 
rème général  du  n?  3  est  applicable.  Par  suite,  l'orien- 
tation de  ce  système  est  fixe,  si,  toutes  les  fois  qu'une 
ou  plusieurs  des  tangentes  issues  de  O  passent  par  le 
poiut  cyclique  I,  d'autres  tangentes  en  même  nombre 
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passent  parle  point  cyclique  J.  C'est  précisément  ce  qui 
se  présente  ici;  une  tangente  menée  de  O  à  G  ne  pent 
passer  par  I  que  si  O  est  à  l'infini,  et  elle  passe  alors 
par  J.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

U orientation  du  système  des  tangentes  menées  d*un 
point  à  une  courbe  algébrique  ayant  ses  foyers  à  l'in^ 
fini  est  indépendante  de  la  position  du  point  consi- 
déré dans  le  plan. 

Il  est  facile  de  donner  l'équation  générale  de  ces 
courbes  en  coordonnées  tangentielles  rectangulaires; 
cette  équation  est 

//I-2  étant  un  polynôme  quelconque  de  degré  n  —  2  en 
u  et  i',  et  ¥fi  un  polynôme,  également  quelconque,  de 
degré  /i,  mais  homogène. 

7.  Parmi  les  courbes  qui  ont  tous  leurs  foyers  à 
l'infini,  on  peut  citer,  avec  Laguerre,  celles  qui  sont  en- 
veloppées par  une  droite  dont  deux  points  donnés  dé- 
crivent respectivement  deux  courbes  algébriques,  quel- 
conques d'ailleurs. 

Un  autre  exemple  intéressant  est  fourni  par  la  famille 
des  épicycloïdes  algébriques. 

Si  une  courbe  a  tous  ses  foyers  à  Tin  fini,  c'est-à-dire 
si  les  t.angenles  qu'on  peut  lui  mener  par  les  points  cy- 
cliques coïncident  toutes  avec  la  droite  de  l'infini,  la 
récipro(|ue  de  cette  courbe  par  rapport  à  un  cercle  de 
centre  O  sera  lelle  que  les  droites  isotropes  issues  de  O 
ne  la  couperont  qu'au  point  O. 

Or  la  réciproque  d'une  épicycloïde  par  rapport  au 
cercle  fixe  a  pour  équation,  en  coordonnées  polaires, 

(3)  -  =  A-  cos fi, 


(  1-) 

H  dé.signânl  le  rapport  du  rayon  du  cercle  mobile  h  celui 
du  cercle  lixe^  de  plus  n  est  positif  pour  répicycloïde 
et  négatif  pour  riiypocycloïde. 

Halphen  a  étudié  d'une  manière  complèle  les  points 
multiples  des  courbes  (3),  dont  il  écrit  Téquatioii 

(4)  i  =  A-cosi'o, 

r  q 

p  cl  q  étant  positifs  et  premiers  entre  eux.  Il  résulte  de 
ses  belles  recherches  que  les  courbes  précédentes  n'ont 
un  point  singulier  à  rorigine^  O,  que  si  ^est  plus  grand 
c|ue  ff'y  en  ce  cas,  la  courbe  présente  en  O  deux  cycles, 
dont  les  tangentes  sont  respectivement  les  droites  iso- 
tropes; Tordre  de  ces  cycles  est  />  — ^  ou  ~ ~y  selon 

i\\xe  p  el  q  ne  sont  pas  ou  sont  tous  deux  impairs;  la 
classe  des  cycles  est  iq  ou  q.  D'ailleurs  le  degré  de  la 
courbe  est  ip  ou  p.  L'une  des  droites  isotropes  issues 
de  O  a  en  ce  point  avec  la  courbe  un  nombre  d'inter- 
sections égal  à  la  somme  de  Tordre  cl  de  la  classe  du 
cycle  correspondant,  et  de  Tordre  de  Taulre  cycle,  c'est- 
à-dire  égal  à  2/;  ou  à  /',  ou,  si  Ton  veut,  égal  dans  tous 
les  cas  au  degré  de  la  courbe.  Elle  ne  coupe  donc  la 
courbe  qu'au  point  O. 

11  résulte  de  là  qu'une  épicycloïde  ou  hypocycloïde 
algébrique  aura  tousses  foyers  à  l'infini  si  sa  réciproque 
a  une  équation  de  la  forme  (/{),  /;  et  q  étant  positifs. 


r      • 


et  p  étant  supérieur  a  q. 

Soit  alors  n=  ~i  )v  et  [jl  étant  premiers  entre  eux,  on 

r* 

aura 

q  OLtl  -^  y  "  '2  À  -h  JJL 


-  ï 


si  fx  et  X  sont  positifs,  c'est-à-dire  si  la  courbe  est  une 
épicycloïde,  p  sera  toujours  inférieur  à  q. 
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Si  la  courbe  est  une  liypocycloïde,  on  devra  supposer 
X  négatif,  et  l'on  aura,  si  X  =  —  X', 

q  ^  —  '^  ^- 

Il  faut,  pour  que  p  soit  supérieur  à  q^  (|ue  [jl  soit,  en  va- 
leur absolue,  supérieur  à  p.  —  aX',  c'est-à-dire  que  X' 
soit  plus  petit  que  |jl;  n  est  alors,  en  valeur  absolue,  in- 
férieur à  I .  Donc  : 

Les  hypocjcloïdes  algébriques  obtenues  en  faisant 
rouler  un  cercle  à  V inférieur  (Vun  cercle  plus  grand 
ont  tous  leurs  foyers  à  V  infini; 

et,  par  suite, 

L'orientation  du  système  des  tangentes  menées  d'un 
point  du  plan  à  l'une  de  ces  courbes  est  indépendante 
de  la  position  du  point. 

Les  autres  courbes  de  la  famille  des  épicycloïdes  ou 
bypocycloïdes  algébriques  ne  possèdent  pas  la  niôuie 
propriété. 

III.  —  Application  a  l'hypocycloide 
A  trois  rebroussements. 

8.  Lapins  simple  des  hypooycloïdes  qu'on  vient  de 
rencontrer  est,  après  la  droite  qui  correspond  au  cas  de 

/2  =  —  -,  riiypocycloïde  à  trois  rebroussements  qui  cor- 

respond  à  celui  de  «  =  —  z\    le  théorème  précédent 

donne  une  propriété  des  tangentes  à  cette  courbe  qui 
parait  nouvelle,  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Lorietitation  du  système  des  trois  tangentes  menées 
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(Tun  point  t/uelconque  à  une  hypocvcloïde  à  trois  re- 
broussements  est  la  mênie  que  celle  des  trois  axes  de 
symétrie  de  la  courbe. 

Ce  théorème  permet,  lorsqu'on  connaît  deux  tan- 
gentes de  rhypocycloïde,  de  construire  immédiatement 
et  sans  ambiguïté  la  troisième  tangente  qt£on  peut  me- 
ner par  le  point  d'intersection  des  deux  premières.  On 
peut  le  regarder  comme  riiiterprétation  géométrique, 
dans  le  cas  de  Thypocycloïde,  de  la  propriété  analyti(|ue 
fondamentale  des  courbes  de  troisième  classe,  propriété 
bien  connue  qu'on  peut  énoncer  ainsi  :  il  est  ponsible  de 
faire  correspondre  n  chaque  tangente  d'une  courbe  de 
troisième  classe  un  argument,  de  telle  sorte  que  les 
arguments  des  trois  tangentes  issues  d'un  point  quel- 
conque aient  une  somme  constante.  En  général,  on  ne 
connaît  pas  la  signification  géométrique  de  ces  argu- 
ments, qui  s*introduisent  par  la  considération  des  fonc- 
tions elliptiques;  dans  le  cas  de  rhypocycloïde,  on  voit 
que  cette  signification  est  très  simple,  l'argument  étant 
Taugle  que  fait  la  tangente  avec  un  des  axes  de  symétrie 
de  la  courbe. 

Il  importe,  pour  ce  qui  va  suivre,  de  préciser  cette 
notion  :  soit  f  une  tangente  de  riiypocycloïde;  si  par 
un  point  iixe  O  nous  menons  une  parallèle  à  t  et  une 
parallèbï  Ox  à  l'un  des  axes  de  la  courbe,  choisi  une 
fois  pour  toutes,  nous  désignerons  par  a  l'angle  que 
font  ces  deux  droites,  eu  le  comptant  à  partir  de  Ojr, 
dans  le  sens  trigononiétrique.  Cet  angle  n'est  défini 
qu\î  un  multiple  près  de  tc,  ce  (|ui  n'a  aucun  inconvé- 
nient, puisque  les  orientations  sont  définies  dans  les 
mêmes  conditions. 

9.  Cela  posé,  on  déduit  aisément  du  ihéorcnie  fon- 
damental les  conséquences  suivantes. 


(    00    ) 

Soit  t  une  tangente  en  un  point  A  de  l  hypocy- 
cloïf/e  :  les  bissectrices  de  /'  angle  des  deux  tangentes 
autres  que  A,  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  par  un 
point  de  cette  droite,  sont  pamllèles  à  tleux  directions 
fixes. 

OîS  direcl^ons  sont  celles  des  tangentes  aux  points 
B  clC,  où  la  tangente  t  rencontre  de  nouveau  Tliypocy- 
cloïde. 

On  voit  ainsi  qu*une  tangente  à  la  courbe  la  ren- 
contre de  nouveau  en  deux  points  où  les  tangentes 
sont  perpendiculaires  Tune  à  Tautre  :  proposition  bien 
connue,  qui  serl  de  base  au  beau  Mémoire  de  M.  Crc- 
inona  sur  l'iiypocycloïde. 

Par  deux  points  quelconques  d'une  tangente  t  à 
r hj pocycloïde  menons  à  la  courbe  les  quatre  tan- 
gentes autres  que  t  :  ces  quatre  droites  forment  un 
quadrilatère  inscriptihle  dans  un  cercle. 

Réciproquement^  si  le  quadrilatère  complet  formé 
par  quatre  tangentes  de  l'hypocycloïde  a  quatre  de 
ses  sommets  sur  un  cercle,  la  droite  qui  joint  les  deux 
autres  sommets  est  une  tangente  de  la  courbe. 

Dans  tout  triangle  isoscèle  circonscrit  à  une  hypo- 
cycloïde,  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  point  de 
contact  de  la  base  est  une  tangente  de  la  courbe. 

Par  chaque  sommet  d* un  triangle  circonscrit  à  une 
hypocycloïde  passe  une  nouvelle  tangente,  distincte 
des  côtés  du  triangle  :  les  trois  droites  ainsi  définies 
forment  un  nouveau  triant^  le  semblable  au  premier  i^). 


(  '  )  Ce  dernier  ihéorcme  a  été  donne  par  M.  S.  Kanlor  {Bulletin  des 
Sciences  tnathéniatiques,  2' série,  t.  III,  p.  i3^);  je  n'avais  pas  con- 
naissance du  rcniarquabic  travail  de  M.  Kanlor  lors  de  la  première 
publication  de  ce  Mémoire;  je  m'empresse  de  reconnailrc  ici  ses 
droits  de  priorité. 


(  5.  ) 

10.  Le  dernier  tliéorème  mérite  (l*clrc  étudié  avec 
quelques  détails;  il  donne  lieu  à  des  conséquences  inté- 
ressantes. 

D'un  triangle  ABC  circonscrit  a  Thypocjcloïde,  on 
déduit,  en  menant  les  tangentes,  distinctes  des  côtés, 
qui  passent  par  les  trois  sommets  un  nouveau  triangle 
A|  B|C|  semblable  au  premier;  en  appliquant  la  même 
construction  à  Â|  B|  C|,  on  obtient  un  troisième  triangle 
semblable  aux  deux  premiers,  et  ainsi  de  suite.  Cette 
série  de  triangles  est-elle  illimitée  P  Relombe-t-ou  né- 
cessairement sur  un  des  triangles  déjii  trouvés,  ou  l'un 
des  triangles  finit- il  par  se  réduire  à  un  point?  Ce  sont 
là  des  questions  auxquelles  il  est  facile  de  répondre  par 
Tapplicalion  du  théorème  fondamental. 

Désignons  par  a,  p,  y  les  angles  que  font  avec  un  des 
axes  de  symétrie  de  la  courbe  les  côtés  du  triangle  ABC  ; 
soit  Yi  Taugle  que  fait  avec  ce  même  axe  la  troisième 
tangente  issue  du  point  C  On  a,  d'après  le  théorème 
fondamental, 

d'où 

ïi     =  Y  —  (a  -H  ?  -H  7  )  (  mod  it). 

Par  suite,  les  angles  Si,  ^i,  yi,  que  font  avec  Taxe 
considéré  les  trois  côtés  du  triangle  A|  B|  Ci,  sont 

ai     :a — (  a -f-p -+-•;)  (mocir), 

;i,     .p^(a-+-?-f-Y), 
Yi   ^^—{^-h?-h'(). 

Ce  sont  ces  relations  qui  montrent  la  similitude  des 
triangles  ABC  et  A|  B,  C|,  puisque  Ton  en  tire  évidem- 
ment 

a,—  3,  =  a  — ?,         2i  — Yi  =^  — Ti         ?i— ïi  ^  ?  —  ï- 

Kien  nVst  plus  aisé  que  de  déterminer  le  rapport  de 
similitude. 
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Remarquons,  en  eilet,  que  ]es  côtés  homologues  des 
deux  triangles  se  coupent  sous  des  angles  égaux  à 
(a-f-  P-Hy);  or,  d'après  un  tliéorènie  connu  de  Géo- 
métrie élémentaire,  si^  par  les  sommets  d'un  triangle, 
on  mène  des  droites  faisant  avec  les  cotés  oppos'^s, 
dans  un  même  sens  de  rotation,  des  angles  égaux  co, 
ces  droites  forment  un  nouveau  triangle  semblable  au 
premier,  avec  un  rapport  de  similitude  égal  à  acosd). 

Les  triangles  Â|  B4C1  et  ABC  sont  donc  semblabl(*s 
avec  un  rapport  de  similitude  égal  à  2cos(aH-  P  -hY)' 

11.  De  là  se  déduisent  de  suite  quelques  résultats 
simples. 

En  premier  lieu, si  a  4-  p4-y  ^^±:  tt»  cos(a4-^4-Y) 

est  égal  à^,  et  les  triangles  ARC,  Af  Bid  sont  égaux. 
On  a  d'ailleurs 

«1  -f-  pi  4- Yi^  — ^(a-H  P-+-Y)  "^=*=^  T        (modic), 

et  le  triangle  A2B2C2  déduit  de  A|BtC{  sera  égal  aux 
deux  précédents.  On  a  pour  ce  triangle 

it  air  /       1    \ 

aj=aizp  ~  ~acj^-^  (mod-), 


De  même  pour  le  triangle  A^BsCa  déduit  de  A2B2C2, 

on  aura 

aj  =  at  —  (a,  4-  P,  -h  Yi)  =  a        (mod  tt). 


Le  triangle  A3B3C8  coïncide  donc  avec  ABC,  puisqu'on 
ne  peut  mener  à  riiypocycloïde  qu'une  seule  tangente 
parallèle  à  une  droite  donnée. 

Pour    simpliiier,  appelons  premier  triangle  dérivé^ 
ou,   plus  simpl(Mnriit,  triangle  drrisu*  d'un   Iriangle  T, 
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circonscrit  h  l'hypocycloïde,  le  triangle  T|  formé  par 
les  tangentes  menées  à  la  courbe  des  sommets  de  T,  et 
distinctes  des  côtés  de  T;  appelons  second  triangle  dé- 
rivé de  T  le  premier  triangle  dérivé  de  T|,  et  ainsi  de 
suite.  On  a  en  premier  lieu  la  proposition  générale  : 

'fous  les  triangles  dérives  d\tn  rnênte  triangle  lui 
son  t  scni  b  la  hles . 


La  propriété  démontrée  dans  le  cas  où  a  -^  ^  -h  y  = 


TT 


t  * 


S  énonce  ainsi  : 


«Si  les  côtés  d'un  triangle  T,  circonscrit  à  Vhjpocy- 
cloïde,  font  as^ec  un  des  axes  de  symétrie  de  la  courbe 

des  angles  dont  la  somme  est  di  •="  >  à  un  multiple  près 

de  ir,  les  deux  premiers  triangles  dérivés  de  T  sont 
égaux  à  ce  triangle^  et  le  troisième  coïncide  avec  T. 

En    second  lieu,    si  a  H- ^ -+- y  =  "'    '^*  rapport   de 

similitude  est  nul  ;  le  triangle  A|  R|  Ci  se  réduit  donc  à 
un  point.  De  plus,  on  a 

%^^  CL  ~     -  (modî:), 

ce  qui  montre  que  les  côtés  de  A  i  B|  Ci  sont  perpendi- 
culaires à  ceux  de  ABC.  Donc  : 

Si  les  côtés  d'un  triangle  circonscrit  à  l'hypocj- 
cloîde  Jont  avec  un  des  axes  de  symétrie  de  la  courbe 

des  angles  dont  la  somme  est  -'  »  à  un  multiple  près 

de  Tz^  les  hauteurs  de  ce  triangle  sont  des  tangentes  de 
V hvpocycloïde ,  et  le  triangle  dérivé  se  réduit  par 
suite  à  un  point. 
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l!2.    Kupreiiotis  maiiilcnaiit  les  relations 

«i -=  a  —  (at  H- 3 -f- V)  (niodi:), 

cnlrc  les  angles  qui  correspondent  à  un  triangle  ABC 
et  au  triangle  dérivé  A*  B|  Ct .  On  a,  de  même,  en  passant 
au  dérivé  de  Ai  B,  Cj, 

«j  =  aj  —  (ai  -h  pi  -f-  Yi  )  =  a  H-  (a  -H  P  H-  y)        (naod  tz  ) 

En  général,  pour  le  /i»*"»^*  triangle  dérivé  de  ABC,  on 
aura  des  expressions  de  la  forme 

a»  s  a  H-  h,i  (a  -+-  p  -H  y)i 

p„  s  p  -f-A„(a-H  P-+- y)  (modir), 

r/i  =  Y-H/<i,(a-hP-+-Y)- 
Pour  le  (n  -\-  i)'*'"®  triangle,  il  viendra 

oLa-hi  ^  a«  —  (ûErt-f-  prt  H-  Y«)  ^  a  —  ['^^/i  -H  i]  («-+-  p  -+-  Y)' 
.....•........•.....••<••. 

d*où,  la  loi  de  récurrence, 

/'/i4-i-»-aA«  -hi  =  o, 

On  en  tire,  puisque  h^  =  —  i , 

hn  = ^ » 

et,  par  suite,  les  angles  a,,,  p^,  y,/  que  font  avec  l'axe 
les  côtés  du  /z'*'"*  triangle  dérivé  de  ABC  sont  donnés, 
en  fonction  des  angles  analogues  a,  p,  y  qui  correspon- 
dent à  ce  triangle,  par  les  formules 

a;i  =  a  H -^ (a  -+-  p  -h  -). 

p„  =  p-h^n^Çr:J(a4-p^-Y), 

( -2)" —  [ 

Y«  =  Y  + '3 (a  -^  P  4-  r^  ). 


(   :>=■')  ) 
Observons    ciilin    ([ue    le    rapport  de    simililudt*   des 

trîaugles 

•^«B/i^/i     et     Art— i  B/i  _|  G/i_i 

esterai,  d'après  uii  résultat  rappelé  plus  haut,  à 

2COS  -     -  ^  -  -    -      (a -h  3 -h  y), 

c*esl-à-tlîre  à 

•icos ?.«-»( a  -+-  3  H- y). 

13.  Ces  ibniiules  permettent  de  répondre  aux  ques- 
tions c|ue  Ton  s'était  posées. 

D'abord,  dans  quels  cas  la  suite  des  triangles  dérivés 
Tun  de  Tautre  se.termiucra-t-elle  à  un  point? 

Pour  que  le  triangle  Â/|B/,C/|  se  réduise  à  un  point, 
il  faut  que  le  rapport  de  similitude  de  ce  triangle  avec 
le  triangle  An^\  B/,_jC/i_i  soit  nul,  c'est-à-dire  que 

a«-*(a -r- 3  4- y)^^  /         (modit), 

OU 

o  U  A  -h  I 

On  aurait  pu  arriver  de  suite  à  ce  résultat  eu  écrivant 
que  oin  -+-  P/*-f-  Y/i  est  nul  à  un  multiple  près  de  tc. 

De  là  ce  théorème,  qui  est  la  généralisation  d'un  ré- 
sultat donné  plus  haut  : 

Si  les  côtés  d'un  triangle  circonscrit  à  Vivypocycloïde 
font   avec  un  des  axes  de  symétrie  de  la  courbe  des 

aFtsrles  dont  la  somme  est  de  la  forme  — '— —  iz.  la  série 

des  triangles  dérivés  du  premier  se  terminera  à  un 
point,  au  bout  de  n  constructions. 

Ce    point  sera  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
in  —  jy«n»c  triangle  dérivé  du  triangle  primitif. 
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Cherchons  maintenant  dans  quels  cas  on  retombera, 
après  un  certain  nombre  de  constructions  sur  le  triangle 
primitif. 

I]  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

«/•-=a,         P/i=?,         ï«=ï         (modir), 
c'est-à-dire 

Si  n  est  le  plus  petit  nombre  pour  le(|uel  une  relation 
de  cette  forme  ait  lieu,  le  /i»**"®  triangle  dérivé  du  triangle 
primitif  coïncidera  avec  ce  triangle,  et  si  l'on  continue 
les  constructions,  on  retrouve  tous  les  triangles  déjà 
formés. 

Mais  ici  se  présente  une  particularité  curieuse  :  c'est 
qu'en  construisant  les  triangles  successifs  a  partir  du 
premier,  il  peut  arriver  que  l'un  d'eux  coïncide  avec 
Tun  des  précédents  sans  que  Ton  ait  retrouvé  de  nou- 
veau le  premier  triangle. 

En  eifet,  le  /;»''"®  et  le  ^y**™^  triangle  dérivé  (y  >/^) 
coïncideront  si  Ton  a 

(a4-p_l-v)= (a-^p-f.Y)-»-A'i:» 

c'est-à-dire 

(  -  2)P(a-^p-4-Y)[(  -  '>.)<!-P-  il=3A'7: 
ou 

.      _    _      _L^' 

Si  cette  condition  est  remplie,  k  étant  premier  à  2,  le 
^iùmc  triangle  dérivé  coïncidera  avec  le  p^'^^^y  et,  en 
continuant  les  constructions,  on  retrouvera  indétlni- 
ment  les  triangles  dérivés  dont  Tordre  est  compris  entre 
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p  el  q  —  I ,  sans  retomber  jamais  sur  le  triangle  primi- 
lîf  el  les/>  —  I  premiers  triangles  dérivés.  Ainsi  : 

Si  les  cafés  d  *un  triangle  circonscrit  à  l^hypocycloïde 
font  avec  un  des  axes  de  symétrie  de  la  courbe  des 

ansles  dont  la  somme  est  de  la  forme  — t- ^  ir, 

O  J  .^//Jj  _._j)^-/i  „.|J      f 

le  ^«^'»**  triangle  déris^é  de  ce  triangle  coïncidera  avec 
le  //*«*. 

14.  Il  est  aisé  d'expliquer  a  priori  pourquoi,  dans  le 
cas  qui  nous  occupe,  le  triangle  primitif  ne  se  reproduit 
pas  nécessairement  :  cela  tient  à  ce  que  la  suite  des 
triangles  dérivés  n*est  pas  réversible  sans  ambiguïté, 
ou,  en  termes  plus  précis,  à  cequ*un  même  triangle  cir- 
conscrit à  riiypocycluïde  peut  être  considéré  comme  le 
dérivé  de  deux  autres  triangles  circonscrits,  et  non  pas 
d'un  seul. 

Reprenons,  en  effet,  les  relations 

On  en  tire 

I  ,  û  .       l-^  m  —  k 

«  =  «1  —  -(«|H-PlH"Ti)^ ^ ^1 

P  =  Pi--  -(aiH-Pi-+-ïi)-' "ïï, 

I  /          o            V      k-^l  —  m 
Y  =  Yi-  ~(ai-t-p,-+-Yi)H i"     '^' 

Les  nombres  l-hm  —  /r,  Ar-f-w  —  /,    /r-h/  —  m  sont 
de  même  parité;  on  aura  donc,  pour  a,  p,  y,  à  des  mul- 
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lîples  de  t:  près,  les  deux  systèmes  de  valeurs 

"Y=Yi— -(«!-+- Pt-^-fi),         ï  =  Ti—  -(»i +31  +  ^1)-+-  -  • 

De  là  ce  ihéorème  : 

Dans  tout  triangle  circonscrit  à  une  hypocycloïde, 
on  peut  inscrire  deux  autres  triangles  circonscrits  à  In 
courbe  :  ces  deux  triangles  sont  semblables  au  premier 
et  semblables  entre  eux;  leurs  côtés  homologues  sont 
rectangulaires  (  *  ). 

15.  On  pourrait  pousser  plus  loin  ces  recherches,  en 
étudiant  Tenseuible  des  triangles  circonscrits  qui  ad- 
mettent pour  triangle  dérivé  d'un  ordre  donné  un  même 
triangle  circonscrit,  et  Ton  arriverait  ainsi  a  des  résul- 
tats assez  curieux  que  nous  n^énoncerons  pas,  aGn  de  ne 
pas  fatiguer  l'attention  du  lecteur;  nous  nous  contente- 
rons de  signaler  une  proposition  de  nature  différente 
qui  se  déduit  aisément  du  théorème  fondamental  : 

Soient  A,  B,  C  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  Vhypocycloïde  par  un  point  M\sur  les  direc- 
tions MA,  MB,  MC  portons,  à  partir  de  M,  de^  lon- 
gueurs Ma,  Mi,  Me,  respectii/ement  égales  aux  in- 
iferses  des  segments  MA,  MB,  MC  :  le  point  M  est  le 
centre  de  gravité  du  triangle  abc  (2). 


(*)  Ce  théorème  appartient  à  M.  Kantor. 

(■)  La  démonstration  de  ce  théorème  est  analogue  à  celle  qui  est 
développée  plus  bas,  aux  n*"  17,  18  :  on  prouve  ainsi  que  le  centre 
harmonique  de  A,  B,  C  par  rapport  à  M  coïncide  avec  M,  ce  qui  est 
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Sans  insister  sur  les  conséquences  que  ]'on  pourrait 
déduire  de  cette  proposition  pour  la  théorie  de  Thypo- 
cycloule  à  trois  rebrousse inenls,  nous  reviendrons  au 
théorème  démontré  plus  haut,  relativement  au  Heu  des 
foyers  d'un  faisceau  taugentiel  de  courbes  planes,  et 
nous  montrerons  qu'il  met  en  évidence  une  classe  inté- 
ressante de  courbes  étudiées  déjà  à  un  autre  point  de 
vue  par  divers  géomètres,  et  en  particulier  par  M.  Dar- 
boux. 

IV.  —  Lieu  des  foyers  d'un  faisceau  tangentiel 

DE    courbes    PLANES. 

16.  Nous  avons  démontré  plus  haut  que  : 

Le  lieu  des  foyers  des  courbes  d'un  faisceau  tangen- 
ticl  déterminé  par  deux  courbes  A  et  B,  de  classe  /t,  est 
une  courbe  F,  telle  que  si  Ton  joint  un  de  ses  points  aux 
n  foyers  réels  de  A  et  aux  n  foyers  réels  de  B,  les  deux 
systèmes  de  droites  ainsi  obtenus  aient  même  orienta- 
tion . 

Ce  résultat  peut  être  présenté  sous  une  autre  Torme. 
Groupons  deux  h  deux,  d'une  manière  quelconque,  un 
foyer  a^  de  la  courbe  A  et  un  foyer  bjt  de  la  courbe  B; 
il  est  clair  que  le  lieu  F  est  celui  des  points  tels  que,  de 
l'un  quelconque  d'entre  eux,  les  n  segments  a^bk  soient 
vus  sous  des  angles  ayant  une  somme  algébrique  égale  à 
un  multiple  de  i:,  et  Ton  retrouve  ainsi  les  courbes  re- 
marquables de  M.  Darboux. 

Ces  courbes  comprennent,  comme  cas  particuliers, 


precisément  notre  proposition.  D'une  manière  plus  générale,  on  éta- 
blît de  même  que  :  si  l'on  mène  par  un  point  M  les  tangentes  à 
une  courbe  ayant  tous  ses  foyers  à  l'infini^  le  centre  harmonique 
des  points  de  contact  par  rapport  à  M  coïncide  avec  ce  point. 
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les  courbes  telli»s  que  l'on  voie,  de  chacun  de  leurs 
points,  n  segments  lixes  sous  des  angles  dont  la  somme 
algébrique  est  égale  à  une  constante  quelconque  :  il  suf- 
fit, en  effet,  de  supposer  que  chacune  des  courbes  A 
et  B  a  un  foyer  à  Tin  fini,  c'est-à-dire  que  ces  courbes 
touchent  toutes  deux  la  droite  de  Tinfini;  un  des  seg- 
ments aj^bft  est  alors  à  Tin  fini,  et  il  est  vu  de  tout  point 
du  plan  sous  un  angle  constant  Q.  La  somme  des  angles 
sous  lesquels  les  autres  segments  à  distance  finie  sont 
vus  d'un  point  quelconque  du  lieu  F  est  donc  constante, 
et  égale  à  — 0,  à  un  multiple  près  de  7t. 

De  la  définition  même  du  lieu  F  résulte  immédiate- 
ment une  belle  proposition,  donnée  par  M.  Darboux  : 

Si  une  courbe  est  telle  que,  de  chacun  de  ses  points, 
plusieurs  segments  soient  vus  sous  des  angles  dont  la 
somme  est  un  multiple  de  -n,  elle  conserve  la  même  pro- 
priété  avec  une  infinité  d'autres  segments  ayant  tous 
leurs  extrémités  sur  la  courbe. 

Ces  segments  s^obtiennent  en  joignant  deux  k  deux, 
d'une  manière  quelconque,  les  foyers  de  deux  courbes 
quelconques  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par  les 
courbes  A  et  B  qui  ont  servi  à  la  définition  primitive  du 
lieu. 

Si  A  et  B  touchent  la  droite  de  Tinfini,  il  résulte  de 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut  que  la  proposition  précédente 
doit  être  modifiée  ainsi  : 

Si  une  courbe  est  telle  que,  de  chacun  de  ses  points, 
plusieurs  segments  soient  vus  sous  des  angles  dont  la 
somme  est  constante,  elle  conservée  la  même  propriété 
avec  une  infinité  d'autres  segments,  mais  la  valeur  de 
la  somme  constante  varie  quand  on  passe  d'un  système 
de  segments  à  l'autre. 
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La  définition  du  lieu  F  ne  dépend  que  de  la  position 
des  foyers  des  courbes  A  et  B;  on  peut,  en  particulier, 
supposer  que  chacune  de  ces  courbes  se  réduise  à  ses 
n  foyers  réels,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

«Si  une  courbe  est  telle  qu'en  joignant  un  quelconque 
de  ses  points  à  deux  séries  de  n  pôles  fixes  y  à  distance 
finie  ou  infinie,  on  obtienne  deux  systèmes  de  même 
orientation,  cette  courbe  est  le  lieu  des  foyers  des 
courbes  de  classe  n  qui  touchent  les  «*  droites  joignant 
les  pôles  de  V une  des  séries  aux  pôles  de  l' autre  série. 

17.  L'ensemble  des  n  foyers  réels  d*une  courbe  ap- 
partenant à  un  faisceau  tarigentiel  donné  jouit  de 
quelques  propriétés  simples,  qui  dérivent  aisément  des 
principes  précédents. 

Soient,  en  effet,  A|,  A2,  .  . . ,  A/i  les  n  foyers  réels  de 
la  courbe  A;  B|,  ...,  \^n  ceux  de  la  courbe  B^  M  le 
foyer  d*une  courbe  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par 
AetB-,  M'  le  point  infiniment  voisin  de  ^l  sur  le  lieu  F. 


Mtfnons  par  M  un  axe  quelconque  MX^  désignons 
par  w  Tangle  M'MX,  par  a^  l'angle  A^IMX;  par  ^^ 
Tuagle  BaiMX.  On  a,  d'après  la  propriété  fondamentale 
du  lieu  F, 

el,  en  passant  de  M  à  ISF, 

d%i  ■+-  r/aj  -h- . . .  =  d^\  H-  d'^t  H-. . . . 
Ànn.  de  Matiusmat.,  3"  série,  l.  XII.  (F^^vrier  «893.)  5 
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Or  doLfi  est  l'angle  M'A^M,  et  Ton  a,  dans  le  triangle 
M'AaM, 


Par  suite. 


.  MM'    .   , 


(^\  V  sin(to  —  dk)  _  V^  sin(h)  — px) 

^^^  Zà        MXk         "  ^        MBx- 

18.  Ce  résultat  est  susceptible  d'une  interprétation 
géométrique  élégante,  si  Ton  introduit  une  notion  due 
à  Laguerre. 

Cette  notion  est  celle  du  centre  haimonique  d^iin  sys- 
tème de  points  par  rapport  à  un  point. 

Étant  donnés,  dans  un  plan,  un  point  M  et  un  groupe 
de  n  points,  A|,  ...,  A/<,  portons  sur  chaque  droite 
MA^,  a  partir  de  M,  une  longueur  égaie  à  Tinverse  de 
MA;t  :  composons  ces  longueurs  comme  des  forces  ;  sur 
la  direction  de  leur  résultante,  portons,  à  partir  de  M, 
une  longueur  égale  à  l'inverse  de  la  ai**"*  partie  de  cette 
résultante;  rextrémîté,  a,  du  segment  obtenu  sera  dit 
le  centre  harmonique  des  points  A|,  •  . .,  A«  relative- 
ment au  point  M. 

D'après  cette  déGnition,  si  Ton  imagine  par  M  deux 
axes  rectangulaires  MX  et  MY,  et  si  a^  est  Tangle  de 
MA/t  avec  MX,  les  coordonnées  du  centre  harmonique  a 
seront 

Y  =  n       '- 


• 

X 

claiit  posé 

ç  = 

'2à  MAa-  ' 

Oii 

peut  aussi 

écrire 

t  - 

X 

-   r% . —  . 

5' -1-1» 


On  aura  des  formules  analogues   pour  les  coordonnées 
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du  centre  harmonique,  b^  des  poiiils  B|,  . . .,  B^i,  par 
rapport  à  M, 

V' n     7  V  n  ^ 


étaut  posé 


Or  ]a  relation  (5)  donne 

;  sincu  —  r^  cosw  =  {'  sinco  —  tj'coso). 

Remplaçons  dans  cette  équation  Ç  et  r^,  ^  et  t;'  par  leurs 
valeurs  en  X  et  Y,  X'  et  Y',  il  vient 

Xsino)  —  Ycosu)  __  X'sinw  —  Y'cosw 

X«-f-Y«  ~  X'«H- Y'« 

En  d'autres  termes,  un  même  cercle 

37t_f_^î_4_  X(ir  sino)  — y  cosw)=  o 

passe  par  a  el  b  \  ce  cercle  est  d'ailleurs  tangent  en  M 
à  la  direction  MlVF,  c'est-à-dire  à  la  courbe  F.  Donc,  les 
centres  harmoniques  des  points  A| ,  . . . ,  Â/i  et  6| ,  •  •  • , 
B/z  par  rapport  à  un  même  point  M  du  lieu  F,  sont  sur 
un  cercle  tangent  à  F  au  point  M,  et,  comme  on  peut 
remplacer  les  points  A|,  . . . ,  A/i,  ou  B|,  .  • . ,  B»  par  les 
n  foyers  réels  d^une(|uelconque  des  courbes  du  faisceau 
tangentiel  déterminé  par  les  courbes  A  et  B,  on  a  ce 
résultat  : 

Soit  F  le  lieu  des  foyers  des  courbes  de  classe  n  ap- 
partenant à  un.  faisceau  tangentiel  donné  :  le  centre 
harmonique  des  n  foyers  réels  de  l'une  quelconque  de 
ces  courbes  par  rapport  à  un  point  fixe,  choisi  arbi- 
trairement sur  F,  reste  sur  un  cercle,  tangent  en  ce 
point  à  la  courbe  F. 
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19.   Un  cas  particulier  remarquable  est  celui  où  le 
point  M  est  un  point  double  de  la  courbe  F^  l'équation 

\  sinw  —  r^  cosw  =  \'  sinto  —  r^  coso) 

est  alors  vérifiée  pour  les  deux  valeurs  de  w  qui  corres- 
pondent aux  deux  brancbes  de  U  courbe  passant  en  M, 
et,  par  suite,  ou  a  nécessairement 

Donc  : 

Si  la  courbe  F  a  un  point  double,  le  centre  harmo- 
nique des  n  foyers  réels  d'une  quelconque  des  courbes 
du  faisceau  tangentiel  par  rapport  à  ce  point  est  un 
point  fixe. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  courbe  F  n'aura,  en  géné- 
ral, de  point  double  que  si  Tune  des  courbes  du  faisceau 
tangentiel  passe  par  I  et  J  :  le  point  double  sera  alors 
le  point  commun  aux  tangentes  menées  à  la  courbe  en  I 
et  J,  c'est-à-dire  le  fojer  singulier  de  cette  courbe. 

Un  autre  cas  intéressant  est  celui  où  M  est  à  l'infini 
et  ne  coïncide  pas  avec  un  des  points  cycliques  du  plan  ; 
il  est  aisé  de  voir  alors  que  le  centre  harmonique  d'un 
groupe  de  points  par  rapport  à  M  coïncide  avec  le  centre 
des  moyennes  distances  de  ces  points;  or  on  prouve  fa- 
cilement que,  si  aucune  des  courbes  A  et  B  n'a  de  foyer 
à  l'infini,  la  courbe  F  a  une  asymptote  réelle,  et,  par 
suite,  il  résulte  du  théorème  démontré  plus  haut  que 
le  centre  des  moyennes  distances  des  n  foyers  réels  d'une 
courbe  variable,  appartenant  a  un  faisceau  tangentiel 
déterminé,  décrit  une  droite. 

L'application  de  ces  théorèmes  généraux  au  cas  d'un 
faisceau  tangentiel  de  coniques  présente  quelque  in- 
térêt. [A  suix^re,) 
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THÉORÈMES   DE  MÉGANIQUE; 

Par  m.  E.  CARVALLO, 

Examinateur  d'admission  i  l'École  Polytechnique. 


i.  Le  succès  d'uu  tout  petit  article,  que  j'ai  publié 
dans  ce  Recueil  (  *  )  Sur  une  généralisation  du  théorème 
des  projections,  m'encourage  à  indiquer  quelques  autres 
théorèmes,  dont  la  nature  semble  a  priori  très  di fie- 
rente,  mais  qui  out  réellement,  entre  eux  et  avec  celui 
que  je  rappelle,  une  parenté  très  étroite.  Ils  peuvent 
être,  comme  lui,  représentés  symboliquement  par  la 
règle  de  multiplication  des  polynômes  algébriques. 
Qaelques-uus  d'entre  eux  prennent  aujourd'hui  de 
Timportance  par  le  fait  de  l'introduction  de  la  Méca- 
nique dans  le  programme  d'admission  à  TÉcole  Poly- 
technique. 

2.  Théorème  I.  —  Soient  un  système  de  l  points  A|, 
A2, . . .,  À/,  et  un  système  de  m  points  Bf ,  B^,  . . .,  B^- 
On  joint  un  point  A\  du  premier  système  à  un  point  B^i, 
du  second,  et  l'on  imagine  la  force  représentée  par  le 
segment  AxBji.  Si  l'on  considère  le  système  des  Im  forces 
obtenues  en  joignant  ainsi  chaque  point  du  premier 
système  à  chaque  point  du  second  y  ce  système  de  forces 
admet  une  résultante  unique,  représentée  par  Im  fois 
la  droite  qui  va  du  bary  centre  A  du  premier  système 
de  points  au  bar  y  centre  B  du  second. 

Ce  théorème  peut  être   représenté  syiiiboliquemeat 
(•)  3*  série,  t.  X,  aoiU  iSyi. 
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par  la  formule  d'Algèbre 

2[AxBp,]  =  [(Ai-hAt-h...-4-A/)(B,-4-B,-h...-hB«,)] 
==  /m[AB]. 

C'est  la  même  qui  nous  a  servi  h  représenter  le  théo- 
rème des  projections  rappelé  au  début.  Seule  la  signi- 
fication des  symboles  est  changée;  [AB]  représente  la 
force  qui  va  du  point  A  au  point  B;  (A|-|- A2-I-.  •  .-H  A/), 
par  exemple,  représente  le  barycentre  A  avec  la  masse  / 
(ou  tout  autre  système  de  points  ayant  même  barycentre 
et  même  masse  totale).  Le  signe  =  signifie  que  les  deux 
systèmes  de  forces,  représentés  par  les  deux  membres 
et  supposés  appliqués  k  un  corps  solide,  sont  équiva- 
lents. 

3.  Le  théorème  peut  être  généralisé  en  appliquant 
un  poids  à  chaque  point.  Le  lecteur  devinera  la  généra- 
lisation sur  la  formule.  Une  règle  bien  connue  résulte 
du  théorème  général,  dans  le  cas  où  l'un  des  systèmes 
de  points  se  réduit  à  un  seul  point  donné  B. 

Le  théorème  de  Leibnitz  est  une  conséquence  de  cette 
règle.  On  l'obtient  en  faisant  coïncider  ce  point  unique 
donné  B  avec  le  barycentre  A  de  l'autre  système  de 
points  donnés.  Le  système  des  forces  obtenues  est  alors 
en  équilibre.  On  obtient  des  énoncés  spéciaux  intéres- 
sants, en  considérant  les  cas  singuliers  où  la  masse 
totale  de  l'un  des  systèmes,  ou  de  chacun  d'eux  à  la 
fois,  est  nulle.  Je  laisse  de  côté  ces  énoncés  et  aussi  les 
démonstrations,  car  mon  but  est  d'être  bref,  pour  ne 
pas  disperser  l'attention  du  lecteur,  mais  la  concentrer 
sur  le  point  fondamental  qui  est  le  rapprochement  des 
énoncés, 

-4.  Thlorème  II.  —  On  donne  un  système  de  points 
Al,  A 2,  . ..,  de  niasses  m^^  W2,  •••  et  un  système  de  vcc- 
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teurs I|,  Is,  ,...A  l'un  quclcotKjue  des  points  donnés  k\^ 
on  applique  une  force  re présentée  par  l'un  quelconque 
des  vecteurs  donnés  \^  multiplié  par  la  masse  m\  du 
point  A\.  Le  système  des  forces  ainsi  obtenues,  en  com- 
binant tous  les  points  donnés  avec  tous  les  vecteurs 
donnés,  a  une  résultante  unique.  Celle-ci  est  appliquée 
au  bary centre  A  des  points  donnés.  Elle  est  représen- 
tée par  la  résultante  I  dt^s  vecteurs  donnés  multipliée 
par  la  masse  totale  m  des  points  donnés. 

Ce  ihéorème  est  reprcseiilé,  comme  le  précédent,  par 
la  formule 

Sm^fAxIji]  =[(/»!  Ai-H  mtAs+  ...)  (li-h  Ij -+-...)]  =  /w[  AIJ. 

Lt*  lecteur  devinera  la  signification  des  symboles. 

d.  Dans  le  cas  particulier  où  Ton  donne  un  seul  vett- 
leur  1,  le  théorème  fournit  la  règle  bien  connue  pour  la 
composition  des  forces  parallèles.  Cette  règle  apparaît 
ici  comme  un  cas  limite  de  celle  qui  conduit  au  théo- 
rème (le  Leibuitz  (3).  Il  suffit  d'imaginer  que  le  point 
um'que  B  du  n"  3  s'éloigne  à  Tiniini  dans  la  direction  du 
vecteur  I. 

Si  l'on  suppose  que  non  seulement  les  points  de  Tun 
(les  systèmes,  mais  aussi  ceux  de  Tautre,  s'éloignent  à 
l^'iiOui,  on  obtient^  au  lieu  du  théorème  II,  le  sui- 
vant : 

6.  Théorème  III.   —    On   donne  deux  systèmes  de 

vecteurs  I|,  I29  ...  e£  J(,  J^^ On  prend  un  vecteur  \\ 

(lu  pr  entier  système  et  un  vecteur  J^  du  second,  puis  le 

couple  [IxJ(x]  y*  «  pour  moment  Vaire  du  parallélo- 

gramme  construit  sur  ces  deux  vecteurs,  et  dont  le  plan 

est  parallèle  à  celui  de  ce  parallélogramme.  Si  l'on 

considère  le  système  des  couples  ainsi  formés,  en  com^ 
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binant  tous  les  vecteurs  du  premier  système  av^ec  tous 
ceux  du  second,  ce  système  de  couples,  supposé  appliqué 
à  un  corps  solide,  peut  être  remplacé  par  le  couple  [IJ] 
obtenu  au  moyen  des  résultantes  I  et  J  des  deux  sys- 
tèmes de  vecteurs  donnés. 

\o\\h  un  théorème  qui,  par  sou  énoncé,  semble  bien 
éloigné  des  théorèmes  I  et  IL  II  n'en  est  cependant 
qu^un  cas  limite.  II  est  représenté,  comme  eux,  parla 
formule 

Inutile  d'insister  sur  la  signification  des  symboles,  ni 
sur  les  cas  spéciaux  qui  peuvent  se  présenter  dans  Tap- 
plication  des  théorèmes  II  et  III. 

7.  On  peut  former  de  la  même  manière  les  énoncés 
de  théorèmes  où  figurent  trois,  puis  quatre  sy^stèmes  de 
points  ou  vecteurs  donnés.  Je  citerai  seulement  les  der- 
niers de  ces  séries. 

Théorème  IV.  —  On  donne  un  système  de  l^  m^  n 
et  p  points  A4,  A2,  ...,  Â/^  B{ ,  62,  •..«  Rm  l  C4 ,  C^,  ... ^ 
C/f  ;  D| ,  D2,  . . . ,  Dp.  Si  l'on  considère  tous  /es  tétraèdres 
qu'on  peut  former  en  prenant  les  quatre  sommets  res- 
pectii^ement  dans  chacun  des  quatre  systèmes,  leur 
somme  algébrique  est  égale  au  tétraèdre  [ABCD],  qui 
a  pour  sommets  les  bary  centres  des  quatre  systèmes, 
multiplié  par  le  produit  Imnp. 

Théorème  V.  —  On  donne  trois  systèmes  de  vecteurs 
Ii,  I2,  . .  .;  J4,  J2,  . .  .;  K|,  Ko,  . .  ..  Si  l'on  considère 
tous  les  tétraèdres  qu'on  peut  construire  en  prenan 
pour  les  trois  arêtes  successii^es  du  sommet,  respective^ 
ment  trois  vecteurs  pris  dans  chacun  des  systèmes,  la 
fomnie  algébrique  de.  tous  ces  tétraèdres  est  égale  au 
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tétr£ièdre  [UK.]  formé  av^ec  les  résultantes  des  trois 
sj  sternes  de  vecteurs  donnés. 

Ces  théorèmes  sont  encore  représentés  par  la  règle 
de  multiplication  des  polynômes,  savoir 

^[AxB^CvDnT] 

=  [     (A|-h  Aj-h...-h  A/)  (B|  H-  Bj -h . . . -h  B,«) 
X  (C, -f-Cj-f-...H-G„)(D,-f-D,H-...-4-D^)] 
=  /m/iy^fABCD], 

Z[IxJj.Kv] 

=  [ri,-h  IjH-.  . .)  (J|H- Jj-H. . .)  (Ki-h  K,-h . . .)]  =  [IJK]. 

Je  n'insiste  pas  sur  la  signification  des  symboles.  On  la 
devine,  et  j'ai  hâte  de  revenir  à  des  théorèmes  connus, 
ce  qui  paraîtra  sans  doute  plus  intéressant. 

8.  Théorème  VI.  —  On  considère  deux  systèmes 
de  forces  p^^  p^j  ...  et  q^,  q^,  . . .,  appliqués  à  un  corps 
solide.  Si  Von  construit  tous  les  tétraèdres  possibles,  en 
prenant  pour  première  arête  une  force  du  premier  sys- 
tème et  pour  arête  opposée  une  force  du  second,  la 
somme  algébrique  de  ces  tétraèdres  est  constante, 
quel  que  soit  le  système  qu'on  choisisse  parmi  ceux  qui 
sont  équiv^alents  au  système  des  forces  p^  et  quel  que 
soit  le  système  qu'on  choisisse  parmi  ceux  qui  sont  équi- 
valents au  système  des  forces  q. 

Ce  théorème  est,  comme  tous  les  précédents,  repré- 
senté par  la  formule  de  multiplication  des  polynômes 
algébriques 

=  [(p\-^P't  -^-  •  •  •)  W\  -^  7i  -^  •  •  .)J  =  ^[p\  q'\i.]' 

Dans  celte  formule,  \^p\q\i\  représente  la  valeur  algé- 
brique du  tétraèdre,  dont  la  première  arête  est  p\  et 
dont  Taréte  opposée  est  </ji.;  (^i  -h/72  -h-..)  représente 
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non  pas  la  somme  des  valeurs  numériques  de  ces  forccS) 
mais  la  notion  géométrique  plus  complexe  de  l'ensemble 
de  ces  forces.  Le  lliéorème  montre  quç,.  comme  en  Al- 
gèbre, on  peut  remplacer  (^i  H- />2^-. .  .)  par  toute 
somme  égale,  ce  qui  signifie  ici  par  tout  système  de 
forces  équivalent  au  premier, 

9.  Le  théorème  de  Mobius  en  est  un  cas  particulier. 
Ou  l'obtient  en  prenant  le  système  des  forces  q  con- 
fondu avec  celui  des  forces  p.  Pour  avoir  ensuite  le 
théorème  de  Charles,  il  suffit  de  réduire  à  deux  le  sys- 
tème des  forces  p.  Dans  le  cas  particulier  où  le  système 
des  forces  est  en  équilibre  ou  réductible  à  une  force 
unique,  ou  seulement  à  un  couple  (ce  qui  est  un  cas 
limite  d*uue  force  unique),  la  constante  du  théorème 
de  Mobius  est  nulle. 

10.  On  pourra  former,  comme  on  Ta  fait,  avec  des 
systèmes  renfermant  seulement  des  points  ou  vecteurs, 
des  lliéorèraes  où  figurent  à  la  fois  d(îs  syslèmes  de 
points  pu  vecteurs,  et  aussi  des  systèmes  de  foi-ces  ou  de 
couples.  On  peut  s'élever  dans  une  voie  illimitée,  en 
preuant  un  nombre  aussi  grand  qu'on  voudra  de  sys* 
tèmes, 

11.  D'un  autre  côté,  nous  avons  .seulement  intro- 
duit des  systèmes  de  points  et  de  forces  et  leurs  cas 
limites  vecteurs  el  couples.  On  peut  aussi  introduire 
des  systèmes  de  plans.  A  cet  égai'd,  chacun  des  théo- 
rèmes que  nous  avons  signales  admet  un  théorème  cor- 
rélatif où  les  points  sont  remplacés  par  des  plans  et 
inversement.  Ce  théorème  corrélatif  peut,  il  est  vrai, 
coïncider  avec  un  théorème  déjà  étudié.  C'est  ainsi  que 
le  ihéorôjue  Vi   a,    pour  corrélatif,   lui-même.   Mais  il 
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reste  encore  là  uae  source  abondante  de  théorèmes  nou- 
Teaux. 

12.  Et  maintenant,  cher  lecteur,  eutreprendrez-vous 
de  chercher  une  démonstration  spéciale  pour  chacun  de 
tous  ces  théorèmes,  dont  l'abondance  décourage  même 
de  fixer  les  énoncés?  Vous  estimerez  plutôt  que,  malgré 
leur  apparente  diversité,  tous  ces  théorèmes,  y  compris 
celui  des  projections,  découlent  d^un  même  principe. 
Ce  principe  est  celui  que  j'ai  pris  pour  base  dans  mon 
exposition  de  la  méthode  de  Grassmann  (  *  ). 

Le  présent  article  a  pour  but  de  montrer  deux  choses, 
d'abord  que  cette  méthode  a  son  origine  dans  la  Sta- 
tique, qu'ensuite  elle  résume  à  son  tour  la  Statique 
tout  entière  en  un  instrument  condensé  et  puissant, 
d'un  maniement  souvent  aussi  facile  que  celui  de  TAl- 
gèbre  élémentaire,  dont  elle  suit  les  règles.  Dans  ces 
règles  sont  renfermés  tous  les  théorèmes  connus  de  Sta- 
tique et  une  infinité  d'autres;  il  devient  inutile  de  les 
savoir  et  même  de  les  énoncer.  La  connaissance  du 
calcul  algébrique  les  remplace. 

J*ai  montré,  d'autre  part,  le  parti  qu'on  peut  tirer  de 
la  méthode  de  Grassmann  pour  la  théorie  des  détermi- 
nants (^).  Mais,  si  je  l'ai  fait,  c'est  pour  faire  voir  le 
lien  qui  existe  entre  elles.  La  vérité  est  que  la  méthode 
de  Grassmann  supprime  la  théorie  des  déterminants,  en 
se  substituant  à  elle. 

Voilfi  pour  la  Mécanique  et  TAlgèbre.  Quaut  «à  la 
Géométrie^  elle  l'embrasse  tout  entière  dans  son  algo- 
rithme, à  la  fois  synthétique  et  analeptique,  qui  se  prête 
aussi  bien  à  la  Géométrie  de  position  qu'à  la  Géométrie 


{*)  Nous;ell€S  Annales,  3*  série,  t.  \I;   i8(j2. 

(*)  Nouvelles  Annales,  '^*  série,  t.  X;  mai  el  aoiU  1891 
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méiricjue.  M.  F.  Caspary  Ta  démontré  dans  ses  impor- 
tants Mémoires  (*),  et  je  Tai  seulement  indiqué  dans 
mon  article  trop  court  sur  la  niéthode  de  Grassmann. 
Je  me  propose,  pour  le  faire  voir  plus  complètement,  de 
traiter  bientôt  quelques  exemples  puisés  dans  les  ma- 
tières du  cours  de  Mathématiques  spéciales. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  le  Général  E.  DEWULF. 


Construire  une  parabole  y  connaissant  un  de  ses 
points  A,  le  cercle  osculateur  en  A,  et  la  direction  de 
ses  diamètres. 

M.  d'Ocagne  a  donné  une  solution  de  ce  problème 
{Nouvelles  jinnales^  t.  XI,  3"  série,  p.  327).  En  voici 
une  autre,  fondée  sur  un  théorème  qui  a  des  consé- 
quences et  des  applications  nombreuses. 

Soient  un  cercle  (O),  situé  dans  un  plan  horizontal  II, 
A  un  de  ses  points,  S  un  point  quelconque  de  la  ver- 
ticale qui  passe  par  le  point  A.  Considérons  le  cône 
dont  le  sommet  est  S  et  dont  la  base  est  le  cercle  (O). 
La  projection  orthogonale  sur  II  de  toute  section  plane 
de  ce  cône  est  une  conique  tangente  en  A  au  cercle  (O). 
Si  le  plan  sécant  passe  par  le  point  A,  cette  projection 
(C)  sur  n  est  osculée  en  A  par  le  cercle  (O). 

La  conique  (C)  et  le  cercle  (O)  sont  deux  courbes 
honio logiques;  A  est  leur  centre  d'homologie;  la  corde 


(»)  Voir  entre  autres  :  !•  au  Tome  100  du  Journal  de  Cretle,  un 
Mémoire  analyse  par  moi  au  Bulletin  de  la  Société  mathématique 
de  France,  t.  W  ;  1887;  a*  Bulletin  des  Se.  mathém.,  3*  série, 
t.  \I;  ocl.  1887;  3"  ibid.f  l.  XIII:  sept.  i88<). 
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commune  à  la  conique  et  à  son  cercle  osculateur  en  A 

esl  leur  axe  d^homotogie. 

Voici  rapplicatloii  au  problème  énouoé  plus  haut. 

Les  plans  passant  par  A,  qui  coupent  le  cône  S(0) 
suivant  des  paraboles,  enveloppent  un  cône  dont  le 
sommet  est  en  A  et  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  celles  du  cône  S(0).  De  là  on  conclut  immédia- 
tement la  construction  suivante  de  la  parabole  : 

Tracer  par  A  une  parallèle  AB  k  la  direction  donnée; 
mener  la  tangente  t  enB;  Iracer  AA<  parallèlement  à  /. 


La  corde  AA|  est  la  corde  commune  à  la  parabole  et  à 
son  cercle  osculateur  en  A. 

Pour  construire  la  courbe  homologiquedu  cercle  (O), 
A  étant  le  centre  d'homologie  etAAi  Taxe  d'homologie, 
il  suffit  de  connaître  deux  points  correspondants. 

Pour  cela,  traçons  :  i°  la  parallèle  à  ABpar  le  milieu 
A'  de  AA|;  2"  la  tangente  en  A  au  cercle  (O).  Prenons 
le  milieu  D  de  A'C.  Le  point  D  appartient  à  la  parabole 
et  correspond  au  point  D'.  Le  problème  est  donc  résolu. 

Cette  construction  oBVe  cet  avantage  de  donner  en 
même  temps  qu'un  point  la  tangente  en  ce  point. 

Extrait  d'une  lettre  de  M,  le  général  Dewulfà  M.  Bouché. 
Remarques.  —  i**  La  droite  CAj  est  la  tangente  en  A|  à  la 
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parabole;  on  peut,  si  Ton  veut,  retrouver  ainsi  la  construction 
de  M.  d'Ocagne. 

2°  Il  est  inutile  de  trouver  directement  le  point  D'  qui  cor- 
respond à  D.  La  parabole  est  déterminée  par  le  cercle  (O),  le 
centre  d'homologie  A,  l'axe  d'homologie  AAi  et  le  point  B  qui 
correspond  au  point  à  Tinfîni  situé  sur  AB. 


SUR  LA  GÉOMÉTRIE  NON  ElIGLIDIENIVE; 

Par  m.  Gérard. 


Ou  sait  {voir  le  Traité  de  Géométrie  de  MM.  Rouché 
et  de  Combcrousse ,  Note  a  de  la  6**  édition)  que  la 
somme  des  angles  d'un  triangle  rectiligne  est  ou  bien 
égale  à  deux  angles  droits  pour  tous  les  triangles, 
ou  bien  moindre  que  deux  angles  droits  pour  tous  les 
triangles.  Nous  prendrons  pour  point  de  départ  la  se- 
conde hypothèse;  par  conséquent,  la  somme  des  angles 
d'un  polygone  de  n  côtés  sera  supposée  moindre  que 
2/1  —  4  angles  droits. 

Lemme  I.  —  Étant  données  deux  demi-droites  AX, 
ax  (Jlg'  i)  faisant  avec  A  a,  ta  première,  un  angle 


Fig.   I. 


droit  ou  obtus,  la  deuxième,  un  angle  droit  ;  si  l'on 
prend  sur  AX,  à  partir  du  point  A,  un  segment  tya- 
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viable  AB,  que  ion  projette  en  ab  sur  ax^  les  trois 
quantités 

^.       AB       B6  — Art 
ab  AB 

augmentent  en  même  temps  que  AB. 

En  effet,  soîl  AC  >  AB,  et  abaissons  Ce  perpendîcu- 
Jaire  sur  ax. 

1**  Cc^  B4.  —  Car  élevons  au  milieu  f  de  Ac  une 

perpendiculaire  qui  rencontre   BC  en  un   point   F,  et 

plions  le  quadrilatère  BF/A  autour  de  YJ\  Je  point  B 

vient  coïncider  avec  un  point  G  de  Ce;  il  faut  prouver 

que  le  point  G  est  situé  entre  C  et  c,  ou  que  rangleyFG 

est  moindre   que  /*FC.   Or  yFG  =  /'FA,  et,  dans  le 

quadrilatère  AFyVi,  qui  a  deux  angles  droits  a^  f  ci  un 

angle  A  droit  ou  obtus,  il  faut  bien  que  J 'angle  F  soit 

aign,  puisque  la  somme  des   angles   d'un  quadrilatère 

est  supposée  moindre  que  quatre  angles  droits.    Ainsi 

Tangle^FA,  étant  aigu,  est  moindre  que  son  supplément 

/TC-  c.  Q.  F.  D. 

A  r*  AR 

2®  —  >  — T-'  —  En  effet,  supposons,  par  exemple, 

bc  1 

^  ""  H' 
et  soit 

ad  =  de  =  eb  =  b/  =  /c  ; 

parles  points  rf,  e,  f^  menons  des  perpendiculaires  à  ax^ 
qui  rencontrent  AX  eu  D,  E,  F.  Tout  revient  à  démon* 
Irer  que  les  segments  AI),  DE,  .  .  .  vont  en  croissant 
à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  point  A^  par  exemple. 
FC  >  FB. 

Or,  dans  le  quadrilatère  BCcA,  qui  a  déjà  deux  an- 
gles droits,  Tangle  C  doit  èlre  moindre  que  Je  supplé- 
nieul  de  l'angle  ABC,  cV'sl-à-dire  moindre  que  iBA  ou 


(76) 
FGC.  Par  conséquent 

FC>  FG  =  PB. 

Ainsi 

BC        bc  .,   .  AC  ^   ac 

3^Cc  —  Aa^     B6  —  Aa  »-.       ^^ 

®   — A~r~"  >  — ÂR — •  —  ^^  eliet,  supposons,  par 

exemple, 

BG  _  a. 

AB  "  3' 

et  soit 

AD  =  DE  =  EB  =  BF  =  FC; 

menons  Drf,  Ee,  ...  perpendiculaires  sur  ax.  Tout 
revient  à  démontrer  que  la  différence  entre  deux  per- 
pendiculaires consécutives  va  en  croissant,  à  mesure 
qu'on  s'éloigne  du  point  A;  par  exemple,  que 

F/-B^^<Gc-F/. 

Or,  comme  BF  =  FC,  si  l'on  abaisse  BM  et  CN  perpen- 
diculaires sur  Fy,  les  irianglus  BFM,  CFN  sont  égaux  ; 

donc 

FM  =  FN        ou         F/—  M/=  N/—  F/; 

comme 

M/<B6        et        N/<Gc(r), 

on  en  déduit 

F/-B6<Gc-F/. 
Ainsi 

Gc  — B6        BG  .,   ,  Gc  —  Aa        AG 

B6  —  Aa       AB  Bo  —  A  a        AB 

On  traiterait  sans  peine  le  cas  où  BG  et  AB  n'ont  pas 
de  commune  mesure. 

Cas  particulier.  —  Les  conclusions  précédentes  sub- 
sistent quand  les  points  A  et  ^  se  confondent.  Donc,  si 
Ton  prend  sur  Tun  des  côtés  d'un  angle,  à  partir  du 


(77) 
sommet,  un  segaienl  variable  AB  i^Jig*  2),  que  Ton  pro- 

jette  en  A  A  sur  Tautre  côlé,  les  rapports  -j-ry  Tr  ^'' 

Fig.  2. 


minuent  en  même  temps  que  AB.  De  même,  en  proje- 
tant  le    point  B  en  U  sur  la  perpendiculaire  à  Ax  au 

point  A,  on  voit  que  le  rapport  -^  augmente  à  mesure 
que  AB  diminue.  Donc,  si  Ton  fait  tendre  AB  vers  zéro, 
le  rapport  |T-r»  qui  va  en  décroissant  et  qui  reste  supé- 
rieur au  rapport  croissant  -xtt»  tend  vers  une  limite 
différente  de  zéro. 

LsMME  II.  —  Revenons  à  la  fig,  i,  et  abaissons  A  6' 

perpendiculaire  sur  ^b^  je  dis  que  — ,-  diminue  lorsque 

ab  augmente,  le  point  A  restant  fixe,  c^est-à^dire  que, 
en  abaissant  Ac'  perpendiculaire  sur  Ce,  on  a 

Xc'       Ab' 
ac         ab 

En  effet,  supposons  toujours 

— 7  =  «  et  ad  =  de  —  eb  =  bf  =z  fc, 

ab       3  j       j    ^ 

puis  abaissons  Arf ,  Ae/,  ...  perpendiculaires  sur  D^f, 
Ee,  ...;  tout  revient  à  démontrer  que  la  différence  entre 
deux  perpendiculaires  va  en  diminuant,  à  mesure  qu'on 
s'éloigne  du  point  A,  par  exemple, 

Ann.de  Âfaihémat.,  3«série,  t.  XII.  (Février  1893.)  6 


(  78) 
Or,  eu  appelant  m  et  n  les  points  de  rencontre  de  Ac' 
avec  Dr/  et  B£,  il  est  clair  que  nie'=:^  tw\  et  par  consé- 
quent 

A 6'—  Ae'<  c'/i  =  e* m  <  Ae'—  A<i'.        c.  Q.  F.  D. 

Ceci  posé,   supposons   que    les  droites   ÂX  et    ax 
ifië*  ')  soient  toutes  deux  perpendiculaires  à  Aa,  et 

faisons  tendre  AB  vers  zéro,  le  rapport  —j  >  qui  va  con- 
stamment eu  décroissant,  I  tend  vers  une  limite  à  la- 
quelle  il  reste  constamment  supérieur;  soit  f{aK) 
cette  limite  qui  ne  dépend  que  de  a  A. 

D'autre  part,  le  rapport  -— ^  augmente  à  mesure  que 

AB 

ab  diminue,  tout  en  restant  inférieur  à  — p,  donc 

'  au 

J'en  conclus  d'abord  /(aA):>i;  ensuite,  de  même 
que,  dans  le  quadrilatère  trirectanglc  Kb'ba^  —r-  est 
moindre  que  /(a A),  de   même,  dans  le  quadrilatère 

AB 

irirectangle  AB&a,  — r-  est  moindre  quey(iB).  Ainsi 

(,)  /(Aa)<:^</(^B). 

Reste  à  déterminer  la  forme  de  la  fonction  y*.  Pour 
cela,  je  vais  montrer  qu'elle  satisfait  à  l'équalion  fonc- 
tionnelle 

quelles  que  soient  Jes  deux  longueurs  x  et  j^ 

Sur  l'un  des  côtés  d'un  angle  droit  iiAi^  {J^S'^)"» 
prenons  trois  longueurs 

AB  —  X  —•  y^        AG  —  x.         AD  =.  x  -\- y\ 


(  79) 
sur  la  perpendiculaire  à  AD  au  point  D,  prenons  un 
point  arl>it.raire</,  abaissons //a  perpendiculaire  sur  Au, 

Fig.  3. 


et  soient  A,  c  les  points  de  rencontre  de  ad  avec  les  per- 
pendiculaires à  AD  aux  points  B  et  C;  enfin  abaissons 
bm  et  ctià  perpendiculaires  sur  Ce. 

1**    Comme  BC  =:=  CD,  le  leinine  I  nous  apprend  que 
bc   est    moindre  que  crf,  par  conséquent,  me  moindre 

que  en.  ^  donc 

2 Ce  <  Cm  -+-  G/ï. 


o 


donc 


Drf-+.B6>2Gc/(7), 

d*où,    en  divisant  par  A  a  et  faisant  tendre  D^  vers 
zéro, 

cd 
-a**   Posons  ,—  =  u,  le  lemme  I  nous  apprend  aussi  que 

-^ —  est  moindre  que  a,  donc 

Cc> 

Or  prenons  sur  le  prolongement  de  ad  un  point  quel- 
eouque  e^  que  nous  projetons  en  E  sur  AD-,  prenons, 
sur  le  prolongement  de  AR,  une  longueur  En=:j; 


(8o) 

enfin  projetons  le  point  e  en  A  sur  la  perpendiculaire  à 
A  H  au  point  H  ;  nous  aurons 


d'où 


ou 


ï)d         hb       ,  ,  Ce   Ee 

\a       '   Aa  '     Ka  HA 

d'où,  en  faisant  tendre  Ec^  vers  zéro,  le  point  E  restant 
fixe,  et,  en  remarquant  que  jjl  tend  vers  i ,  car 

cd        GD-i-Cc-»-Drf  Ee 

i<K<g5< j,i5 <'-+-^cD' 

on  trouve 

Donc  enfin 

f{x^  y)-\-f{x  —  y)  =  2f(x)/(y).      C.  q.  f.  d. 

Ceci  posé,  soit  a  une  ligne  quelconque,  comme 
y(a)>i,  on  peut  trouver  un  nombre  positif  a,  tel 
que 

/(«)=  i(e«-+-c-a)=cha; 

iHisuite,  en  calculant  successivement y^( 2 a),  /(3a)j  ... 
par  la  formule  (  'a),  on  trouve 

f{na)  =  chna; 
d'où  Ton  déduit 

/(-o)  =  ch-,         /(  — a)  =  ch  — a 
''  \n    /  n  ''  \ix     I  n 

et,  en  généra], 

/(..)  =  ch(f«), 


(8.  ) 
quelle  que  soit  la  longueur  x«  Si  donc  on  désigne  par  k 

la  longueur   -a,  que  Bolyai  appelle  Vanité  naturelle 

de  longueur,  on  aura 

(3)  f(x)=chy 

Cherchons  maintenant  la  relation  qui  existe  entre  les 
trois  côtés  d*un  triangle  ABC  rectangle  en  A  (Jig»  4)* 
D*an  point  B'  pris  sur  le  prolongement  de  T hypoténuse, 
abaissons  B' A'  perpendiculaire  sur  AC^  faisons  glisser  le 

Fig.  4. 


'V  % 


triangle  A'B'C  le  long  de  AC  jusqu'en  ABiCi,  puis  le 
long  de  BC  jusqu'en  AaBC2.  Puis;  par  le  milieu  E  de 
CC|,  nienons  à  BC  une  perpendiculaire  EF,  qui  sera 
aussi  perpendiculaire  à  B|  C|  en  un  point  G  tel  que 
EF  =  EG.  De  même,  la  perpendiculaire  HI  à  la  droite 
AC,  menée  par  le  milieu  de  CC2i  est  aussi  perpendicu- 
laire à  A2C2  en  un  point  J,  tel  que  HI  =  HJ.  Enfin 
menons  B|D<  perpendiculaire  à  BC  et  B'D  perpendicu- 
laire sur  AB;  nous  avons  vu  que,  si  Ton  fait  tendre  BB' 

vers  zéro,  on  a 

,.     B'D       ,.      B,D, 

**"*  W  =  ^'"^   BB7  ^ 


•>  t 


(  8u  ) 

.    ^  tOTli 

GH        EG 


de  même,  ttïj  «t  r^^^  tendent  vers  la  même  limite;  donc 


..       IJ        ..      FG 

'*™gg;  =  '*™gc;' 

d*où,.en  divisant  membre  à  membre  et  en  remarquant 

que  CC2     :::  BB'  et  CC,  =r:  A  A', 

(4)  hm— -,Iim-JJ-=!lm-pg-. 

Or,  en  appliquant  les  formules  (1)  et  (3)  au  quadrila- 
tère trîrectangle  AA'B'D,  on  a 

^  AD        B'D        ^  A'B' 
en  -.-  <  -r-r-,  <  en 


A     ^  AA'  ^         k    ' 

A  A' 


dont)  si  Ton  fait  tendre  BB'  vers  zéro,  -^-^,  tond  vers 


ch-,  ;  de  même,  en  cousidéran  t  le  quadrilatère  FGBfDi, 

B,D,         j  ,   BG 

on  voit  que  -p^r  tend  verp  eh-r-. 

Reste  -jy',   comme   AB|=:A2B,   en  appelant  M   le 

point  de  rencontre  de  A2B  avec  AC,  on  voit  que 
BB<>  A2IM,  donc 

BB,  ^   A,M  ^     ^  JA, 

d'autre  pari,  en  prenant  sur  le  prolongement  de  BA  une 
longueur  AjN -- BB,,  et  en  abaissant  NP  perpendicu- 
laire sur  IJ,  on  a  aussi 

BB,  _  AN  PN 

IF  "  IP  ^  ^     k  ' 

mais,  comme  BN  =  BA2,  le  point  N  tombe  dans  l'angle 
BC2  A2  et  le  point  P,  entre  I  cl  J;  donc  IP  <  IJ,  et  Ton 


(83) 
a,  n  fat'iiori, 

_<ch_<ch -^, 

Lies     relations  précédentes   montrent  que   -s^  tend 

vers  ch  —r-  ;  l't  alors  Téquation  (4)  donne 

_  ,  AB    ,  AC         ,  BC 

(  5  >  ch  -y-  ch  -T-  =  ch  ~-  .  c.  Q.  p.  D. 

Considérons  maintenant  un  triangle  quelconque  ABC 
{fig*  5);  supposons  Tangle  A  aigu  et  menons  la  hau- 

Fig.  5. 


Leur   CD.   Eu  appliquant  la  formule  (5)  aux  triangles 
rectangles  BCD,  ACD,  on  a 

.  BC        ^  CD    ^  AB  —  AD 

en  -y-  —  ch  —j—  <^h 7 9 

A-  A:  A* 

.   AG         ,  CD    ,  AD 

ch  -j-  =  ch  —r-  ch  -y-: 
A*  k  k 

d'où^  en  se  servant  des  notations  et  des  formules 

I  ,  ^  ,  shar 

shx  ~  -  (  tf*  —  e-*  ),         th  ar  =  -  ^ —  > 

9.  ChiT 

ch(rit^)  r-  r\ïT  chy  rfc:  sh^  shj', 

on  déduit 

AD 
^   BC         .  AB    ,  AC        ^  AB    ,  AC     '    k 


(  84  ) 
De  même,  en  abaissant  la  hauteur  BE,  on  a 


AE 

,  BG         .  AB    ^  AG        ,   AB   .  AG        X: 

en  —7—  =  en  — j-  en  —, sn  — ,—  sn  -7 rn  : 

k  k  k  k  k      .  AB 

th-7- 
k 


donc 


^AD         ^AE 
th-^       th-^ 

,  AG  ~    ,  AB  • 
th  -7-       th  -7- 
k  k 

c'est-à-dîre  que  la  valeur  commune  de  ces  deux  rap- 
ports ne  dépend  pas  des  longueurs  AB  ou  ÂC,  mais  seu- 
lement de  l'angle  A  :  c^est  cette  valeur  qu^on  appelle  le 
cosinus  de  Tangle  A,  de  sorte  que 

^  BG        ^  AB   ^  AG        ,  AB  ^  AG 

eh  —,-  =  eh  —7-  eh  —, sh  -j—  sh  -7-  cosA. 

a:  k         k  k  k 

En  supposant  l'angle  A  obtus,  on  arriverait  à  la 
même  formule,  à  condition  de  définir  le  cosinus  d*uii 
angle  obtus  comme  égal  au  cosinus  du  supplément  de 
cet  angle  précédé  du  signe  — . 

Ainsi  les  côtés  a,  A,  c  et  les  angles  A,  B,  C  d'un 
triangle  sont  liés  par  les  relations 

eh  V  =  eh  .-  ch  -,-  —  sh  7-  sh  v  eos  A, 
k  k       k  k       k 

ch  7-  =  ch  T  ch-7  —  sh  y  sh  -p  cosB, 
k  k       k  k       k 

ch  T  =  ch  T  ch  7-  —  sli  -f  sh  -j  eos  G. 
k  k       k  k       k 


(  5*  ) 

Comparons  la  série 

X  x^ 

•  \f*        'J.P 

avec  Fintégraie 


et  remarquons  d*aboi*d  que  celle-ci  s'exprime  par  la  fonction  F; 
car 


(logi) 


—  est  une  fonction  de  n   décroissante;  car  sa  dérivée  est 
nP 


HP 


X" 

-(/llogT  --/>), 


et  logjr  est  négatif  puisque  x  est  moindre  que  i.  Si  donc  on 
désigne  par  m  un  entier  quelconque,  on  aura  la  double  iné- 
galité 


nP  ^  mP 


<    /  -  dn< 


Si    Ton   donne  à  m  toutes  les  valeurs  entières  à  partir  de  i 
et   qu'on    ajoute,  comme    la    série   ^{x)  est    convergente,  on 

obtient 

/*  x^ 

ou 

-  dn  a    pour  limite  o  quand  x 

tend  vers  i;  il  en  est  de  même  de  x{\—x)^'P, 

('I a? \  \-p 
\         a    pour 

limite  r(i  — />)•  Donc 


\\\\\[{{  —  xy-Po{x)\  —  T(i—p). 

.r=l 


7* 


(6*) 

Dans  l'expression  de  F(x)(i  ^  xy-P,  la  première  partie 
ao(i  —  x^-P  a  pour  limite  o;  je  dis  qu'il  en  est  de  même  de 
la  troisième.  Soit  e  un  nombre  donné;  on  peut  déterminer  un 
entier  m  tel.  que  si  n  est  supérieur  à  m.  ta  est  moindre  que  s. 
Décomposons  la  série  en  deux  parties  :  la  première,  composée 
des  m  premiers  termes,  reste  finie  quand  x  tend  vers  i;  son 
produit  par(i  —  xy-P  a  pour  limite  o;  la  seconde  est  moindre 

; h...  1  en  valeur  absolue;  elle  est  moindre 

que  z<^{x)  à  plus  forte  raison;  et  son  produit  par(i  —  a?)^-/'  a 
une  limite  inférieure  à  Êr(i — p). 

Donc,  dans  le  produit  (i  —  xy-P  ¥{x),  la  première  et  la  troi- 
sième partie  s'annulent;  il  reste 

lim[(i  — j?)ï-/'F(a7)]  =  Kr(i  — /?). 


Question  399. 

On  mène  par  le  point  o  des  plans  parallèles  aux  faces 
(Tun  tétraèdre  abcd;  ces  plans  déterminent  dans  chaque 
angle  trièdre  des  parallélépipèdes  dont  on  désigne  les 
volumes  par  P^,  Pa,  Pr»  Prf.  On  a 

/oaY      fohy-      focY      /ody 

(p-a)  ■^(pl)  HrJ  ={rj  • 

(Mannheim.) 
solution 

Par  M.  E.  Genty. 

Prenons  le  point  o  pour  origine  et  soient  a,  p,  y  et  8  les  vec- 
teurs des  points  a,  b,  c  et  d,  a,  p  et  y  formant  un  trièdre  tri- 
rectangle. 

Les  arêtes  du  parallélépipède  ayant  pour  volume  P^  sont  les 
parallèles  obi,  oci  elodi  menées  par  le  point  o  aux  droites a6, 
ac  et  ad  respectivement  et  limitées  aux  points  6|,  Cj  et  di^  où 
elles  rencontrent  les  plans  acd,  abd  et  abc  respectivement. 

On  a  donc 

o^,  =  K(a-':3), 

et  nous  déterminerons  K  en  exprimant  que  le  point  b  est  dans 


(7*  ) 

le  plan  acd^  qui  a  pour  équation 

S\r/             î   .   î   »      c      ?       oa.oc.S^o 
pV(Y«-+- «5 -H  ôf  )  =  SYato  =  zrz — ^• 

où 

Remplaçons  dans  cette  équation  p  par  Tcxpression  de  ob^  et 
nous  aurons 

ob 

en  désignant  par  D  le  sextuple  du  volume  du  tétraèdre  abcd. 
On  a  donc 

oa.oc.S3o  ,         Q. 
o6|=  ^  (a-P). 

D.ob 


On  a  de  même 


oa.oc.SvÔ  ^ 

OC|==  rr— ^    (^--^). 

D,oc 


On  a  en/in 

0€/j  =  K(a  — 8), 

et  le  plan  abc  ayant  pour  équation 

Sp  V(Py  -^  ïa-^-«P)  "  SoiPy  ~  ôâ'ôb.ôc, 
on  déterminera  K  par  la  condition 

ou 

K  D  =  oa.ob,oc. 
On  a  donc 

orf,= g («  —  S), 

et,  par  suite, 

P^  =:    So^|.OCi.orf| 

=  ££:g|:£î spS.S-rS.S(»-  ?)(a  -  v) («  -  ?). 

ou  enfin 

-^         oa.ob.oc  ç^f^^        ^ 
P«-  g^ S^o.Syo. 


(8*  ) 

On  aura  de  même 


ob.oc.oa        ^  ^j  N 
1^6=    — jj^- Syo.Sao; 

—  3  —    -- 

oc.oa.oô  ç.    k  ç,Q2 
Pr=  j3,—  SaS.Spo. 


On  a  donc 


►a  \        (  oh\        (  oc  \  ' 


oa 
P 


D* 


oa.ob\oc'  Voa.S«?8.S»78        oôls^YS.Sîaa        ocIs^aB.S^pS/ 

oa.ob,oc.  S* «6 . S'^ po . S* ^8 

Calculons  maintenant  P^. 

L'une   des  aréles  du   parallélépipède  correspondant   est  la 

parallèle  à  da  menée  par  le  point  o  et  limitée  au  point  a^  où 

elle  perce  le  plan  abc. 

On  aura  donc 

oai=  K(a  —  0), 

et  le  plan  dbc  ayant  pour  équation 

oa 
on  aura 

-,|^  _  o6. oc. Sao 

oa 
et,  par  suite, 


On  a  de  même 


oc_ 

oc 

d'où 


o^.oc.SaS,  ^ 


oo 
oa.ob.  Syo  ,         .s 

2=      : ^--(7-^); 


r»        c  t  oa .  o6 .  OC  ç.    ^      Q  N        ^ 

Vft  —-  boai.oOi^oCi  —-  - —  Sao.Spo.SY^» 


(9*  ) 

et  enfîn 

(odV^ DW* 


loa\^      (obV      /or  y 


TA 


Question  432. 

JLe  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre^  le 
centre  lie  Vhyperholoïde,  passant  par  les  quatre  hauteurs, 
le  centre  de  gravité  du  tétraètre,  sont  trois  points  en  ligne 
droite.  (  Joachimstiial.) 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Centy. 

Nous  a\ons  montré  que  si  (t'i,  Wi  ),  (t^j,  ani)  et  {v^,  W3)  sont 
les  coordonnées  de  trois  droites,  le  centre  C^  de  Thyperboloïde 
déterminé  par  ces  trois  droites  a'  pour  vecteur 

(  S^sCOq  —  ScjfOa  )ri  -+-(8^,103 —  SpjCOi)  p, -^-^Si^aWi  —  Svi  C02)  c'i 

Soit,  par  exemple,  un  tétraèdre  OABC;  O  est  l'origine;  A, 
B  et  G  ont  pour  vecteurs  a,  p  et  y  respectivement. 
Trois  des  hauteurs  auront  pour  coordonnées 

v,-^V?Y,  w, -VaV?Y: 
^ï  ~  Vya,  u)i-:VpVY2; 
V3=Va?,         w,=  VYVap; 

et  Ton  trouve  immédiatement 

__  VPYSg(P-hY>-f-Vr«S3rY-4-g)-^-  Vg^Syra-hp) 
*^^*"'  -^SapY  ' 

Or,  si  •^g  est  le  vecteur  du  centre  de  {gravité  G^^  del'hyp^rbo- 
loïde  et  Y*-  '^  vecteur  du  centre  G,  de  la  sphère  circonscrite, 
on  a 


-  V 


T#r—  4 


4   [T2a-+-SaO-hY)]VpY  ( 

;        -^[T'p-4-SP(Y-«-«)|VYgH-rT^Y-^SY(a-^p)]Vg3  ) 


(   'o*  ) 
et 

donc- on  a 

ce  qui  montre  que  G^est  le  point  milieu  de  la  droite  G^G^. 


Question  793. 

Déterminer  dans  un  plan  deux  systèmes  de  neuf  points 

conjugués 

rt],     aj,     .  •  ■  j     Ojj,     a^f 

jouissant  de  la  propriété  qu'étant  pris  au  hasard  deua: 
couples  de  points  correspondants  at  et  bti  aj  et  bjj  il  existe 
toujours  un  autre  couple  de  points  correspondants  ajt  et  bj^ 
et  un  seul  tel,  que  les  deux  triangles  atajak  et  bibjb/e 
soient  semblables.  (Lagcjrrre.) 

SOLUTION. 

Par   M.   JiTKL. 

On  rapporte  tous  les  points  ai,  crj,  ...,  a^,  by^  6],  ...,  b^ 
à  un  système  cartésien  ordinaire,  et  soient  les  coordonnées  de 
tous  les  points 

Si  Ton  forme  au  moyen  de  ces  coordonnées  les  combinaisons 
usuelles 

a\-\-ia\^     ...,     aj-t-taj,     b\-^ib\,     ...,     b'^-^-ib\, 

si  on  les  représente  par  les  nombres 

«i,     . . . ,     «9,     . . .,     p9, 

la  condition  nécessaire  et  suffîsante  pour  que  les  triangles 
aiaja/c  et  bibjbk  soient  semblables  sera 

a/  — ay  _  ^k—  «y 


Si  nous  construisons  ensuite,  dans  un  nouveau  svslcme  car- 


(  •'*  ) 

tésien,  les  points  imaginaires  dont  les  coordonnées  sont 
(si^t),  .  ..,  (a^Pt},  on  est  conduit,  comme  conséquence  de  la 
relation  (i)  et  de  ses  analogues,  à  trouver  un  groupe  de  neuf 
points  tels  que  chaque  droite  qui  contient  deu\  points  du 
groupe  en  contiendra  encore  un  troisième,  et  un  seul. 

Mais,  d'après  la  théorie  des  courbes  du  troisième  ordre,  ce 
groupe  doit  nécessairement  être  celui  des  neuf  points  d'in- 
flexion d'une  cubique.  Donc,  etc. 

Néanmoins,  une  solution  purement  géométrique  étant  à  dé- 
sirer, bien  que  difficile,  je  me  permettrai  de  poser  le  problème 
dans  le  Tidsskrifty  avec  renvoi  aux  Nouvelles  Annales^  cela 
va  sans  dire. 


Question  946. 

Soient  (A)  et{\')  deux  surfaces  dont  l'une  est  la  trans- 

formée  de  Vautre  par  rapport  à  un  pôle  Oj  c'est-à-dire 

telles  que  les  points  correspondants  se   trouvent  sur  une 

même  droite  passant  par  le  point  fixe  O.  On  demande  de 

dém,ontrer  : 

i"  Que  dans  ce  mode  de    transformation    les   surfaces 
liées  par  la  relation 

fir,  r)=o, 

où  f  est  une  fonction  quelconque  des  distances   OM  =  r, 
OM'=  r\  jouissent  seules  de  la  propriété  que   leurs  nor- 
males aux  points  correspondants   se  rencontrent  en    un 
même  point  de  l'espace  :  comme  une  des  applications,  on 
peut   considérer  les  surfaces  conchoïdes  r  —  r'  =  ifc  const.  ; 
2*^  Que  parmi  les  transformations  définies  par  la  rela- 
tion générale  f{ry  r"')=  o,  il  n'y  a  que  l'homot/iétie  et  l'in- 
version qui  jouissent  de  la  propriété  de  faire  correspondre 
les  lignes  de  courbure  des  surfaces  transformées, 

(E.  Habich.) 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Genty. 

Soient  p    et  p'  les  vecteurs  de  doux  points  correspondants 
des  surfaces  (A)  et  (A').  On  aura 


(  «^*  ) 

K  étant  une   fonction   scalaire  de  p,   en  sorte  qu'on   pourra 

poser 

dK  =  81  dp. 

Si  d'ailleurs  v  et  v'  sont  les  orienteurs  des  normales  respec- 
tives des  deux  surfaces,  la  condition  de  rencontre  de  ces  deux 
normales  sera 

(i)  Spvv'  — o. 

Or  on  a 

dp'  =  pSXdp  -hKdp; 

d*où,  en  projetant  avec  X, 

SXrfp'=:(SXp-+-K)SXrfp;  ' 
on  a  donc 

(  S Xp  -r-  K )  û^p'  —  p  S  X  ^p'  =  K( S  Xp  -H  K  )  dp. 

Si  nous  projetons  maintenant  avec  v,  il  vient,  en  tenant 
compte  de  la  relation  évidente 

S  V  rfp  —  o, 
(SXp-t-  K)Svûfp'— SvpSX^p'r-.  o. 

On  a  donc 

v'||(SXpH-K)v  — XSvp, 

et  la  condition  (i)  devient 

SpXv  r-7  o. 

Il  en  résulte  qu'on  peut  poser 

\  =  ap  -^  6v, 
d'où 

dK  ~  S\dp  =  aSp  dp  =  a cf ( T* p ), 

ce  qui  démontre  la  première  partie  de  la  proposition. 

Supposons  maintenant  que  dp  soit  le  vecteur  d'une  direction 

principale  de  la  surface  (A). 

On  aura 

dp  —  hd"*; 
d'où 

dp'=z  R(pSXc/v-^-Krfv), 

et  pour  que  les   lignes  de  courbure  se  correspondent  sur  les 
deux  surfaces,  on  devra  avoir  aussi 

dp'Wd/: 
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CONSTRDGTIOIV  DF  CEirTRÉ  DE  COURBURE 
DE  CERTAINES  COURBES; 

Par    m.    R.    GODEFROY, 
Ancien   élévo  de  l'École   Polytechnique. 


Considérons  une  courbe  quelconque  rapportée  à  un 
systèmes  d'axes  rectangulaires  xOjy.  En  un  point 
\{a:,jr)  de  la  courbe,  le  centre  de  courbure  est  C;  ]a 
normale  AC  rencontre  Ox  au  point  B(X,o)  sous 
l'angle  a;  les  perpendiculaires  en  B  et  C  à  Ox  et  à  AC 
se  coupent  au  point  M. 

On  a 

RM  _  d{B) 
CA  ~  </(  A  )  ' 
niai^ 

sina 
il(h)  =  d\, 

sina 

« 

ces  valeurs,  portées  dans  la  formule  ci-dessus,  la  trans- 
forment en  celle-ci 

ce      dx 


=  -j—  sin^a, 


CA        dx 

dont  nous  allons  faire  usage. 

Les  courbes  que  nous  avons  en  vue  sont  celles  dont 
les  distances  r,  r'  d'un  quelconque  de  leurs  points  à  un 
point  fixe  O  et  à  une  droite  fixe  PQ  sont  liées  par  la 
Ann,  de  Afat/iemat.,  3"  série,  t.  X.  (Mars  189.3.)  7 


(86) 
relation 

/•/n 

—7-  =  consl.. 

m  et  n  étant  quelconques. 

Prenons  respectivement  pour  axes  de  coordonnées 
Ox  et  Oy  la  perpendiculaire  et  la  parallèle  à  PQ,  me- 
nées par  le  point  O. 

Conservons  d'ailleurs  les  notations  du  lemine. 

On  aura 

r'=  ar  -L-  a, 

et  Téquation  de  la  courbe  pourra  toujours  se  mettre 
sous  la  forme 

On  a  ici 

Y  _  /?K^(3r-h  a)P~'  __  p  K(x  -4-  a)P-^  ^ 

A  —   '  —    T 

la  formule 


rrr  —  -7-  sni*a 
Ci  A        r/.r 


deviendra 


CB 


^B  /'(P  —   l)   ,r/  X  ... 


mais,  de  Téquation  de  la  courbe,  on  tire 


or 


donc 


(a: -h  a)«  "^  ?*  ' 
CB         p(p—i)       r» 


CA  2  r'» 


sin*a 


Soit  /  la  longueur  du  segment  de  la  tangente  com- 
pris entre  son  point  de  contact  A  et  son  point  de  ren- 


(87) 


contre  T  avec  PQ,  on  a 


sin'a 


-/«, 


par  suite 


Cette  relation  conduit  k  la  construction  suivante  : 

Prendre    sur   AO    le   segment  AD  =  i/-^^-^-— ^/-^ 

joindre  XD,  mener  du  point  A  la  droite  AE  perpendi- 
culaire à  TD  jusqu'en  E,  où  elle  rencontre  la  droite  BE 


parallèle  à  AF.  Celte  dernière  est  symétrique  de  AE  par 
rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  OAT.  La  perpendicu- 
laire à  AO  menée  du  point  E  rencontre  la  normale  AB 
au  centime  de  courbure  C. 

En  effet,  les  triangles  CBE,  CEA  sont  tous  deux  sem- 
blables au  triangle  ADT. 

Il  en  résulte  les  proportions 


CB  _  CE  _  AD 

CE  ""  GA  ""  AT  '' 


d'oi 


C^ 
CA 


AD» 


c'est-à-dire 


CB 
GA 


AT»' 

PJP  —  ^)  ^ 


(88) 

Cette  construction  est  la  généralisation  d'une  con- 
struction bien  connue  du  centre  de  courbure  des  sec- 
tions coniques. 


LE  RESTE  DE  LA  SÉRIE  DE  TAYLOR; 

Par  m.  E.  AMIGUES. 


1.  M.  Darboux  a  démontré  depuis  longtemps  que  le 
reste  de  la  série  de  Taylor,  dans  le  cas  d'une  fonction 
de  variable  imaginaire,  est  susceptible  de  prendre  une 
forme  tout  à  fait  analogue  à  celle  qu'on  obtient  dans  les 
Cours  élémentaires  d'Analyse,  pour  le  cas  particulier 
d'une  fonction  de  variable  réelle  (  Journal  de  M,  Resal, 
1876).  Nous  pensons  qu'il  y  a  quelque  intérêt  à  dé- 
duire le  résultat  de  M.  Darboux  de  l'intégrale  curvi- 
ligne qui  sert  de  reste  dans  la  méthode  de  développe- 
ment de  Cauchy.  C'est  ce  que  nous  nous  proposons  de 
faire  dans  cette  Note. 

Nous  commencerons  par  généraliser  une  formule 
donnée  par  M.  Darboux  dans  le  Mémoire  déjà  cité. 

Soit  L  un  contour  quelconque  décrit  par  la  variable  z 
et  une  intégrale  prise  le  long  de  ce  contour 


1=  ff(z)<^{z)dz. 


Le  module  de  l'intégrale  est  au  plus  égal  a  la  somme 
des  modules  de  ses  éléments.  On  a  donc,  en  désignant 
par  6  un  nombre  compris  entre  o  et  1 , 


m 


0<1I  =  8  /  moâ/{z)  mod^iz)  moddzj 
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tJL  étant  une  valeur  convenable  comprise  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de  modf(z)'^  on  a 

modl=0fi/  modff{z)mod dz. 

Mais,  quand  la  variable  z  décrit  Tare  L,  il  y  a  au 
moins  un  point  ^  de  cet  arc  pour  lequel 

niod/(Ç)=  K- 
La  formule  peut  donc  s'écrire 

mod I  =  0 mod/( ( )  /  moâff{z)moddz. 
Soit 

On  a  alors 

modl  =  6«-<»»'/(5)  /  niodf^(z)  moàdz, 

d'où  Ton  conclut 

I  =  ee<«-«>'/(î)  I  modi9{z)mod dz y 
ou  bien,  en  posant 

(A)  I  =  X/(Ç)  /  raod<p(^)modrfz, 

X  étant  un  facteur  dont  le  module  est  moindre  que  i. 

Supposons  le  cas  d'une  variable  réelle,  c'est-à-dire 
imaginons  que  la  ligne  L  soit  un  segment  de  Taxe  des  x 
compris  entre  a  et  i  (a  <  é).  Alors  on  a 

mod  dz  =  dx. 

Supposons,  en  outre,  que  la  fonction  cp(a:)  soit  une 
fonction  réelle,  qui  demeure  positive  entre  a  et  6,  de 


(9o) 
façon  que  Ton  ait  également 

niodcp(.3)  =  ff{x). 

La  formule  (A)  devient,  dans  ce  cas, 

(B)  I  =  V(Or   f{x)dx, 

et  \  est  Tabscisse  d'un  point  du  segment  de  Taxe  des  ac, 
La  formule  (B)  est  la  formule  de  M.  Darboux. 

2.  f{z)  étant  une  fonction  monodrome  avec  dérivée 

finie,  dans  une  courbe  fermée  C  contenant  un  cercle  de 

rayon  R  et  de  centre  a,  on  sait  que  l'on  a  pour  tout 

point 

a?  =  a-f-  < 

situé  dans  ce  cercle 

/(a^0=/W+7/^WH-...-f-  ^"'l -/«-.(a)-4-R, 

la  valeur  de  R  étant  donnée  par  la  formule 


R=_L    f  tnf{z>idz 

'^T'i  Je  (-5  —  ay^{z—a 


'tY 


Pintégrale  étant  prise  dans  le  sons  direct  et  le  long  de 
la  courbe  qui  contient  le  cercle.  On  peut  écrire 


(C)         R^_L.  r/£zi^y./:i£) 

iizi  Jp   \Ji  -^  a/       z  — 


M.  Hermile,  partant  de  cette  expression,  en  déduit, 
pour  le  cas  des  variables  réelles,  la  forme  du  reste  con- 
nue sous  le  nom  daformfi  de  Lagrange.  Nous  imiterons 
d'abord  le  calcul  de  M.  Hermite  {Cours  d* Analyse, 
4^  édition,  p.  72).  Puis  nous  appliquerons  notre  for- 
mule (A). 

La  formule  (C)  persiste  quand  on  déplace  le  centre  a 
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du  cercle  sans  changer  x,  pourvu  que  le  cercle  ne  cesse 
pas  de  contenir  x  ni  d'être  contenu  tout  entier  dans  la 
courbe  C.  On  peut  donc  diilërentier  les  deux  membres 
de  la  formule  (C),  en  regardant  a  comme  variable  et  R 
comuie  fonction  de  a.  On  a  ainsi 


da  ""  iizi  .A  iz — a )'»+•* 


c'est-à-dire,  par  une  formule  connue, 

dK  _  —  (j?  — gy'-»/^(jr) 
da  ^        I .  '2 . . .  (  /t  —  I  ) 


ir.i  Jf,  \z  —  a/       z — X 


En  d'autres  termes,  en  posant 

X  —  u\^  f{z)dz 

■c  v^ 

on  a 

dG{u)         ■~(x—u)^-\fn{u) 
du  1.2. ..(n  —  i) 

On  peut  alors  intégrer  les  deux  membres,  en  faisant 
décrire  à  la  variable  u  une  ligne  quelconque  située  dans 
la  courbe  C.  Nous  prendrons  pour  ligne  d'intégration  la 
droite  ax 

mais  on  a 

G(x)  =  o,        GCa)=R. 
Donc 

(D)  R=r  (---)'^y^(-)^-. 

On.  peut  écrire  ceci 

i.'2...(n  — i)R=  i    (x  —  u)'^-p/^{u)ix  ^  u)P-^du, 

Désignant  par  \  un  point  convenable  du  segment  de 


1 
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droite  ax  et  appliquant  la  formule  (A),  on  obtient 

Or  on  a 

et  le  produit  XeP'  est,  comme  X,  un  facteur  de  module 
inférieur  à  i ,  que  nous  représenterons  par  X'.  La  for- 
mule devient  alors 

i.a...(/i  — i)R  =  X'(a:0'*~V*(0  /    mod(a:— a)/»-»  moAdu. 

Le  point  u  décrivant  ax^  soit  a  la  distance  variable 

mod(â7  —  tt)  =  a,        modé/u  =  da. 


xu,  on  a 


D'autre  part,  en  désignant  par  pie  module  de (x  —  a), 
c'est-à-dire  la  longueur  a.r,  et  par  0  un  nombre  compris 
entre  o  et  i ,  on  a  aussi 

arÇ  =  p(i-6). 

La  formule  devient  alors 

i.2.3...(/i  — i)R  =  X'p«-/'(i  — e )«-/'/'» (Ç)  f  oP-^doL, 

ou  bien  enfin 

R  =  X' ?. ii — îii —  /«(O. 

1.2. ..(/l  —  l)  p  •'      ^^' 

• 

C'est  la  formule  de  M.  Darboux.  On  voit  qu'elle  ne 
diffère  que  par  le  facteur  X'  de  la  formule  relative  au  cas 
de  la  variable  réelle. 

On  trouve  d'autres  formules,  soit  en  suivant  le  che- 
min rectiligne  ax,  soit  en  suivant  d'autres  chemins.  Mais 
elles  ne  m'ont  pas  paru  intéressantes. 
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PROPRIÉTÉ  D'UNI  CLASSE  DE  COURBES; 

Par  m.  WEILL. 


Théorème.  —  «Si  Von  coupe  la  courbe  qui  a  pour 
équation  j"^  =  xP  par  une  droite  quelconque  y  et  si  l'on 
mène  les  tangentes  à  la  courbe  aux  points  d'intersec- 
tion, elles  forment  un  polygone  dont  tous  les  sommets 
sont  sur  une  courbe  qui  a  pour  équation  jr"*  =/(xP; 
en  particulier,  si  la  droite  est  tangente  à  la  courbe, 
on  a  k=^  I . 

Un  point  de  la  courbe  a  pour  coordonnées 

a:  =  6'»,        jr  =  6p. 

L'équation  qui  donne  les  valeurs  de  0  relatives  aux 
points  de  rencontre  d'une  droite  x  =  Aj  4-  B  et  de  la 

courbe  est 

6'»  =  ABp-f-  B. 

La  tangente  au  point  0  a  pour  équation 

(p  —  m)6'»  — px  ■+-  mjr^m-p  —  o. 

Considérons  deux  points  de  rencontre  0,  0^,  et  posons 
0/^=  \  Wp  =  l'Py  nous  aurons 


d^où 


6"»  =  A6p  -hB, 

e'w^Ae'/'-hB. 

(66')'^/'  =  [( AOp  -h  B)(Aa'P-h  B)]p 


ou 

(I)  (XX')««  :=  [(AX  -4-  B)(Ae'-+-  B)]/>. 

D*autre  part,  les  tangentes  aux  deux  points  ont  pour 
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équations 

{p  —  /n)6'"  — px  -k-  my^^-P  =  o, 

(/>  —  m)ô''» -—px-\-  my^*'^-P  =  o  ; 

remplaçons  dans  ces  équations  0/'  par  X  et  B'"  par  A  \  +  B, 
nous  aurons 

(/>  —  m)(AX  H- B) — px<^iny  — r =o 

ou 

(2)  AX*(/>  —  /?i)-+-X[B(/?  —  m)  —  px  -\-  Kmy\-^^fny  =0; 

dans  cette  équation,  x,  y  sont  les  coordonnées  du  point 
de  rencontre  des  deux  tangentes^  et  cette  équation  admet 
pour  racines  X  et  X';  donc 

K{p —  m) 
^       -v,       B(/?  —  m)— -/)ir-+-A  m  y 

À  -+-  A    —    — ;^ —  \ 

\(m  —  p) 

transportons  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  nous 
voyons  que  les  coordonnées  (x,  j)  vérifient  Téquation 

r      B my      1  '" ^  r   A« B my    _  Bjp— m)~px -^  Xmy  ^g  _^  g,  V 
[A(/?  — /n)J  [a(^— m)  A(/?— -m)  J 

OU 

/?/'(/?  — m)'»-P  A"*-/» 


^'«  =  a^p 


m"»  B"» 


Il  est  facile  de  vérifier  que  le  coefficient  de  xP  est  i 
si  la  droite  est  tangente  à  la  courbe  donnée. 

Remarques.  —  i**  En  transformant  la  courbe  en  elle- 
même  par  polaires  réciproques,  on  a  Ténoncé  suivant  : 
Si  d'un  point  du  plan  on  mène  à  la  courbe  des  tan- 
gentes, les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points 
de  contact  sont  tangentes  à  une  courbe  de  même  es- 
pèce. 
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2^   En   transformant  hoinographi(|ueinent,  on    a    la 
courbe 

a,  ^,  Y  désignant  trois  fonctions  linéaires  ;  en  appliquant 
ensuite  la  transformation  du  deuxième  ordre  définie 
par  les  formules 

fjui  transforme  la  courbe  en  elle-même,  on  a  un  énoncé 
où  les  droites  sont  remplacées  par  des  coniques  passant 
par  les  trois  points  fondamentaux. 

3®  L'équatîonj'"  =  jf:/^  peut  s'écrire^  =  x*^  k  étant 
quelconque,  entier  ou  fractionnaire;  mais  le  théorème 
est  encore  vrai  si  Ton  suppose  A*  incommensurable  :  la 
courbe  est  alors  transcendante,  et  le  nombre  des  som- 
mets du  polygone  demeure  infini. 

4"  Lorsque  la  droite  x  =  Aj  -h  B  se  déplace  en  res- 
tant tangente  à  la  courbe 


•//i  — 


AiT/', 


sî,  aux  points  où  elle  coupe  la  courbej'"=  xP^  on  mène 
les  tangentes,  le  lieu  des  sommets  du  polygone  formé 
par  ces  tangentes  est  la  courbe 

5^  Si,  aux  points  où  une  droite  x  =  Ay  -f-  B  coupe  la 
courbe  jk"*  =  xP,  on  mène  les  normales,  les  sommets  du 
polygone  formé  par  ces  normales  sont  sur  la  courbe 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1892 

(DEUXIÈME  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

On  doDoe  deux  axes  rectangulaires  et  un  point  A  dont  les 
coordonnées  sont  p  et  q.  Par  ce  point  on  fait  passer  deux 
cercles,  dont  l'un  a  pour  centre  l'origine  et  Fautre  un  point  G 
de  l'axe  des  a?  dont  l'abscisse  est  a. 

Par  le  point  A  onr  mène  deux  sécantes  DAE,  PAG  ayant  une 


«zv 


longueur  commune  donnée  2/  (les  points  D  et  F  sont  sur  l'une 
des  circonférences,  et  les  points  E  et  G  sont  sur  l'autre). 

I"  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  passant  par 
les  points  d'intersection  des  deux  sécantes  DAE,  FAG  avec 
l'axe  des  j/*  et  la  parallèle  à  cet  axe  menée  par  le  point  G; 

2°  Si  l'on  assujettit  une  des  coniques  A  à  passer  par  un 
point  P  du  plan,  reconnaître  le  genre  de  cette  conique  d'après 
la  position  du  point  P; 

3*  Déterminer  le  lieu  du  centre  des  coniques  A. 
4**  En  faisant  varier  /,  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre 
des  cordes  DF,  EG. 
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Calcul  trigonomé trique. 

Calculer  les  côtés  d'un  triangle  et  la  surface  de  ce  triangle, 
connaissant  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  et  deux  angles  A,  B. 

r  =  347»,  5432, 
A  =  102'»  23' 43',  7, 
B=   42*37' 24',  5. 

Physique, 

1.  Deux  vases,  A  et  B,  d'une  profondeur  de  6",  sont  réunis 
par  un  tube  MNP  de  grande  longueur  rempli  de  mercure;  les 
ouvertures  M  et  N  sont  dans  un  même  plan  horizontal.  On  verse 
dans  le  vase  A  de  l'eau,  jusqu'à  ce  qu*il  en  soit  complètement 


♦ 


A 

6*^ 


I 


>K 


B 
4.-». 


1 
I 


M  = 


Ml 


hX 


NI , 


1 

I 


rempli:  Teau  refoule  le  mercure  du  tube  en  M'  d'un  côté,  en 
N'  de  l'autre. 

On  demande  d'évaluer  la  distance  h  des  niveaux  M',  N',  sa- 
chant que  le  rapport  ^  des  sections  du  tube  MNP  et  du  vase  B 

est  égal  à  -^  et  que  la  densité  du  mercure  est  i3,59. 

II.  Un  rayon  de  lumière  jaune  tombe,  sous  une  incidence  t, 
de  Tair  sur  la  surface  plane  de  séparation  de  l'air  et  d'un  mi- 
lieu M  dont  l'indice  de  réfraction  relatif  à  l'air  est  m. 

On  demande  d'expliquer  la  construction  d'Huygens  permet- 
tant de  trouver  la  position  du  rayon  réfracté. 
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Chimie. 

I.  De  l'eau  oxygénée. 

II.  Établir,  à  l'aide  de  l'eudiomètre  à  mercure,  la  composi- 
tion du  gaz  des  marais. 

Épure. 

On  donne  une  sphère  pleine,  on  la  coupe  par  un  cylindre, 
on  enlève  de  la  sphère  la  partie  qui  est  dans  Tintérieur  du  cy- 
lindre, on  demande  de  représenter  par  ses  projections  la 
sphère  solide  dans  laquelle  on  a  pratiqué  ainsi  une  entaille  cy- 
lindrique. 


Le  centre  de  la  sphère  est  projeté  en  O,  O';  les  points  o 
et  o'  sont  à  o™,  102  de  la  ligne  de  terre  et  la  droite  00' est  au 
milieu  de  la  feuille;  le  rayon  de  la  sphère  à  o^'jOga  de  lon- 
gueur. 

La  surface  cylindrique  de  Tentaille  est  engendrée  par  la 
droite  («A,  a' 6')  qui  tourne  autour  de  l'aice  {cd^  c'ct).  On  a 

Oa  =  o'",o6i,         06  =  Oc?  =  o"',o3i. 
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On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  : 

i**  Un  point  quelconque  de  Tinterscction  et  la  tangente  en 
ce  point; 

a"*  Les  points  situés  sur  les  contours  apparents  de  la  sphère 
et  du  cylindre; 

3**  Le  point  le  plus  haut  en  projection  verticale; 

4*  Le  point  le  plus  à  droite  en  projection  verticale. 

Titre  extérieur  :  Interseetioii  d»  surfaces. 

intérieur  :  Sphère  entaillée  par  un  cylindre. 


Les  titres,  en  lettres  dessinées,  sont  de  rigueur. 
Le  cadre  a  o'",4^  sur  o",  27.  La  ligne  de  terre  est  parallèle 
aux  petits  côtés  du  cadre  et  à  o'^yïoS  du  petit  côté  inférieur. 


SOLUTION,  PAR  LA  GÉOMÉTRIE  VECTORIELLE,  DU  PROBLÈME 
»B  MATHÉMATIOUES  SPÉCIALES  DONNÉ  AU  CONCOURS 
D'AGRÉGATION  DBS  SCIENCES  MATHÉMATIOUES  EN  1892; 

Par  m.  E.  GENTY  (»). 


SoieDt 

Spop  =  i 

Téquation  de  rellipsoïde  E,  le  centre  O  de  cet  ellip- 
soïde étant  pris  pour  origine;  o-  le  vecteur  du  sommet  S 

du  côae  Q  ; 

S(p  — (t)iKp  — a)  =  o 

Téquation  de  ce  cône;  a,  ^  et  y  les  vecteurs  de  trois 
diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde  E. 

Le  plan  diamétral  conjugué,  dans  le  cône,  du  vecteur  a 

a  pour  équation 

S(p  — a)4/a  =  o, 

et,  si  Ara  est  le  vecteur  du  point  A,  on  déterminera  h  par 


(»)  Voir,  pour  l'énoncé,  Nouvelles  Annales^  page  3i4,  année  1892. 


(    'oo  ) 

réquatiou 

S(Aa  —  a)<];a  =  o, 
d'où 

baya 

Les  points  A,  B  et  C  ont  donc  respectivement  pour 
vecteurs 

en  sorte  que  le  plan  ABC  aura  pour  équation 

Mais,  a,  [3  et  Y  étant  trois  diamètres  conjugués  de  Tel- 
lipsoïde  E,  on  a 

ou,  eu  projetant  avec  a, 

Sap^  =  A-. 
On  aura  donc 

VYa=?pSaPY, 

D'après  cela,   Téquatioa   (i)  du  plan  P  pourra   se 
mettre  sous  la  forme 

^    /Sat|;a  SP4/?    Q       Sy'J/T      \ 


ou 


(2)        S  «p  [j^^^  a  ^  __  p  +  ^_j-  y;  - 1  • 

Je  dis  mainlenant  que  la  somme 

S  a^a  +  S  p^j^p  H-  S  Y^Y 
est  constante. 

En  effet,  a,  ^  et  y  étant  trois  diamètres  conjugués  de 


(    -oi  ) 
rellipsoïde,  si  Ton  pose 


d'où 


2   —  2l, 
?  —   t^l» 


7. 

^= 

1 

'ai. 

3 

1 

C^ 

« 

'?.. 

.1 

1 

^T" 

t 

'T.. 

a,,  ^1,  Yi  seronl  trois  orienteurs  rectangulaires,  et  Ton 
aura 

-1-1  -1       _1  _1      _.i. 

m2  étant  une  constante  (*). 

Ceci  établi,  on  voit  immédiatement  que  le  plan  re- 
présenté par  l'équation  (a)  passe  par  le  point  fixe  F 
ayant  pour  vecteur 

Sî  le  cône  Q  se  déplace  en  restant  égal  et  parallèle  au 
cône  fixe  K  ayant  pour  équation 

la  droite  FS  ne  dépend  que  du  vecteur  o",  c'est-à-dire  de 
trois   paramètres  arbitraires^  et,  par  suite,  elle  décrit 
un  complexe  dont  il  est  facile  de  trouver  l'équation. 
Sî^  en  effet,  u  et  Votu  sont  les  coordonnées  de  cette 


/  >  1    La  condition  m,  =  o  exprime  que  le  cône  ayant  pour  équation 

c    ^"'  s  ^^    «  p  =  0  est  équilatère. 
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(    «02    ) 

droite  ('),  on  aura 

(m,— <S-«lj()(T=:U, 

d'où 

on  a  d^ailleurs 

S  aua  =  o 
et,  parsuite, 

(3)  Sœj{mi — ç-><};)-*u  =  o, 

équation  d'un  complexe  du  second  ordre. 

Soient  OL,  OM  et  ON  les  vecteurs  racines  de  Téqua  - 
tîon  vectorielle 

(4)  (m,— 9-»4;)-»u  =  Su, 

on  peut  énoncer  immédiatement  les  propriétés  suivantes 
du  complexe  représenté  par  Téquation  (3). 

Toute  droite  passant  par  l'origine,  ou  parallèle  à 
l'une  des  arêtes  du  trièdre  OLMN,  fait  partie  du  com- 
plexe. 

Toute  droite  située  dans  Tune  des  faces  de  ce  trièdre, 
ou  dans  le  plan  de  l'infini,  fait  aussi  partie  du  com- 
plexe. 

La  surface  singulière  du  complexe  se  compose  donc 
des  trois  faces  de  ce  trièdre  et  du  plan  de  l'infini. 

L'équation  (4)  donne  d'ailleurs 

ou 

ou  =  s  (  m  j  ç>  —  tj/  )  u 

OU 

mjS  —  I 

^\j  =  g ou, 

et  Ton  voit  que  les  vecteurs  OL,  OM  et  ON  ne  sont 


(')  u  est  parallèle  à  la  direction  de  la  droite,  et  a  le  vecteur  de 
Tun  quelconque  de  ses  points  [(voir  Mémoire  sur  les  complexes  du 
second  ordre  (Genty,  Journal  de  ïlesal,  p.  299;  1882)]. 


(  «o3) 
que  les  dîamèires  conjugués  communs  de  Tellip- 
soïde&ei  du  cône  K. 

Nous  obtiendrons  Téquation  du  cône  du  complexe 
ayant  le  poinâ  de  vecteur  co  pour  sommet,  rapporté  à 
ce  point  pris  pow  origine,  en  remplaçant  dans  l'équa- 
tion (3)  u  par  p  <;t  Cl  par  to,  ce  qui  donne 

S<i)p(/Wj—  ?"*'!' )~*p  =  o 


ou 

ou  encore 

ou  enGn 


Scup(mjç  —  ♦)"'*•?  =  o 
S^p(mtO  —  4^)f]>(mif«-^)p  =  o 


équation  d*un  cône  du  second  ordre,  qui^  ainsi  que  cela 
doit  être,  passe  par  le  centre  de  Tellipsoïde  £  et  con- 
tient les  paraUèles  menées  par  son  sommet  aux  diamètres 
conjugués  communs  de  cet  ellipsoïde  et  du  cône  K. 

Cherchons  maintenant  la  courbe  G,  enveloppe  des 
droites  du  complexe  situées  dans  un  plan  H,  ayant  pour 

équation 

Svp=/?, 

où  V  est  orienteur. 

Si  nous  remplaçons  i»  par  Vpv  et  Vau  par  p  dans 
Inéquation  (3),  il  vient 

(5)  Sp(/n,—  9-«4/)-»  Vpv  =  o. 

C*est  Féquation  d'un  cône  quadrique  R,  réciproque  du 
c6ne  C  ayant  son  sommet  à  l'origine  et  pour  base  la 

courbe  G. 

Cette  courbe  G  est  évidemment  une  parabole,  puisque, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus,  l'une  de  ses 
tangentes  est  située  tout  entière  à  l'intini.  On  le  re. 
connaît  d'ailleurs  directement,  en  remarquant  que  le 
cône  R  contient  la  perpendiculaire  v  abaissée  de  son 
sommet  sur  le  plan  H. 


(  'o4) 

Soient  a  le  vecteur  du  foyer  de  cette  parabole,  X  et  [x 
deux  orien leurs  rectangulaires  situés  dans  son  plan  ;  le 
plan  mené  par  le  vecteur  a  et  Tun  des  points  isotropes 
du  plan  H  doit  être  tangent  au  cône  G  ;  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  la  normale  à  ce  plan,  qui  a  pour  vecteur 

Va(X  -4-iV)» 

doit  être  située  sur  le  cône  R. 

Or  l'équation  (5)  de  ce  cône  peut  s'écrire 

ou 

(6)  Spv4>p  =  o, 

en  posant 

et  si  Ton  remplace  dans  Téquation  (6)  p  par 

Va(X  -h  tfi), 
on  aura 

S(X  -h  «»  (<t> VaX  -f-  «*Vû[(x)  =  o 

ou,  en  développant  et  égalant  séparément  à  zéro  la  partie 
imaginaire  du  premier  membre  de  Téquation, 

SX<t>VaX-  Stx<I>Vatx  =  o, 
S[ji*VaX  -h  SX<t>Va[jL  =  o, 

ou  enfin,  en  remplaçant  a  par  p,   et  désignant  selon 
l'habitude  par  ^'  la  fonction  conjuguée  de  <I>, 

I  Sp(VX<t>'X-Vtx*»  =  o, 
^^^  (  Sp(VX*V-HVfji4»'X)  =  o. 

En  joignant  à  ces  deux  équations  la  relation 

(8)  V=/>> 

on  aura  trois  équations  du  jiremier  degré  pour  déter- 
miner 0. 


(   «o5  ) 

Les  équations  (7)  étaut  indépendantes  de  p^  la  droite 
qu'elles  représentent  est  le  Heu  des  foyers  des  courbes 
du  complexe  situées  dans  les  plans  parallèles  au  plan  (8). 

De  ces  deux  équations  on  tire 

p  =  XV(  ViJi*'X  -+-  VX4>»(VX*'X  -  Vji*» 
=  >t(*'XSX{i4>'X  — |iS[x<I>'X4>> 

—  XSX*'X4>>-h*>SX(x*», 

ou,  en  désignant  par  m  Tinvariant  bien  connu  de  la 
fonction  ^, 

p  =  X:[4>'XSX*v  -h  4>'îJiSti*v  —  m(XSX4>-ïv  -h  jiSfi*-»v)] 
=  ^[*'(4>v  —  vSv<I>v) —  m(4>-*v  — vSv4>-»v)] 
=  A-(4>'VVv4>v.v  — mVVv*-»v.v). 

Si  l'on  porte  cette  valeur  de  p  dans  l'équation  (8),  il 

vient 

p  =  A-T*  Vv4>v, 

d*où 

/  —        /^ 
-  T«Vv*v' 

on  a  donc,  pour  le  vecteur  du  foyer, 

_      wVvVv«I>-*v  —  <ï>'VvVv4>v 
^-P  ïîVv4>v 

Cherchons  maintenant  le  lieu  des  foyers  lorsque  le 
plan  H  se  déplace  en  restant  parallèle  à  une  droite 
donnée. 

On  peut  supposer  que  X  est  Torienteur  de  cette  droite, 
et  Ton  obtiendra  le  lieu  cherché  en  éliminant  [x  entre 
les  équations  (7)  et  les  deux  équations  suivantes  : 

(9)  SXfA  =  0, 

(10)  T*fx  =1. 

De  la  seconde  dos  équations  (7)  et  des  équations  (9) 

et  (10),  on  tire 

_    VX(i>V.oX  — Vp»^X) 
^~  TVX(*VpX  — Vp4>'X)* 


(  «06) 
Portant  cette  valeur  de  a  dans  la  première  des  équa- 
tions (7),  il  vient 

SpX<t>'XT«VX(*VpX— Vp<l>'X) 

=  SpVX(*VpX  — Vp<t>'X)*'VX(*VpX  — Vp*'X), 

équation  d'un  cône  du  troisième  ordre. 


THÉORÈMES  SDR  LES  CONIQUES. 

(APPLICATIONS   DE  LA  MÉTHODE   DES  POLAIRES  RÉCIPROQUES); 

Par  m.  R.  GODEFROY, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


11  est  question,  dans  ce  qui  suit,  de  diverses  applica- 
tions de  la  méthode  des  polaires  réciproques.  Nous  étu- 
dierons la  transformation  d'une  conique  quelconque  en 
prenant  un  cercle  pour  conique  auxiliaire  et  supposant 
le  centre  du  cercle  d'abord  en  dehors  du  périmètre  de 
la  conique  puis  sur  la  courbe.  Les  résultats  obtenus 
conduiront  à  d'élégants  théorèmes  sur  les  sections  co- 
niques. 

I.  Soient  V  une  conique  quelconque,  et  V  sa  polaire 
réciproque,  le  centre  O  du  cercle  auxiliaire  n^étant  pas 
sur  la  conique  V.  Nous  nous  proposons  de  chercher  la 
solution  du  problème  suivant  : 

Déterminer  les  points  du  plan  de  la  conique  V  aux- 
(juels correspondent  les  axes  de  laconique  V. 

Aux  extrémités  A',  B'  d'un  diamètre  de  V  corres- 
pondent deux  tangentes  a,  £  de  V.  Leurs  points  de  con- 
tact A  et  B,  correspondant  aux  tangentes  parallèles  a',  b' 
de  V,  sont  sur  une  droite  passant  par  O.  Le  point  de 


(  '07) 
rencontre  P  de  /i,  b  correspond  à  la  droite  A'  B'.  Si  cette 
droite  est  un  axe  de  V\  le  diamètre  A'  B'  est  perpendi- 
culaire aux  tangentes  a\  V  en  ses  extrémités;  par  suite, 
la  droite  AB  sera  perpendiculaire  au  rayon  OP.  Soit  I 
le  centre  de  la  coni(|ue  V;  le  point  M  correspondant  à 
nn  axe  de  V  se  trouve  à  Tintersection  d'un  diamètre 


«v^  \ 


'----r-- 


W 


IM  et  d'une  perpendiculaire  OM,  issue  du  point  fixeO, 
au  diamètre  conjugué  de  IM.  Le  point  M  est  par  suite 
sur  Fhyperbole  d'Apollonius  relative  à  la  conique  V  et 
au  point  O  (Chasles,  Traité  des  sections  coniques, 
p.  i4^)-  H  appartient  du  reste  à  la  polaire  de  O  par 
rap[>ort  à  V .  Donc  : 

Les  axes  de  la  polaire  réciproque  d'une  conique 
correspondent  aux  points  oà  la  polaire  de  l'origine 
coupe  rivyperbole  d'Apollonius  relative  à  ce  point» 

La  polaire  de  Torigine  correspond  naturellement  au 
centre  de  la  polaire  récipro(|ue. 


(  'o8  ) 
Soient  M  et  N  les  deux  points  correspondant  aux  axes. 
OM,  ON  sont  les  directions  axiales  de  V.  Ces  droites 
correspondent  aux  points  à  l'infini  sur  les  axes  de  V. 
Si  E,  F,  G,  H  sont  leurs  points  de  rencontre  avec  V, 
les  axes  de  \'  sont  proportionnels  à 


I  r  I 

el 


OE       OF  OG       OH 

Voici,  en  outre,  quelques  remarques  intéressantes. 

L'angle  droit  MON  est  inscrit  à  l'hyperbole  d'Apollo- 
nius :  cette  hyperbole  étant  équilatère,  il  résulte  du 
théorème  de  Frégier  que  la  droite  MN  est  parallèle  à  la 
normale  en  O  à  cette  courbe.  On  retrouve  ainsi  cette 
propriété. 

L'hjperbole  d'jépoUonius,  relative  à  une  conique  Y 
et  à  un  point  Oy  a  sa  normale  en  O  parallèle  à  la  po- 
laire  de.  O  par  rapport  à  la  conique  V. 

Nous  avons  uniquement  supposé  jusqu'ici  que  le  point 
O  n'était  pas  sur  la  conique  V;  si,  en  particulier,  il  se 
trouve  à  l'extérieur  du  périmètre  de  V,  les  points  M  et  N 
correspondant  aux  axes  de  V  sont  les  points  d'intersec- 
tion de  la  polaire  de  O  avec  les  bissectrices  des  angles 
formés  par  le  système  des  tangentes  issues  de  O.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  à  une  série 
de  coniques  homothé tiques  sont  divisées  harmonique- 
ment  par  ces  courbes  et  leur  hyperbole  d  ^jépollonius 
relative  au  point  fixe. 

Considérons  (*)  une  conique  V  et  un  point  fixe  O. 


(»)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  les  figures  relatives  au  reste  de  la 
Note. 


(  »09  ) 
Appelons  P'  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  h  ce  point. 
Elle  passe  par  les  points  suivants  :  le  point  O,  le  centre 
r  (Je  V,  les  pieds  A',  B',  C,  D'  des  normales  à  \  '  issues 
de  0  el  les  points  M',  ]\'  correspondant  aux  axes  de  V, 
polaire  réciproque  de  V  par  rapport  au  point  O.  Dans 
la  transformation,  Thyperbole  équilatère  P'  passant  par 
Torigine  correspond  à  une  parabole  P  dont  les  tangentes 
issues  de  O  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyper- 
bole,  c'est-à-dire  aux  axes  de  V^'.  Les  points  I',  A',  B',  C, 
ly,  M',  K' correspondent  à  d'autres  tangentes  de  cette 
parabole.  Ce  sont,  respectivement,  la  polaire  de  O  par 
rapport  à  V,  les  tangentes  à  la  conique  V  menées  par  les 
pieds  de  ses  normales  issues  de  O  (')  et  les  axes  de  V. 
On  a  ainsi  ce  théorème  : 

La  parabole  f/ui  touche  les  tangentes  à  une  co- 
nique V,  menées  par  les  pieds  des  normales  à  cette 
conique  issues  d'un  point  O,  est  également  tangente  à 
la  polaire  du  point  O,  aux  axes  de  la  conique  et  aux 
parallèles  menées  par  le  point  O  aux  axes  de  la  co- 
nique polaire  réciproque  de  V  par  rapport  à  ce  point. 

Celte  parabole  est  celle  dont  il  est  question  dans  ce 
théorème  de  Chasles  : 

Si,  autour  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'une  section 
conique^  on  fait  tourner  une  transversale,  et  que  par 
son  pâle  on  mène  une  perpendiculaire  à  cette  droite, 
ces  perpendiculaires  siœcessiv^cs  enveloppent  une  para- 
bole qui  est  tangente  à  la  polaire  du  point  fixe  et  aux 
tangentes  à  la  conique  menées  par  les  pieds  de  ses  nor- 


(')  D'après  cette  remarque  :  «  Une  conique  et  sa  polaire  réciproque 
par  rapport  à  une  circoofcrencc  de  centre  Oont  les  mêmes  normales 
partant  de  O.  »  (  Mannhkim,  Messenger  of  Mathematics,  ncw  séries, 
n'tiO;  i%o.) 


(    "o  ) 
niales  abaissées  de  ce  point  (  Traité  des  sections  co- 
niques,  p.    i45)* 

Et  dans  une  Note  de  M.  Mannheitn  :  Sur  une  para- 
bole liée  à  une  conique  par  certaines  propriétés  remar- 
quables (Messenger  of  Mathe/nutics^  naw  séries^  n**231, 
1890),  dans  laquelle  sont  citées,  outre  les  axes  de  V  et 
la  polaire  de  O,  cinq  autres  tangentes  remarquables  de 
la  parabole. 

Il  est  intéressant  d'arriver  par  le  procédé  exposé  ci- 
dessus  à  une  partie  des  résultats  connus,  et  de  montrer 
en  outre  que  les  tangentes  issues  de  O  sont  parallèles 
aux  axes  de  la  polaire  réciproque,  ce  qui  permet 
d'ajouter  : 

La  directrice  de  la  parabole  considérée  est  la  droite 
qui  joint  le  point  fixe  au  centre  de  la  conique. 

On  pourrait,  pour  établir  les  difTérents  résultats  du 
commencement  de  cette  Note,  prendre  comme  point  de 
départ  la  démonstration  de  M.  Mannheim  et  opérer  en 
sens  inverse  la  transformation  précédente. 

U.  Supposons  maintenant  que  le  centre  O  du  cercle 
auxiliaire  se  trouve  sur  la  conique  V.  La  transformée  V 
est  une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle  à  la  normale 
en  O  à  V  et  qui  est  tangente  aux  perpendiculaires  menées 
de  O  aux  asymptotes  de  V. 

Cherchons  k  quels  éléments  du  système  de  V  corres- 
pondent le  foyer  et  la  directrice  de  V. 

A  un  système  de  deux  tangentes  rectangulaires  a',  V 
de  V  correspond  un  système  de  deux  points  A,  B  de  V 
tels  que  l'angle  AOB  est  droit.  A  la  directrice  de  V 
correspond  donc  le  point  fixe  par  où  passe  la  droite  AB, 
c'est-à-dire  le  point  de  Frégîer  relatif  au  point  O  de  V. 


(    '•!     ) 

Au  fojcr  de   V,    correspond  la  polaire   du   point  de 
Frégîer. 

Cette  transformation  démontre  le  théorème  de  Frégier 
et  indique  en  même  temps  que  les  propriétés  de  la  para- 
bole relatives  au  foyer  et  k  la  directrice  se  traduiront 
dans  les  théorèmes  transformés  par  des  propriétés  des 
coniques  quelconques  relatives  à  un  point  de  Frégier  et 
k  sa  polaire,  que  nous  appellerons  droite  de  Frégier, 
pour  abréger  le  langage. 

Ajoutons  que  la  droite  à  rinfini,  la  tangente  au  som- 
met et  Taxe  de  V  correspondent  respectivement,  dans 
le  système  de  la  conique  V,  au  point  O,  au  deuxième 
point  d'intersection  de  la  normale  en  O  avec  V  et  au 
pôle  de  cette  normale. 

Nous  obtiendrons  un  élégant  théorème  sur  la  droite 
de  Frégier,  en  transformant  cette  propriété  de  la  para- 
bole. 

Par  deux  points  A',  B'  d'une  parabole  H',  on  niène 
les  rayons  focaux  et  les  parallèles  à  l'axe.  Ces  quatre 
djvites  sont  tangentes  à  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
pôleOde\'B'. 

Prenons  comme  cercle  auxiliaire  le  cercle  de  l'énoncé. 
Âla  parabole  H'  correspond  une 'hyperbole  H  passant  par 
1«  point  O.  Aux  points  A' IV  correspondent  les  asym- 
ptotes de  la  courbe,  aux  vecteurs  focaux  de  A',  B' et  aux 
parallèles  à  Taxe  menées  de  ces  points,  correspondent 
respectivement  les  points  où  les  asymptotes  rencontrent 
la  droite  de  Frégier  relative  au  point  O  et  la  tangente  à 
Phyperbole  en  ce  point.  Quant  au  cercle,  il  se  transforme 
en  lui-même.  Il  est  donc  démontré  que  la  circonférence 
ayant  pour  diamètre  le  segment  d'une  tangente  à  l'hy- 
perbole compris  entre  les  asymptotes  admet  comme 
deuxième  corde  d'intersection  avec  le  système  des  asym- 


(  ">  ) 

ptotes  la  droite  de  Frégier  relative  à  son  point  de 
contact,  ce  qui  peut  s'énoncer  : 

.  La  droite  de  Frégier,  relative  à  un  point  d'une 
hyperbole,  passe  par  les  projections  sur  les  asymptotes 
des  points  où  ces  droites  rencontrent  la  tangente  au 
point  considéré. 

Pour  une  hyperbole  équilatère  de  centre'  I,  la  droite 
de  Frégier  d'un  point  O  de  la  courbe  est  la  perpendi- 
culaire en  I  à  OI.  Le  point  de  Frégier  est  alors  à  l'in- 
fini sur  la  normale  en  O. 

Voici  une  démonstration  analytique  fort  simple  du 
théorème  énoncé  ci-dessus,  sous  une  forme  un  peu 
plus  générale. 

Prenons,  comme  axes  de  coordonnées,  la  tangente  et 
la  normale  à  Thyperbole  en  O. 

L'équation  de  l'hyperbole  est 

ax^-h  2bxy  -h  cy^-h  ley  =  o, 
celle  d'une  hyperbole  homothétique  sera 
(  I  )  ax^-\-i  bxy  -f-  cy'*  -h  'x  ey  -h\  =  o. 

Le  point  de  Frégier  ayant  pour  coordonnées 

a:  =  O,         y  = , 

"^  a-h  c 

la  droite  de  Frégier  a  pour  équation 

{-?.)  (a  —  c)y  —  'Àbx  —  'xe  =  o. 

Quant  à  la  tangente,  son  équation  est 

(3)  y  =  iK 

Par  l'intersection  de  la  conique  (ï)  et  des  droites  (  a  ) 
et  (3)  passe  la  courbe 

ax^-r-  j.bxy-}^' cy--h  -xry-^i  -+-  (a  — c)y^  —  %bxy  —  o.ey^z  o. 


(  "3  ) 
quin*est  aulre  que  le  cercle 

a  (a?* -4-^*)  -4-X  =  o. 

Donc  : 

La  tangente  en  un  point  d' une  hyperbole  coupe  une 
hyperbole  homothétique  en  deux  points,  La  deuxième 
corde  d'intersection  de  cette  courbe  av^ec  le  cercle 
ayant  pour  diamètre  le  segment  compris  entre  ces  deux 
points  est  la  droite  de  Frégier  relative  au  point  de 
contact  de  la  tangente. 

On  peut  tirer  de  là  une  conséquence  întéressanle. 

Une  corde  quelconque  AB  d'une  hyperbole  équî- 
latère  H  est  tangente  à  une  hyperbole  équilatère  homo- 
thétique H^  Considérons  le  cercle  décrit  sur  cette  corde 
comme  diamètre.  Il  coupe  Thyperbole  H  en  deux  nou- 
veaux points  C  et  D.  La  corde  CD  est  la  droite  de  Frégier 
relative  au  point  de  contact  de  AB  et  de  H^  Cette  droite 
passe  donc  au  centre  commun  des  deux  courbes;  par 
suite  : 

Si  l'une  des  cordes  communes  à  un  cercle  et  à  une 
hyperbole  équilatère  est  un  diamètre  du  cercle,  sa  con^ 
juguée  est  un  diamètre  de  l* hyperbole. 

Proposition  bien  connue  (  *). 


(*)  Voici  encore  à  ce  sujet  une  remarque  curieuse  : 

Une  élimination  très  simple  conduit  au  théorème  suivant: 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  d'intersection  d*une 
hyperbole  équilatère  et  d'un  cercle  est  le  milieu  de  la  droite  des 
centres. 

On  en  déduit  : 

Les  droites  qui  Joignent  les  milieux  de  deux  cordes  d*inter^ 
section  conjuguées  au  centre  de  l'une  des  courbes  sont  égales  et 
parallèles  aux  droites  Joignant  les  mêmes  points  au  centre  de 
l'autre  courbe. 

Fin  particulier* 

Si  fane  des  cordes  communes  est  un  diamètre  de  l'une  des 
courbes,  sa  conjuguée  est  un  diamètre  de  l'autre. 
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Prenons  ce  théorème  sur  la  parabole  : 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  trois 
tangentes  passe  par  le  foyer. 

Il  donne  par  transformation  : 

Un  triangle  étant  inscrit  à  une  conique,  pour  tout 
point  de  la  courbe  il  existe  une  conique  aj  an  t  un  foyer 
en  ce  point  et  louchant  la  droite  de  Frégier  du  point 
et  les  trois  côtés  du  triangle. 

Il  suffit  de  remarquer  que  les  projections  d*un  foyer 
d'une  conique  sur  ses  tangentes  appartiennent  k  un 
cercle,  pour  déduire  de  Ténoncé  précédent  ce  théorème  : 

Les  projections  d'un  point  quelconque  d'une  conique, 
sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  inscrit  à  la  courbe  et 
sur  la  droite  de  Frégier  du  point,  appartiennent  au 
même  cercle^ 

Cinq  points  quelconques  étant  sur  une  conique,  on 
aura  le  théorème  suivant  : 

Quatre  points  pris  trois  à  trois  forment  quatre  tri-- 
angles  :  les  quatre  cercles  passant  respectivement  par 
les  projections  d'un  point  quelconque  sur  les  côtés  de 
ces  triangles  se  coupent  en  un  même  poitit. 

Lequel  s'obtient,  du  reste,  par  transformation  directe 
du  théorème  bien  connu  concernant  les  cercles  circon- 
scrits aux  triangles  formés  par  les  côtés  d'un  quadrilatère 
pris  trois  à  trois. 

Nous  pourrions  donner  ici  différents  théorèmes  sur 
le  point  et  la  droite  de  Frégier,  transformés  de  théorèmes 
concernant  le  foyer  et  la  directrice  de  la  parabole,  mais, 
ceci  ne  présentant  aucune  difficulté,  il  parait  inutile 
d'insister  outre  mesure  sur  ce   sujet.   Nous  nous  bor- 
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nerons,  pour  terminer,  h  considérer  le  caspariiculierde 
rhyperbole  ëquilatère. 

Voici  les  propriétés  spéciales  à  cette  transformation 
supposée  toujours  faite  dans  les  mêmes  conditions.  Les 
perpendiculaires  issues  de  O  aux  asymptotes  de  Thyper- 
bole  é<]uilatère  H  sont  rectangulaires;  le  point  O  appar- 
tient à  la  directrice  de  la  parabole  H';  Taxe  de  cette 
courbe  étant  parallèle  à  la  normale  en  O  à  H,  la  tan- 
gente de  H  en  O  est  la  directrice  de  la  parabole.  Le  centre 
de  rhyperbole  équilatère  correspond  à  la  corde  de  con- 
tact des  deux  tangentes  rectangulaires  de  la  parabole; 
la  perpendiculaire  menée  du  centre  I  de  l'hyperbole  équi- 
latère au  rayon  01  correspond  au  foyer  de  la  parabole. 

C'est  cette  dernière  propriété  que  nous  allons  immé- 
diatement utiliser. 

On  transforme,  en  effet,  la  propriété  bien  connue, 
déjà  rappelée  ci-dessus,  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  trois  tangentes  de  la  parabole,  eu  celle-ci  : 

Un  triangle  étant  inscrit  à  une  hyperbole  équila^ 
tere  de  centre  I,  tout  point  O  de  la  courbe  est  le  foyer 
d'une  conique  touchant  les  trois  côtés  du  triangle  et 
la  perpendiculaire  enl  àOl. 

Les  projections  de  O  sur  ces  tangentes  appartiennent 
à  un  même  cercle,  mais  Tune  d'elles  est  le  centre  de  la 
courbe  :  par  conséquent, 

Le  cercle  passant  par  les  projections  d'un  point 
quelconque  de  l'hyperbole  équilatère  sur  les  côtés  d'un 
triangle  inscrit  passe  aussi  par  le  centre  de  la  courbe. 

Théorème  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théo- 
rème sur  l'hyperbole  énoncé  ci-dessus.  On  aurait  pu 
len  déduire  immédiatement,  en  remarquant  qu'ici   la 
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droite  de  Frégicr  du  point  O  n'est  autre  que  la  perpen- 
diculaire en  I  à  01. 

Le  point  de  concours  des  hauteurs  de  tout  triangle, 
inscrit  h  une  hyperbole  équilatère,  étant  un  point  de  la 
courbe,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  cercle  fies  neuf  points  d'un  triangle  inscrit  à 
une  hyperbole  équilatère  passe  par  le  centre  de  la 
courbe. 

Ce  cas  particulier  n*est  pas  nouveau. 
On  aura  aussi  le  théorème  suivant  : 

Les  quatre  cercles  passant  respectivement  par  les 
projections  de  cliacun  des  sommets  d'un  quadrilatère 
quelconque  sur  les  côtés  du  triangle  formé  pai*  les 
trois  autres  concourent  en  un  même  point,  centre  de 
l'hyperbole  équilatère  circonscrite  au  quadrilatère. 

En  particulier  : 

Quatre  points  étant  pris  sur  un  cercle,  les  droites 
de  Simpson  de  chacun  de  ces  points  relativement  au 
triangle  formé  par  les  trois  autres  se  coupent  au 
même  point. 


SUR  LES  FOKGTIO.\S  SYNÉTRIOUES; 

Par  m.  WORONTZOFF. 


i .  En  désignant  respectivement  par  j:<,  X2,  . . . ,  x„ 
et  par  x,,  x^,  . . .  ,  x^  les  racines  des  équations 


("7) 
posons 

Ai 


'*- 


OU  la  somme  ^  xf  x^' . . .  x%'' se  rapporte  a  loutes  les 
solutions  entières  positives  de  Téquation 

Comme 

(i)  —qaq  =  ao5^-+-at*ç-i-l-...-hay_t*j  -^  a^^x^x  ((^  >o), 
(a)  aoA^-f-atAç-i  -h..  .4- a^-t  Ai  H-a^Ao  =  o  (A©  =  i), 
(3)     qAq—  A,*y-hAi5y-, -+-...4- A^_i*t-h  A^«,#i    («), 


». 


(»)  En  posant,  pour  abréger, 

*=I  q  A  =  0  A  =  l 

admettons  que,  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  q^ 
"/^  =  q  A!,*^  on  obtient  alors,  pour  toutes  les  valeurs  entières  posi- 
tives de  ç, 

k=q 

<-''  -^Jj^^'\<'^rA  -^  ^\"^u'r  +.  ..-^  As/'2;,_i  ^,,.  +  Ai^:>„) 

A=q 
h  =  9 

Comme  m^*' =  ^A^'' ou  orf -f-xf-^ar,  H-...  +  jr.drî"*  =  ^arf ,  ç 
étant  un  entier  positif  quelconque,  on  a,  pour  loutes  les  valeurs  en- 
tières positives  de  g, 

^/i/i.  €/e  Mathémat.j  3*  série^  t.  XII.  (Mars  1893.)  () 
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on  trouve 


Sg 


(4) 


^               (t-^i)!A7'A?»A?'.,.Ag» 
=  q2à^-^y      a»!a,!...a«! ' 


(5) 


^^  z'A""'A*»A*«        A"» 

=  7j(— 0* „  I  „  I I-'j ' 

AêêA  ai  ;  a*  : .  .  .âE/i  ; 


(6) 


Oti  ;  01}  : .  .  .âE/i 
^J^    i(T.  o<7.  /ïff-  rr-  f  rr-  »  ff_î  ' 


où  ^i,  0*2,  . . .,  ^qy  ai,  a2)  . .  •,  oLn  sont  les  solutions  en- 
tières positives  des  équations 

(Jt  -h2aj-+-..  .-f-  grffy  =  gr,  «1  -H  2a,  -h.  .."4-  na^  =  9, 

et  où  i  =  a<  H-  ttj  +  . . .  +  a,|. 
En  vertu  des  relations 

(klr>o\ 
on  obtient  aussi 

(5^  —  0  \        ««0  ««1  da^  da^—t  / 

(I   r  daq-\  daq  i 

(       .  I     r        A  dKq-\  dkg-y^ 


(8) 


(9) 


^  d\q-.\  ,  .  £/A«_i"l 


(IVouvelles  Annales,  p.  SaS;  1891.) 


(10)        < 


I 
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2.    Preuons  Tëquation 

♦(a--^-r)  =  [r-HF(ar;)][j.-f-F(^;)]...[j^-hF(ar;j] 

1.2. .  .(m  —  i) 
-H  Da;»*(an)^  -t-  *(a„) 


ou 


G/-  =     7 7  I  a,i  =  o  ; 

alors,'  d'après  la  formule  (5),  on  a 

<M)  ^y s?.sT«...s;r_ 

(Œj  4-  2  aj  -h . . .  -+-  m  ff,„  =  m  ) 
et  aussi 

(1:1)  J  *(««)=  FK)F(^;)...F(^;«) 


=  aJ»-+-CiaS»-»-+-C,aJ«-«-t-...H-C;„_-ia«-hC,„, 

I       '^       1.2...  (m  —  r) 

j         ^y S?«S?'...S?^ 

(«Ti  4-2ffi  -4-... -H  r9r=  r) 


OU 


_i  -k-  2cr«_i  -f-...-i-/iar,j 


it  =  in 


i  s:,=(— o^^f^^'''^^"''''^^ 

n)  I  k=i 


(7.Q-^. .  ,-¥-  a„-i  =  q), 


(  'ao  ) 

(Pi-H2Pi-t-...-^mp,a  =  y,   i  =  Pi -h  p, -+-...  ?,«)• 
En  faisaiil 
m  =.  n  —  I,         bf)  =  fiŒQf        6|  =  (/i  —  O^i»         •••» 

nous  pouvons  appliquer  les   formules   précède  nies    au 
calcul  du  disernninant  de  réqualion  F(x)  =  o, 

(n  —  t  \  „ 


^0 


3.  Posons 

ao^'*-Hûfia:'*-*H-..  .-f-a„_,ar  -f-  a^  =  Fn{sp)j 

aoa:«--*H-a|a:«-»-+-.. .-+- a^-jar-h  a«--i  =  F«_|(ar), 
•• «f 

¥n(x\  )  F«(a:;  )  . . .  F«(a:;,, )  =  *«  (a«), 

Si  Ton  connaît  ^//_i(«/i_i),  la  valeur  de  ^,t(a„)  s'en 
déduil  immédialcment  par  de  simples  diflerentialions. 
En  eilet,  on  a 

*«(««)  =  «;?  -H  G,  a;j'-»  -h ...  4-  C,„-, an  -f-  G;„ 

où 

6. 


'I» 


En  verlu  de  la  relation 


6o  -^ -'  4-  6, 


-*-  «'«i-l   — > r-  Om . =  O 


(  '»>  ) 

ou 


'-r.b- 


dam  bm.  I         dum^ 


*n—fn 


-h  61  3- h...4-6m-f  —1-; 

OU  y  plus  gënëraleineiil, 


d  dr-l^„(an) 


bx 


011  trouve 


^m  \       dan-m  daa-m-¥\         "         "*       dUn-i  J 

• • î 

''àm\    *     dan -m               ^dan-m^X         '"           '"*       Û?<»«-1     /' 
■ 1 

C,  =  1  \d'n-i<pja^)'i 

(m  — i)i,„\   ^  dan-m         ^  dan-m+i         "        "*   ^  dan-ij 

En  désignant  respectivement  par  A^  et  A^i.i  les  dis- 
criminants des  équations  F„(x)  =  o,  Vn^i  ('^)  =  Oi  ^^ 
en  faisant 

m  =  n — I,         b^  =  noQj         t,=(/i  —  i)flrii         •••> 


(  '"  ) 

on  obtient 

=  (-1)"  (V)  ^  (F*;  )  F(x;  )...  F(x',..  ) 

=  (-0"  ^"*"^  ^  («r*  -^  G,ar«-f-  G,ar'-+-. .  .-h  Cn-,a«  -h  C„_,) 
=  C'oar *  -t-  C,  ar^  H-  C;  aS"»  -^-. . .-+-  G;_, an  ■+-  C^.^, 


ou 

et,  en  vertu  de  la  relation 


ou 

*  =  «— l 

■3-7-  = >(n  — A:-4-i)ajfe-i  -r .  ;._.    > 

*  =  t 

r'      -  _L  /f(l^\ 

= nao— ,  — -  -t-(/î  — i)at      ."  '  +...-+- a  a„_, -r-2-î   I, 

2art_,  L  <^ai  ^  '         àax  àun-t  J 

■  ••■•••••■•••a  ••■■.••••■■■•••••■•••••••••■••••■•■<■••••■■••••••••  •  ■ 

'       1.2. ..(/i — 2)\  da'i'*  /«.=o 

I        r      rfc;    ,      ,    dc'i  rfc,  1 


a2-' 


(J.-A.  Serret,    Cours  d' Algèbre  supérieure,  t.  I, 
p.  461  ;  i885.) 
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SUR  LORIINTATION  DBS  SYSTÈMES  DE  DROITES  ('); 

Par   m.    g.  HUMBERT. 


V.  —  Lieu  des  foyers  d'un  faisceau  tangentiel 

DE    coniques. 

20.  Soient  deux  coniques  A  et  B  ayant  respective- 
ment pour  foyers  réels  les  points  /  et  /',  g^  et  ^  :  le 
lieu  F  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  même 
quadrilatère  que  les  coniques  A  et  B  est,  d'après  la  théo- 
rie générale,  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  systèmes 
de  droites  M/  et  M/',  M  g  et  Mg^  aient  mômes  bissec- 
trices. 

Rien  n'est  plus  facile  que  d'obtenir,  en  partant  de  là, 
réquation  du  lieu  :  on  trouverait  une  cubique,  passant 
par  les  points  cycliques  du  plan,  et  ayant  une  asymptote 
parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  segments 
//'  ^^  SS'^  c'est-à-dire  les  centres  des  coniques  A  et  B. 

Cette  cubique  peut  être  déterminée  par  points  d'une 
manière  très  simple. 

La  conique  A  a  deux  foyers  imaginaires,  qui  s'obtien- 
nent en  joignant  /  et  /'  aux  points  cycliques  1  et  J,  et 
en  prenant  les  intersections  des  droites  ainsi  obtenues^ 
ces  deux  nouveaux  points,  fi  et/',,  sont  aussi  sur  le 
lieu  des  foyers  F. 

De  même,  si  l'on  joint  les  points/  eif  aux  points  g 
et  g',  les  droites  fg  et  /'g\  /g'  ^^f  g  se  coupent  respec- 


(•)    Voir  même  Tome,  p.  37. 
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tivciiieiit  en  deux  nouveaux  points,  k  et  A',  qui  sont 
sur  F,  d'après  la  propriété  fondamentale  de  ce  lieu. 

Il  y  a  plus:  les  couples  de  points  y*|  ety,,  ÂretA"'jouent 
le  même  rôle  que  les  cou[)lcsy*ety'  ou  g  et  g',  l-a  pro- 
position est  évidente  pour  les  points /i  et/',  qui  sont  des 
foyers  d'une  des  coniques  du  faisceau;  on  peut  montrer 
de  même  que  A^  et  A'  sont  aussi  les  foyers  d'une  de  ces 
coniques  :  en  eifet,  une  conique  du  faisceau  a  un  foyer 
en  A",  puisque  A  est  sur  F;  le  second  foyer  réel  de  celte 
conique  est  nécessairement  en  Ar',  car  soit  A',  ce  foyer  : 
les  systèmes  de  droites  fg^  fg'  et  fh^  fh\  ont  même 
orientation,  d'après  la  propriété  fondamentale  de  F; 
les  droites  yg-  v\.fh  coïncidant,  il  en  est  de  même  de  f^ 
eifk\^  ce  qui  prouve  que  A',  est  sur  la  droite /'A"';  il  est 
également  sur  la  droite  f'h!  et  coïncide  par  suite  avec  A'. 

En  d'autres  termes,  le  lieu  F  peut  être  défini,  au 
moyen,  des  trois  couples  de  points  y  et  y,  ^  etg',  I  et  J, 
de  la  manière  suivante  :  on  joint  deux  à  deux  les  points 
de  deux  de  ces  couples 5  on  obtient,  parles  intersections 
des  droites  ainsi  construites,  un  nouveau  couple;  en 
opérant  de  la  même  manière  sur  ce  nouveau  couple  et 
sur  le  troisième,  on  obtient  un  cinquième  couple,  et  l'on 
continue  ainsi  indéfiniment  en  combinant  deux  quel- 
conques des  couples  obtenus  ;  tous  ces  couples  sont  sur  F. 
On  reconnaît  la  construction  discontinue  donnée  par 
Schrôter  pour  les  courbes  du  troisième  ordre  ;  les  couples 
de  points  considérés  sont  des  couples  de  pôles  conju- 
gués ou  couples  steinériens ;  ils  jouissent  de  la  propriété 
que  les  tangentes  menées  à  la  cubique  aux  deux  points 
d'un  couple  se  rencontrent  sur  la  courbe. 

21.  On  peut  dire  d'après  cela  que  le  lieu  des  foyers 
des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  est  une 
cubique  circulaire,  dont  les  tangentes  aux  points  cy- 
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cliques  se  coupent  sur  la  courbe;  ou,  plus  simplement, 
une  cubique  circulaire  qui  passe  par  son  foyer  singu-' 

lier. 

Réciproqueiiicnl,  toute  cubique  circulaire  passant  par 
son  foyer  singulier  peut  être  considérée  comme  le  lieu 
des  fojers  de  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  :  il 
suffit  de  prendre  sur  cette  cubique  deux  couples  steiné- 
riens  quelconquesjy  ety*',  g  et  g\  du  même  système  que 
le  couple  formé  par  les  points  cycliques,  et  la  cubique 
est  le  lieu  des  coniques  du  faisceau  tangentiel  déterminé 
par  deux  coniques,  quelconques  d'ailleurs,  ayant  respec- 
tivement pour  foyers  les  pointsyety,  g  et  g^. 

a.  Les  propositions  démontrées  plus  haut  relative- 
ment aux  centres  harmoniques  prennent  une  forme 
assez  simple  si  Ton  observe,  avec  Laguerre,  que  le 
centre  harmonique  a  de  deux  points  yety'  par  rap- 
port à  un  point  M  est  sur  la  circonférence  passant 
par  M. /et/',  et  que  les  points  M,  a^ff  divisent  har- 
monîquement  cette  circonférence. 

far  un  point  M,  du  lieu  F  des  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère,  et  par  les  foyers  f  et  f  de  l*  une 
quelconque  de  ces  coniques,  faisons  passer  un  cercle  et 
prenons,  sur  ce  cercle,  le  point  a,  qui,  avec  les  points 
M,  f  f  ^  divise  harmoniq uement  la  circonférence  : 
d'après  un  théorème  établi  plus  haut,  le  point  a  décrit 
un  cercle  tangent  en  M  à  la  courbe  F. 

Oa  voit  aisément  que  ce  cercle  passe  par  le  point 
obtenu  en  prolongeant  d*une  longueur  égale  à  elle- 
même  la  droite  qui  va  de  M  au  foyer  singulier  de  la 
cubique. 

Si  la  courbe  F  a  un  point  double,  le  centre  harmo- 
nique des  deux  points  d'un  même    couple  /  et/' par 
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rapport  a  ce  point  double  est  un  point  fixe  :  d'après  ce 
qui  a  été  dit  au  n^  19,  la  courbe  F  n'aura  de  point  double 
que  si  le  faisceau  de  coniques  qui  sert  à  la  définir  con- 
tient un  cercle^  le  point  double  est  alors  le  fojer  ou 
centre  du  cercle.  Donc  : 

Si,  par  les  foyers  f  et  f  de  l'une  quelconque  des 
coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un 
cercle  de  centre  o,  et  par  le  point  o,  on  mène  une  circon- 
férencey  cette  circonférence  passe  par  un  second  point 
fixe  d  qui^  avec  les  points  o^  f  et  f^  la  divise  har» 
moniquement.  Le  segment  oo'  a  pour  milieu  le  foyer  sin- 
gulier de  la  cubique  lieu  des  îoyevsff, 

La  courbe  F  est  alors  ce  que  Quételet  appelle  une 
focale  à  nœud;  une  focale  à  nœud  est,  d'après  ce  qui 
précède,  une  cubique  unicursale  passant  par  les  points 
cycliques  et  par  son  foyer  singulier.  On  peut  la  définir 
aussi  comme  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de  grandeur 
variable  dont  les  côtés  passent  par  deux  points  fixes^ct 
f\  et  la  bissectrice  par  un  troisième  point  fixe  o. 

23.  On  rencontre  cette  courbe  dans  un  problème 
assez  intéressant  de  la  Géométrie  de  l'espace. 

Cliasles  a  fait  voir  que  le  lieu  des  pieds  des  normales 
à  un  système  de  quadriques  bomofocales,  contenues 
dans  un  plan  donné  P,  est  une  focale  à  nœud,  et  nous 
avons  démontré  que  le  lieu  des  foyers  des  sections  faites 
par  le  plan  P  dans  les  quadriques  homofocales  coïncide 
avec  le  lieu  de  Cbasles.  On  peut  d'ailleurs  établir  direc- 
tement que  le  lieu  des  foyers  est  une  focale  à  nœud, 
en  s'appuyant  sur  les  principes  généraux  énoncés  au 
commencement  de  ce  travail,  et  en  déduire  quelques 
propriétés  géométri(jucs  simples. 


(  »27  ) 

24.  Cherchons,  en  effet ^  Téquation  tangentielle,  dans 
le  plan  P,  des  coniques  communes  à  ce  plan  et  aux  sur- 
faces homofocales. 

Il  j  a  deux  quadriques  du  système  homofocal  qui  tou- 
chent une  droite  donnée;  donc  deux  des  coniques,  dans 
le  plan  P,  touchent  une  droite  de  ce  plan,  et  Ton  en 
conclut  aisément  que  l'équation  générale  cherchée  con- 
tiendra un  paramètre  0  au   second  degré.  Elle  sera  de 

la  forme 

A6»h-B6-hG  =  o, 

et  Ton  pourra  supposer  que  les  coniques  A  =  o  et 
C=  0  sont  deux  quelconques  des  coniques  du  système. 
Or  parmi  ces  coniques  figure  celle  qui  se  compose 
des  deux  points  cycliques  du  plan  P,  puisque  le  cercle  à 
rinfini  fait  partie  du  système  homofocal  ;  on  peut  donc 
supposer  que  Ton  a 

elTéquation  devient 

(M«-+-«'»)e»-i-BO-+-G  =  o. 

Les  coniques  ainsi  représentées  sont  homofocales  aux 

coniques 

BdH-C  =o, 

qui  appartiennent  à  un  même  faisceau  tangenliel. 

Cette  remarque  suffit  pour  établir  que  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  est  une  cubique  circulaire,  passant 
par  son  foyer  singulier;  observons  maintenant  qu'une 
des  quadriques  du  système  homofocal  touche  le  plan  P, 
el,  par  suite,  une  des  coniques  se  réduit  (au  point  de 
vue  tangentiel)  au  point  de  contact  compté  deux  fois^ 
ce  point  est  donc  un  point  double  de  la  cubique,  qui 
est  dès  lors  une  focale  à  nœud. 

Si  maintcMiant  on  désigne  par  f  et  f,  g  et  ^',  les 


(  '«8) 
loyers  de  deux  des  coniques,  la  focale  à  nœud  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  foyers  des  coniques  tan- 
gentes aux  droites /g^,  f^ yf^ g^f  g'i  et,  puisqu'elle  a  un 
point  double,  ces  quatre  droites  doivent  nécessairement 
toucher  un  cercle  décilt  du  point  double  comme  centre. 

23.  On  peut  donc  énoncer  les  propositions  sui- 
vantes : 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  dans  une  série 
de  quadriques  honiofocales  par  un  plan  P  est  une  fo- 
cale à  nœud  y  dont  le  point  double  est  le  point  de  con^ 
tact  o  du  plan  P  avec  la  quadrique  du  système  qui 
touche  ce  plan. 

Si  par  le  point  o  et  les  foyers  f  et  f  de  Vune  des 
coniques  d'intersection  on  fait  passer  un  cercle,  ce 
cercle  passe  par  un  second  point  fixe  o'  qui,  avec  les 
points  o ,  f  et  f  y  divise  harmonif/uenient  la  circonfé- 
rence. 

Le  segment  oo'  a  pour  milieu  le  foyer  singulier  ^ 
de  lajocale;  ce  point  ^  est  le.  foyer  de  la  parabole  qui 
figure  parmi  les  coniques  d  intersection.  ' 

Les  quatre  droites  qui  joignent  les  foyers  réels  de 
Vune  des  coniques  d 'intersection  aux  foyers  réels  d'une 
autre  de  ces  coniques  touchent  un  même  cercle  qui  a 
pour  centre  le  point  o. 

En  particulier  : 

Les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  oii 
deux  coniques,  focales  Vune  de  l'autre,  sont  coupées 
par  un  même  plan  forment  un  quadrilatère  circon- 
scriptible  à  un  cercle. 


d*où 


(2) 

S  p  <fv  <fv'  =  o. 

Or  on  a 

,_  rsxp-i-K)v  — xsvp 

n 

n  étant  le  module  du  vecteur  qui  figure  au  numérateur,  mais  K 
étant  une  fonction  de  T'p,  on  a 

K'  étant  la  dérivée  de  K  prise  par  rapport  à  T*p;  d'où 

X  =  2K'p 
ety  par  suite, 


,__  (2K'T«p-hK)v  — aK>Svp  ^  Av-hBp, 


9 


donc 


_  ,       nidX^-h  A  c?v  -H  rfB  p  -h  B  rfp)—  </n(  A  v  -h  B p) 

OV    =    r 

et  la  condition  (2)  devient 

(ndX  —  A  dn)  Svp  <fv  =  o, 
ou 

rt  dA  —  A  dn  =  o, 
ou  enfin 

n  =  CA  =  C(2K'T«pH-K), 

G  étant  une  constante,  ce  qui  montre  que  n  doit  être  une 
fonction  de  T*p. 
Or  on  a 

/i«=4K'*T*p-t-4KK'Tîp  +  K« 

-H  4K'>S»vp  T»p  —  4K'S«vp(aK'T«p  -f-  K) 
=     4K'(K'T«p  -+-  K)  (T>p  —  S^vp)-^  K«, 

et  cette  expression  de  n>  ne  peut  être  une  fonction  de  T>p 
que  si  l'on  a 

K'=o        ou        K'T>p-hK  =  o. 

La   première  hypothèse  donne  Thomothétie  et  la  seconde 
rinversion. 

On  vérifie  d'ailleurs  très  simplement  que  l'inversion  conserve 
bien  les  lignes  de  courbure. 

3* 
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On  a,  en  eiïet,  dans  ce  cas, 
d'où 

'—  ap  Svp  —  vT'p 

,   _  T«p(2pSpflfv-harfpSvp — ivSprfp— </vT«p)— 2Sp</p(2pSvp  —  vT*p) 
''  ~  T^p  ' 

ou,  en  remplaçant  dp  par  Râfv, 

.  ,_  (aRSvp  — T«p)(T«p^fv  — aSpf/vp) 

T*  p  ' 

ou  enfin 

ce  qui  montre  bien  que  les  lignes  de  courbure  se  correspondent 
sur  les  surfaces  (A)  et  (A'). 

On  voit  en  même  temps  que,  si  Ri  et  Rj  sont  les  rayons  de 
courbure  principaux  de  la  surface  (A),  R\  et  R'^  ceux  de  la 
surface  (A'),  on  a 

'~  2R,Svp  — T«p'  *~  2R,Svp--T»p' 

on  déduit  de  là 

ou,  en  divisant  par  Tp, 

'•(À-.  +  R;)-^'-'(ïïi-^R^)  =  '"=°^^' 

r  et  r'  désignant  les  longueurs  OA  et  OA'  respectivement,  et  X 
l'angle  du  rayon  vecteur  avec  la  normale  à  Tune  ou  l'autre  des 
surfaces  (A)  et  (A'). 


(  '5*) 


Question  1478. 

Par  un  point  O  de  Vespace,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  trois  pians  diamétraux  conjugués  d'une  qua- 
drique  et  on  mène  le  plan  passant  par  les  pieds  de  ces  trois 
perpendiculaires.  Ce  plan  et  les  plans  analogues  obtenus 
en  faisant  varier  le  système  des  trois  plans  diamétraux 
conjugués  passent  par  un  même  point  M.  Trouver  le  lieu 
du  point  M  lorsque ,  le  point  0  restant  Jixe^  la  quadrique 
tourne  autour  d'une  droite.  (^Pellet.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.  Genty. 
Soient 

réquation  de  Tellipsoïde  ;  a,  ^  et  -^  les  vecteurs  de  trois  demi- 
diamètres  conjugués  de  cette  surface  et  o)  le  vecteur  du 
point  O.  Les  pieds  Ai,  Bi  et  G|  des  perpendiculaires  abaissées 
de  ce  point  sur  les  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  Tellip- 
soîde  auront  pour  vecteurs 

VVPyV'^VPt       VVTgVœVYg       VVa3V(oVa3 , 
T«VpY        '  T*VYa        '  T^'a?        ' 

or,  a,  p,  Y  ^^^"^  trois  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde, 

on  a 

S  p^pa  =  0,        S  Y©a  =  o  ; 
d'où 

K  étant  un  facteur  scalaire;  on  aura  donc  pour  les  vecteurs 
des  points  Ai,  Bi  et  Ci  les  nouvelles  expressions 

V<paV(Dflpa       V«ppV<o<pp       V<pY  VtocpY 
~~Saoîa'    '      "Sp^î"?"    '         Sy?«y 

Mais;  si  l'on  pose 

cp»a  =  a,,         9»p  =  p,,         (pÎY  =  Yi» 
*i?  Pi  ^^  Y*  ^^'■^'^^  trois  orienteur^  rectangulaires  et  les  exprès- 


(  i6*  ) 

sions  vectorielles  ci-dessus  prendront  la  forme 
ou 

1  1  L 

Saiça,   ^  SPicppi^    «^  '  Syi<PYi^    * 

et,  si  Ton  porte  Torigine  au  point  O,  l'équation  du  plan  Aj  B|  G| 

sera 


So 


il  11 


1  1 


ou  encore 


i       i     \ 
i?Yi  V?*«i<?*?i  \ 

SûJo^Yi  / 


i       1       i 
S<p^ai<p*p,o«Yi=  o. 


(i)     Spl  —  '    Y ^  "• fJLmiJ — n  _| LiXii  <p   2^1  1-4-1  =  o 

\      Sto©*»!  Sa)cp*p|  Sa)<p*Yi  / 

Or  on  a 

Sai<pai-i-Sp,«pPi-hSYi?Yi=  '^î» 

/Tts  étant  un  invariant^de  la  fonction  <p. 

Donc  le  plan  (i)  passe  par  le  point  fixe  P  ayant  pour  vec- 
teur 

(1) 

Si  Ton  revient  à  l'origine  primitive,  le  vecteur  de  ce  point 

sera 

(mt~-(p)a> 

Au  lieu  de  supposer' que  Tellipsoïde  tourne  autour  d'une 
droite,  nous  pouvons  supposer  que  la  quadrique  est  fixe  et  que 
le  point  O  tourne  autour  de  la  droite. 

On  peut  alors  poser 

(D  =  X  -h  R  (  fi  cos  0  -f-  V  sin  6  ), 
X    étant    le    vecteur  du    centre   M    du    cercle    décrit    par    le 
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tion,  augmentée  et  entièrement  refondue,  par  E.  Boutv.  4  foï'^s  vo- 
lumes in-8  de  plus  de  4000  pages,  avec  1687  figures  dans  le  texte  ei 
i4  planches  sur  acier,  dont  a  en  couleur;  1885-1891.  {Autorisé  pnr 
décision  ministérielle,  )  Ouvrage  complet 7a  fr . 

On  vend  séparément  : 
Tome  I. 
(*)  !•'  fascicule.  —  Instruments  de  mesure.  Hydrostatique;  avec 

i5o  figures  et  i  planche 5  fr. 

a"  fascicule.  —  Physique  moléculaire-;  avec  93  figures 4  fr. 

Tome  II.  —  CuALBiR.  —  i5  fr. 

(*)  I"  fascicule.  —  Thermométrie.  Dilatations;  avec  98  figures.  5  fr. 

(*)  2*  fascicule.  —  Calorimétrie ; îii\(^ç,  48  figures  et  a  planches.  5fr. 

3'  fascicule.  —  Thermodynamique,  Propagation  delà  chaleur;  avec 

47  figures 5  fr. 

Tome  III.  —  Acoustique;  Oi>tioue.  —  aa  fr. 

I"  fascicule.  —  Acoustique;  avec  ia3  figures 4  Ir- 

(*)   a*   fascicule.    —   Optique  géométrique;   avec    189  figures   et 

3  planches 4  fr. 

3*  fascicule.  —  Etude  des  radiations  lumineuses j  chimiques  et  calo- 
rifiques. Opttque  physique;  avec  a^g  fig.  et  5  planches,  dont  a  planches 
de  spectres  en  couleur î4  fr. 

Tome  IV  (i™  Partie).  —  ELEcrniciTé  statique  et  dynauique.  —  i3  fr. 

i"  fascicule.  —  Gravitation  universelle.  Électricité  statique;  avec 
i55  figures  et  i  planche 7  fr. 

a"  fascicule.  —  La  pile.  Phénomènes  électrothermiques  et  électrochi- 
miques; avec  161  figures  et  i  planche 6  fr. 

Tome  IV  (a*  Partie).  —  Magnétisme;  Applications.  —  i3  fr. 

3*  fascicule.  —  Les  aimants.  Magnétisme.  Electromagnétisme.  In^ 
duction;  avec  a4o  figures 8  fr. 

4"  fascicule.  —  Météorologie  électrique.  Applications  de  l'électricité 
Théorie  générale,  avec  84  figures  et  i  planche 5  f r. 

Tables  générales. 

Tables  générales,  par  ordre  de  matières  et  par  noms  d'auteurs,  des 
quatre  volumes  du  Cours  de  Physique.  In- 8  ;  1891 o  fr.  60  c. 

Tous  lâs  trois  anSy  un  Supplément  destiné  à  exposer  les  progrh  accomplis  pen- 
dant cette  période  viendra  compléter  ce  grand  Traité  et  le  maintenir  au  courant 
des  derniers  travaux. 

{*)  Les  matières  du  pro(jrammc  d*u(l  mission  à  l'École  Polytechnique  sont  com- 
prises dans  les  parties  suivantes  do  l'Ouvru^jc  : 
Tome  I,  I"  fascicule;  Tomo  II    i"  et  a*  fascicule;  Tome  IIl,  2*  fascicule. 
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APPARTE>A3iT    A    l  .\    FAISCEAU    TANCEiSTIKL. 

%.  Nous  avons  démontré  au  n®  18,  comme  consé- 
quence d'une  proposition  fondamentale,  que  le  centre 
harmonique  des  n  foyers  réels  d*iine  courbe  appartenant 
à  un  faisceau  tangentiel  de  classe  n,  par  rapport  à  un 
point  du  lieu  F  correspondant,  reste  sur  un  cercle,  tan- 
gent en  ce  point  à  la  courbe  F. 

Par  des  considérations  d'un  autre  ordre,  on  arrive  à 
un  résultat  qui  complète  le  précédent  : 

Le  centre  harmonique^  par  rapport  à  un  point  du 
plan,  des  foyers  réels  de  chacune  des  courbes  d'un 
faisceau  tangentiel  décrit  un  cercle  (*). 

Ce  théorème  peut  recevoir  une  forme  plus  élégante  si 
Ton  observe  avec  F^aguerre  que  le  centre  harmonique 
des  foyers  réels  d'une  courbe  par  rapport  à  un  point 
coïncide  avec  le  centre  harmonique  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  qu'on  peut  mener  de  ce  point  à  la 
courbe.  Ainsi  : 

Le  centre  harmonique^  par  rapport  à  un  point  du 
plan,  des  points  de  contact  des  tangentes  qu'on  peut 
mener  de  ce  point  à  chacune  des  courbes  d'un  même 
faisceau  tangentiel  décrit  un  cercle. 

VII.  EXTENSIOJV    A    l'espace. 

27.  Il  ne  parait  pas  possible  d'introduire,  pour  un 
système  de  plans  disposés  d'une   manière  quelconque 


(^)  M.  Franklin,  dans  le  Mémoire  cité,  a  démontré  cette  proposi- 
tion que  nous  nous  étions  borné  à  énoncer. 

Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XII.  (Avril  iSgS.)  lo 
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dans  Tespace,  de  notion  géométrique  analogue  à  celle 
de  V orientation  d'un  système  de  droites  tracées  sur  un 
même  plan  \  aussi  nous  bornerons-nous,  dans  ce  qui  suit, 
au  cas  où  tous  les  plans  considérés  passent  par  une 
même  droite  :  on  peut  alors  étendre  à  l'espace,  sous 
cette  fornle  restreinte,  un  grand  nombre  des  résultats 
qui  précèdent  et  arriver  ainsi  à  des  propositions  inté- 
ressantes. 

On  dira  que  deux  systèmes  de  plans,  passant  tous  par 
une  même  droite,  D,  ont  même  orientation  lorsque  les 
systèmes  de  droites  obtenus  en  coupant  les  plans  par  un 
plan  perpendiculaire  à  D  ont  même  orientation.  Cela 
posé,  des  théorèmes  des  n***  3,  4  et  5  résultent  presque 
immédiatement  les  conséquences  suivantes  : 

Pour  quun  système  variable  de  n  plans  passant  tous 
par  une  droite  fixe,  et  dont  l'équation  contient  algé- 
briquement un  nombre  quelconque  de  paramètres, 
conserve  une  orientation  fixe^  il  faut  et  il  suffît  que 
lorsqu'un  ou  plusieurs  des  plans  du  système  viennent 
à  toucher  le  cercle  imaginaire  de  V infini  en  un  point  I, 
d'autj'es  plans  du  système,  en  même  nombre,  touchent 
(tu  même  instant  ce  cercle  en  un  autre  point  J. 

Les  points  I  et  J  sont  ceux  où  les  plans  normaux  a  la 
droite  fixe  coupent  le  cercle  à  Tinfini. 

Soit  une  famille  de  surfaces  dont  V  équation  dépend  al- 
géhriquement  d' un  nombre  quelconque  de  paramètres  : 
pour  que  l' orientation  du  système  des  plans  tangents 
qu^on  peut  mener  par  une  droite  donnée,  D,  à  cha- 
cune de  ces  surfaces  demeure  constante,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  surfaces  de  la  famille  qui  touchent  un  des 
plans  isotropes  passant  par  D  touchent  Vautre  plan 
isotrope  mené  par  cette  droite. 


(  ';^'  ) 

"arplaiiMof/'o/><?,  nous  entendons  un  plan  tangent  au 
<^epc)edel'intnn. 
En  particulier  : 

^à  un  faisceau  tangentiel  de  cônes  algébriques  de 
cuisse  rty  ayant  même  sommet  ;  par  une  droite  focale,  /, 
"^  '  un  d'eux,  menons  les  n  plans  tangents  à  l'un  quel- 
^'omfue  des  autres  :  fous  les  systèmes  ainsi  obtenus  au- 
tour de  la  droite  font  même  orientation , 

Réciproquement, 

Si  une  droite  f^  passant  par  le  sommet  commun  des 
^ones,  jouit  de  cette  propriété ,  c'est  une  focale  de  l'un 
"W  cônes  du  faisceau. 

Le  système  des  plans  tangents  menés  à  un  cône  algé- 
"n'que  de  classe  n  par  une  droite  issue  de  son  sommet 
^t  le  système  des  plans  qui  passent  par  la  droite  et 
chacune  des  n  focales  réelles  du  cône  ont  même  orien- 
talion,  (I.agukrre). 

De  la  combinaison  des  deux  dernières  propositions 
résulte  eellc-cî  : 

Le  lieu  des  focales  d*  un  faisceau  tangentiel  de  cônes 
algébriques  de  même  sommet,  déterminé  par  deux 
cônes  A  et  B  de  classe  /i,  est  un  cône  tel  que  si,  par  une 
de  ses  génératrices  et  les  n  focales  de  A ,  puis  les  n 
focales  de  B,  on  fait  passer  des  plans,  les  deux  sys- 
ternes  de  plans  ainsi  obtenus  aient  même  orientation . 

Eu  coupant  les  cônes  considérés  par  une  sphère  ayant 
pour  centre  leur  soinuiet  commun,  on  établit,  comme 
aun**  16,  le  théorème  suivant  : 

Si  une  courbe  sphérique  est  telle  que  de  chacun  de 
ses  points  n  arcs  de  grand  cercle  soient  vus  sous  des 


(  '3.  ) 
angles  dont  la  somma  est  un  multiple  fie  t:,  elle  con- 
serve  la  même  propriété  avec  une  infinité  d^ autres 
groupes  de  n  arcs  ayant  tous  leurs  extrémités  sur  la 
courbe,  (Daîiboux). 

Celle  courbe  peut  être  considérée  d'une  in  Unité  de 
façons  comme  le  Heu  des  foyers  d'un  faisceau  tangentiei 
de  courbes  spliériques  de  classe  /z,  et,  en  particulier, 
comme  le  lieu  des  foyers  des  courbes  spliériques  de 
classe  n  tangentes  aux  /z'-^  grands  cercles  qui  joignent 
n  points  de  la  sphère  à  n  autres  points  de  cette  surface. 

Les  deux  systèmes  de  n  points  ainsi  introduits  sont 
les  extrémités  d'un  même  système  de  n  arcs  de  grand 
cercle  convenant  à  la  première  définition  des  courbes 
qui  nous  occupent,  et  réciproquement. 

28.  11  est  aisé  de  trouver  Tordre  du  cône,  lieu  des 
focales  des  cônes  de  môme  sommet  cl  de  classe  n  appar- 
tenant à  un  faisceau  tangentiei.  Ces  cônes  sont,  en  efiet, 
coupés  par  le  plan  de  Tintini  suivant  des  courbes  ap- 
partenant aussi  à  un  faisceau  tangentiei,  et  le  problème 
revient  évidemment  au  suivant  :  étant  donné  un  fai- 
sceau tangentiei  de  courbes  planes  de  classe  /2  et  une 
conique  (le  cercle  à  Tinfini),  on  mène  les  tangentes 
communes  à  la  conique  et  à  une  quelconque  des  courbes 
du  faisceau;  trouver  le  degré  du  lieu  engendré  par  les 
points  de  concours  de  ces  tangentes  deux  à  deux,  lorsque 
Ton  fait  varier  la  courbe  dans  le  faisceau. 

Soient  t  une  tangente  quelconque  de  la  conique-,  A  la 
courbe  du  faisceau  qui  touche  t  :  il  est  clair  que  les 
points  du  lieu  situés  sur  t  sont  à  rintersection  de  cette 
droite  avec  les  2n — i  autres  tangentes  communes  à  la 
conique  et  à  la  courbe  A;  le  lieu  est  donc  d*ordre  2/î —  i . 

On  voit  facilement  que  ce  lieu  n'a,  en  général,  de 
point  double  que  si  une  même  courbe  du  faisceau  touche 


(  »33  ) 
la  conique  en  deux  points;  le  point  double  est  alors  le 
pèle,  par  rapport  à  la  conique,  de  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  de  contact.  Donc  : 

[jfi  lieu  des  focales  des  cônes  d'un  même  faisceau 
tangenliel de  classe  n  est  un  cône  d'ordre  'in  — i;  ce 
cône  n'a,  en  général ,  de  génératrice  double  que  si  un 
des  cônes  du  faisceau  est  doublement  tangent  au  cercle 
de  l'injini, 

^.  Si,  au  lieu  d\\n  faisceau  tangentiel  de  cônes 
ayanl  même  soininel,  on  considère  un  faisceau  tangen- 
liel de  surfaces  quelconques  de  classe  //,  les  résultats 
précédents  peuvent  encore  se  généraliser. 

Il  est  aisé  d'établir  tout  d'abord,  comme  au  n®  5,  que  : 

Si  les  plans  tangents  menés  par  une  droite  à  deux 
surfaces  de  classe  n  forment  deux  sj  sternes  de  même 
orientation,  les  n  plans  tangents  menés  par  cette  droite 
à  une  quelconque  des  surfaces  du  faisceau  tangentiel 
déterminé  par  les  deux  premières  forment  encore  un 
système  de  même  orientation  que  les  deux  sj  sternes 
primitifs. 

On  eu  conclut,  étant  donné  un  faisceau  tangenliel  de 
surfaces,  que  les  droites  qui  jouissent,  par  rapport  aux 
surfaces  du  faisceau,  de  la  propriété  précédente,  for- 
ment un  complexe. 

Il  est  aisé  de  déterminer  les  cônes  et  la  surface  des 
singularités  de  ce  complexe. 

Soit,  en  effet,  M  un  point  quelconque  der<\space^  Icîs 
coues  de  sommet  iNI  circonscrils  aux  surfaces  du  faisceau 
forment  eux-mêmes  un  faisceau  tangenliel  de  classe  72, 
t't  les  droites  du  complexe  issues  de  M  sont  évideni- 
mcJit,  d'après  ce  qui  a  été  dit  aux  n""  27  et  28,  les  fo- 
cales de  ces  cônes. 
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Les  cônes  du  complexe  sonl  donc  des  cônes  de  degré 
2/1 — I,  et  chacun  d'eux  coupe  une  sphère  ayant  son 
sommet  pour  centre  suivant  une  des  courbes  remar- 
quables rencontrées  plus  haut. 

Pour  qu'un  cône  du  complexe,  de  sommet  M,  ait  une 
génératrice  double,  il  faut,  en  général,  et  il  suffit  dans 
tous  les  cas,  qu'un  cône  de  sommet  M,  circonscrit  à 
Tune  des  surfaces  Â,  du  faisceau,  touche  deux  fois  le 
cercle  de  rintini  (n"  28);  ou,  en  d'autres  termes,  que 
la  sphère  de  rayon  nul  ayant  M  pour  centre,  soit  bilan- 
gente  à  la  surface  A.  Le  point  M  est  alors,  par  défini- 
tion, un  foyer  de  A,  c'est-à-dire  est  situé  sur  une  des 
focales  de  A,  en  appelant  focales  d'une  surface,  selon 
Fusage,  les  lignes  doubles  de  la  développable  circonscrite 
à  la  surface  et  au  cercle  de  Tinfîni. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Soit  un  faisceau  tangentiel  de  surfaces  de  classe  n  : 
les  droites  qui  jouissent  de  la  propriété  que  l'orienta^ 
tion  du  système  des  n  plans  tangents  menés  par  l'une 
d'elles  à  une  surface  du  faisceau  demewe  fixe ,  quand 
la  surface  varie  dans  le  faisceau ,  forment  un  complexe 
d'ordre  2/1  — 1. 

La  surface  des  singularités  du  complexe  est  le  lieu 
des  focales  des  surfaces  du  faisceau;  les  droites  singu- 
lières du  complexe  sont  les  tangentes  de  ces  focales. 

Tout  cône  du  complexe  coupe  une  sphère  ayant  son 
sommet  pour  centre  suivant  une  courbe,  qui  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  points  d'oii  Von  voit,  sur 
la  sphère,  n  arcs  de  grand  cercle  sous  des  angles  dont 
la  somme  est  un  multiple  de  ii. 

Le  cas  particulier  d'un  faisceau  tangentiel  de  qua- 
driques  est  intéressant;  on  verrait  aisément  que  le  lieu 
des  focales  des  qnadrîcjues  de  ce  faisceau  est  une  sur- 
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face  du  huitième  ordre.  Le  complexe  précédent  est  ici 
d'ordre  trois,  il  coïncide  avec  celui  que  déterminent  les 
génératrices  recti lignes  des  quadriques  homo focales  à 
celles  du  faisceau;  c'est  donc  ûa  cas  particulier  du 
complexe  formé  par  les  génératrices  des  quadriques  en 
nombre  doublement  infini  qui  touchent  sept  (et,  par 
suite,  huit)  plans  :  ce  complexe  et  sa  surface  des  singu- 
larités sont  bien  connus;  M.  R.  Sturm,  en  particulier, 
a  fait,  dans  le  Tome  70  du  Journal  de  Crelle,  une 
étude  détaillée  du  complexe  réciproque  /formé  par  les 
génératrices  des  quadriques  qui  passent  par  huit  points. 

30.  Pour  terminer,  nous  indiquerons  une  propriété 
intéressante  des  surfaces  algébriques  qui  ont  toutes  leurs 
focales  à  V infini.  L'équation  de  ces  surfaces,  en  coor- 
données tangentielles  rectangulaires,  est  semblable  à 
celle  des  courbes  planes  analogues,  étudiées  au  n°  6^  si 

ux  -^  K>y  -^  wz  +  />  =  o 

est  l'équation  du  plan,  Téquation  des  surfaces  considé- 
rées est  de  la  forme 

où  F/t  ety,i_2  sont  des  polynômes  homogènes  d'ordres 
«  et  n  —  2,  dont  le  premier  ne  contient  que  u,  i',  w. 

Menons  à  la  surface  (6)  des  plans  tangents  par  une 
droite  quelconque,  que  nous  pouvons  supposer  être 
l'axe  Oz,  puisque  Téquation  (6)  ne  change  pas  de  forme 
pour  une  transformation  rectangulaire  des  coordonnées. 
Les  valeurs  proportionnelles  de  a  et  i^  qui  correspondent 
à  ces  plans  tangents  s'obtiennent  en  faisant  \v  =  o  el 
p  =  o  dans  (6);  on  trouve  ainsi 

3>(a,r)=  ¥„(u,  P,  o)— (a2-ht'2)/n-2(/^  i^,o,o)-  o. 
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L^orien talion  du  système  des  plans  tangents  considé- 
rés est  donnée  par  Tex pression 


c'est-à-dire  par 


elle  est  donc  la  même  cjue  celle  du  système  des  plans  tan- 
gents menés  par  O^  à  la  surface 

qui  est  une  courbe  de  la  classe  n  située  dans  le  plan  de 
l'infini.  Or  Torientation  du  système  des  plans  tangents 
menés  à  cette  courbe  par  la  droite  Oz  est  celle  des  plans 
tangents  menés  par  Oz  au  cône  de  somoiet  O  dont  les 
génératrices  s'appuient  sur  la  courbe,  et,  par  suite  (n°  27), 
cette  orientation  est  la  même  que  celle  des  plans  menés 
par  O2  et  par  les  n  focales  réelles  du  cône  précédent. 

La  direction  de  ces  focales  est  d'ailleurs  indépen- 
dante du  point  qu'on  a  choisi  pour  sommet  du  cône, 
puisque  les  cônes  qui  passent  par  une  même  courbe  à 
l'infini  sont  parallèles  enlre  eux.  En  d'autres  termes  : 

«Si  une  surface  algébrique  de  classe  n  a  toutes  ses 
focales  à  l^ infini,  l'orientation  du  sjstème  des  n  plans 
tangents  quon  peut  lui  mener  par  une  droite  quel^ 
conque  de  l'espace  est  la  même  que  celle  du  système 
des  n  plans  qu'on  peut  mener  par  la  droite  parallèle- 
ment  à  n  directions  fixes. 

Les  n  directions  fixes  sont  évidemment  celles  des  n 
focales  réelles  du  cône  qu*on  peut  circonscrire  à  la  sur- 
face à  partir  d'un  point  quelconque  de  Fespace. 
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DÉIONSTRATIONS  DTK  THÉORÈME  DE  STEIXER 
ET  hm  THÉORÈME  DE  NEWTO!V; 

Par  m.  R.  GODEFROY, 
Ancien  élève  de  l'Érole  Polytechnique. 


I.   Le  théorème  de  Steincr  est  le  suivant  : 

Le  point  de  concours  des  hauteurs  de  tout  triangle 
circonscrit  à  la  parabole  est  sur  la  directrice. 

I.a  démonstration  que  nous  allons  en  donner  repose 
sur  ces  deux  propositions  connues  : 

i**  Si  par  chaque  point  d*une  tangente  à  une  para- 
bole P,  on  mène  la  perpendiculaire  à  la  deuxième 
tangente  issue  de  ce  point ,  toutes  ces  perpendiculaires 
et  la  tangente  elle-même  enveloppent  une  paraboleV . 
Les  axes  de  P  etV sont  rectangulaires . 

a"  Un  triangle  étant  circonscrit  à  une  parabole,  le 
diamètre  correspondant  au  point  de  contact  d'un  côté 
et  les  parallèles  menées  de  ses  extrémités  aux  côtés 
opposés  du  triangle  sont  concourantes, 

Voîci  cette  démonstration  :  le  triangle  ABC  (Jig*  i) 
étant  circonscrit  à  une  parabole  P,  la  parabole  P'^  dont 
il  est  parlé  ci -dessus,  qui  touche  les  perpendiculaires 
RB',  CCf  à  AR,  AC  est  tangente  à  BC  au  point  D,  où  la 
tangente  de  P  perpendiculaire  à  BC  rencontre  cette 
droite.  Le  diamètre  de  P  issu  de  ce  point,  ét«nt  paral- 
lèle à  Taxe  de  P'est  perpendiculaire  à  Taxe  de  P;  mais, 
il  passe  par  le  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à  P  : 
c'est  donc  la  directrice  de  cette  courbe.  Cette  droite  doit 
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passer  au  point  de  reucoiitre  des  parallèles  menées  de  B 
et  C  aux  tangentes  BB',  CC  de  P.  Ces  parallèles  étant 
deux  des  hauteurs  du  triangle  ABC,  il  est  démontré  que 

Flg.  I. 


le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  est  sur  la 
directrice  de  la  parabole. 

Nous  ne  donnons  ici  cette  démonstration  c]u*en  raison 
de  sa  nouveauté;  elle  n'a  pas,  il  faut  Tavouer^  une 
grande  simplicité.  Il  nVn  est  pas  de  même  des  résultats 
qui  suivent. 

II.  Ces  deux  théorèmes  : 

Le  centre  de  toute  conique  inscrite  à  un  quadrilatère 
est  sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales 
(  Ne wToiv  )  ; 

Les  hauteurs  de  tout  triangle  circonscrit  à  la  para^ 
bolese  coupent  sur  la  directrice  (Steijver) 

peuvent  «e  déduire  Tun  de  Tantre.  Nous  allons  d^abord 
établir  cette  relation,  donner  ensuite  du  théorème  de 
Newton  ui^e  démonstration  directe,  et  énoncer  en  ter- 
minant une  propriété  projective  des  sections  coniques 
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qui  aura  déjà  nalureileinent  apparu  parmi  les  résultats 
que  nous  allons  d*abord  obtenir. 

Partons  du  théorème  de  Steiner.  Nous  projetons  In 
parabole  suivant  une  conique  dont  le  centre  0{/ig.  2) 
est  la  projection  du  foyer  de  la  parabole.  La  directrice 
se  projette  suivant  une  droite  à  rinfini  et  le  triangle  cir- 
conscrit à  la  parabole  suivant  le  triangle  ABC  circonscrit 

Fig.  2. 


c 


à  la  conique.  La  tangente  au  sommet  de  la  parabole  et  la 
droite  de  l'infini  de  son  plan  se  projettent  respectivement 
suivant  les  tangentes  parallèles  A'B'C,  A^B"C"  de  la 
conique.  Les  rayons  focaux  des  points  où  cette  tangente 
au  sommet  rencontre  les  côtés  du  triangle  donnent  dans 
la  projection  les  droites  OA',  OB',  OC.  Les  hauteurs  du 
triangle  sont  parallèles  à  ces  rayons  :  leurs  transformées 
seront  les  droites  A  A'',  BB'',  CC  passant  aux  points  où 
OA',  OB',  OC  rencontrent  la  tangente  A'B'C  Les 
hauteurs  se  rencontrant  sur  la  directrice,  les  droites 
A  A'',  BB",  ce  se  rencontrent  sur  une  droite  à  l'infini, 
autrement  dit,  sont  parallèles.  Ce  résultat  équivaut  au 
théorème  de  Newton.  On  en  déduit,  en  effet  (en  consi- 
dérant les  triangles  AA' A%  BB'B",  CCC  dans  lesquels 
O  est  le  milieu  commun  dès  trois  côtés  A' A",  B'B",  (y  C"), 
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qu'une  même  droite  contient  le  centre  de  la  conique  et 
les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit 
ABCA'B'C. 

M.  Johu.-C.  Moore  a  donné  du  théorème  de  Steincr 
une  démonstration  remarquable  qui  |)erniet  de  le  re- 
garder comme  une  conséquence  immédiate  du  théorème 
de  Ih'ianchon  (voir  Salmon,  Sections  coniques,  Ch. 
XIV,  p.  4i4)'  Ce  procédé,  ne  faisant  usage  que  de  pro- 
priétés projecriv  es,  est  applicable  au  théorème  de  New- 
ton.  Nous  avons  ainsi  la  démonstration  suivante. 

Soit  le  quadrilatère  ABCA'B'C  (Jlg-  2)  circonscrit  i\ 
une  conique.  Les  droites  qui  joignent  chaque  point  de 
rencontre  de  deux  côtés  au  point  de  rencontre  des  tan- 
gentes parallèles  aux  deux  autres  sont  parallèles.  Ainsi 
BB",  ce  sont  parallèles  en  vertu  duthéorèmede  Biîaii- 
chon  appliqué  à  Thexagoneoc  BC  3oB"C"oc  formé  par 
les  six  tangentes  issues  des  points  B,  C,  IV,  C^.  Les  trois 
droites  BB",  C(/,  ocoo  sont  concourantes,  autrement  dit 
BB'^,  Ç!XJ'  sont  parallèles:  même  démonstration  pour  la 
droite  A  A"  associée  à  Tune  des  précédentes. 

Ceci  établi,  le  théorème  de  Newton  b'en  déduit  de 
suite  comme  ci -dessus. 

On  peut  même  éviter  d'invoquer  le  théorème  de 
Brianchon,  en  procédant  de  la  manière  suivante. 

Les  droites  BB",  CC"  {fig*  a)  engendrent,  lorsque 
B^^C^Voule  sur  la  conique,  des  faisceaux  homographiques 
où  trois  couples  sont  formés  de  rayons  parallèles  (pour 
les  positions  ou  B'^C'^  coïncide  avec  un  côté  du  triangle 
ABC);  par  suite,  BB'',  CC  sont  parallèles,  d'où  se  con- 
clut immédiatement  le  théorème  de  Newton. 

Ces  deux  dernières  démonstrations,  et  surtout  la 
seconde,  se  développent,  comme  on  le  voit,  en  quelques 
lignes  :  elle  sont  d'une  simplicité  qui  ne  laisse  rien  à 
désirer. 
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Ce  fait  que  les  droites  AA*,  BB",  CC  sont  parallèles 
Il Vst  eu  définitive  qu'une  forme  projeclive  spéciale  du 
iliéorème  de  Newton.  On  en  déduit  de  suite,  par  pro- 
jection, le  théorème  suivant  : 

Deiix  quadrilatères  ABCA'B'C,  a^iva'^Y  ^^^^^ 
circonscrifs  à  une  conit/tie;  si  les  points  île  rencontre 
(les  côtés  homologues  son/  en  ligne  droite,  cette  même 
droite  contient  le  point  de  concours  des  six  droites 
Aa',B?',CY',  A'a,  B'?,  C'y, 

et  son  corrélatif  que  nons  n'énonçons  pas. 

Ces  deux  théorèmes  sont  susceptibles  d'être  présentés 
sous  une  forme  différente;  on  peut  dire  en  effet  : 

m 

Deux  triangles  homologiques  étant  circonscrits  à 
une  conique,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  de 
l'un  aux  points  où  une  tangente  quelconque  coupe  les 
côtés  correspondants  de  l'autre  concourent  sur  l'axe 
d'homologie, 

et  corrélativement  : 

Deux  triangles  homologiques  étant  inscrits  à  une 
coniçuey  les  rayons  menés  d^un  point  quelconque  de 
la  conique  aux  sommets  de  l'un  rencontrent  les  côtés 
correspondants  de  l'autre  en  trois  points  en  ligne 
droite  ai^ec  le  centre  d'homologie. 

Ces  théorèmes  se  démontrent  directement,  de  la  ma- 
nière la  plus  simple,  au  moyen  des  théorèmes  de  Brian- 
chon  et  de  Pascal.  Il  n'expriment  pas  autre  chose,  du 
reste,  que  ces  propriétés  fondamentales,  mais  appliquées 
k  des  systèmes  de  tangentes  et  de  points,  combinés  de 
manière  à  présenter  à  l'esprit  une  image  différente. 
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APPLICATION  DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS  ; 

Par  m.  E.  AMIGUES. 


I.  Je  me  propose,  dans  celte  Note,  d'étendre  aux 
variables  imaginaires  une  formule  donnée  par  M.  Weier- 
strass  pour  les  variables  réelles,  et  de  montrer  qu*avec 
cette  formule  plus  générale  on  peut  trouver  les  coor- 
données de  certains  centres  de  gravité  au  niojen  du 
calcul  des  résidus. 

Supposons  que  le  point  qui  représente  une  variable  z 
décrive  une  courbe  C.  Le  point  qui  représente  la  fonction 

décrira  une  courbe  C  et  celui  qui  représente  la  fonction 

décrira  une  courbe  CJ'. 

On  appellera  naturellement  points  correspondants 
les  trois  points  donnés  par  une  même  valeur  de  z,  et 
éléments  correspondants  trois  éléments  limités  à  chaque 
bout  par  trois  points  correspondants. 

A  chaque  élément  de  la  courbe  CJ  on  applique  uu 
poids  égal  à  l'élément  correspondant  de  la  courbe  C  et 
Ton  se  propose  de  trouver  le  centre  de  gravité  d'un 
pareil  système. 

Soient  Xq^  ^q  les  coordonnées  de  ce  centre  de  gravité 
et  soit  [JL  une  quantité  ayant  ce  point  comme  affixe,  de 
telle  sorte  que  l'on  ait 

Posons 
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i-e  qui  montre  que  Pet  Q  sont  les  coordonnées  du  point 
de  la  courbe  C  qui  correspond  au  point  z  de  la  courbe  C. 
On  a  les  deux  équations  suivantes 

Xfi  C mQà[o\z)dz]=    fp  mod[^'{z)dzl 

yo  fmod[o'(z)dz]=    f  Q  moû[o'iz)  dz\\ 
multipliant  la  seconde  équation  par  i  et  ajoutant 

(A)  Il  I  mod[o'{z)dz]=:    j  /(z)mod[^'(z)dz]. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  courbe  C  soit  un 
segment  de  Taxe  des  x  compris  entre  les  abscisses  aet  b^ 
a  étant  la  plus  petite.  Supposons  aussi  que  la  courbe  C 
soit  appliquée  sur  Ox,  Supposons  enfin  que  la  quantité 
p'(x)  reste  positive  quand  a:  varie  de  a  k  b.  Dans  ces 
conditions 

iikoàdz  =  dXy        modo'(<5)  =  ^(j*) 

et  la  formule  (A)  devient  la  formule 

(B)  \k  f   o'{x)dx=    1     f{x)f:^{x)dx. 

C'est  la  formule  de  M.  Weierstrass,  dont  on  trouvera 
une  dénnonstration  directe  dans  le  Cours  d' Analyse  de 
M.  Hermîte. 

!2.  Nous  allons  mettre  la  formule  (A)  sous  une  autre 
forme, en  supposant  que  lacourbe  Cet  la  courbe  C'' soient 
connues^  la  courbe  C  demeurant  arbitraire.  La  courbe 
C  étant  connue,  la  quantité 

-c  =  X  -\-yi 
est  une  fonction  connue  de  t.  On  a  donc,  d'une  part, 

modt/s  =  s/dx^-^dy^  —  'k{t)df. 
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d'autre  pari 

iiz  —  dx  -\-  idy  =  ^{t)di. 

On  en  conclut 

mod  dz       \(t) 
dz       '^  p{t)' 

éliminant  t  entre  cette  équation  et  celle  qui  donne    z 
en  fonction  de  f ,  on  a 

(0  -^^  =  F(;.). 

D'un  autre  côté,  la  courbe  C  est  connue,  c'est-à-dire 

que  la  fonction  o(z)  est  donnée;  il  en  est  de  même  do 

.(p'(z).  Alors  z  est  une  fonction  connue  de  <,  <p'(s)  est 

aussi   une  fonction  connue  de  t  et  le  module  de  y'  (z) 

'également.  On  a  donc 

modç'(z)  =  t(<). 

Eliminante  entre  cette  équation  et  celle  qui  donne  z 
en  fonction  de  ty  on  obtient 

mod  ©'(-5)  =  t^(z). 

La  formule  (A.)  j^eut  alors  s'écrire 

(G)  ^  f^{z)¥(z)dz=::   f/(z)^(z)F(z)dz. 

On  voit  que  [i  est  le  quotient  de  deux  intégrales;  et,  si 
la  courbe  C  est  fermée,  le  quotient  de  deux  résidus. 

3.  Supposons,  en  particulier,  que  Ton  ait 

c'est-à-dire  que  la  courbe  C^  soit  confondue  avec  la 
courbe  C  et  que  les  points  correspondants  de  ces  deux 
courbes  soient  confondus.  Supposons  en  outre  que  la 
variable  z  décrive  un  cercle  ayant  pour  rayon  R  et  pour 
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centre  i^affixe  de  la  quautiié  a.  On  a  alors 

mod<p'(«)  =  I, 
et,  comme  on  a  aussi 

ûD  obtient 

Rdz 


mod  dz  = 


i{z  —  a) 


La  formule  (A)  devient  alors^  en  intégrant  le  long  de  la 
circonférence  entière  et  dans  le  sens  direct, 


OU  bien 

„  =  _L..  r/(')d', 

"       'jLTziJ^    z  —  a 

De  là  le  théorème  suivant  : 

Si  une  ^variable  z  décrit  un  cercle  de  rayon  R  et  de 
centre  a,  une  fonction  uniforme  quelconque 

11= /(z) 

décrit  une  courbe  fermée  ;  et  si  à  chaque  élément  de 
la  courbe  décrite  par  la  fonction  u  on  applique  un 
poids  égal  à  rélément  correspondant   du  cercle,    le 

centre  de  gravité  du  système  est  Vaffixe  du  résidu  inté- 

f(z) 
gralde  la  fonction  "^         par  rapport  au  cercle. 

En  particulier,  silafonctiony*(2;)estholomorplie  dans 

le  cercle,  on  a 

tx=/(a). 

4.  Supposons  que  la  variable  z  décrive  un  polygone 
fermé  dans  le  sens  direct.  Soit  5  la  portion  de  périmètre 
qui  sépare  un  point  fixe  pris  sur  ce  périmètre  et  un  point 
de  coordonnées  x  et  ^  mobile  sur  ce  périmètre;  cette 
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longueur  s  étant  regardée  comme  positive  dans  le  sens 
direct. 

Soit  dès  lors  AB  un  côté  du  polygone,  le  sens  AB  étant 
le  sens  direct  et  soit  a  l'angle  Irigonométrique  de  Ox 
avec  AB.  x  etj"  étant  les  coordonnées  d*un  point  de  AB, 
ou  a,  en  grandeur  et  en  signe,  AB  étant  le  sens  positif 

du  segment  ds^ 

dx  =  ds  cos  a, 

dy^dssina; 
on  en  conclut 

dz  =  dx  -\'  idy  =  dse^K 

Considérons  maintenant  une  fonction  uniforme  quel- 
conque 

Le  point  u  décrit  un  polygone  à  côtés  curvilignes.  A 
chaque  élément  de  ce  polygone  curviligne  appliquons  le 
poids  de  Télément  correspondant  du  polygone  rectil igné 
et  cherchons  le  centre  de  gravité. 

Nous  aurons  pour  le  côté  AB 

ji  Ç  e-^^dz  =    I    e-o-if{z)  dz 
et,  en  simplifiant, 

[X  étant  le  centre  de  gravité  de  Tare  qui   correspond 
à  AB. 

Écrivant  les  égalités  analogues  pour  les  autres  côtés 
et  ajoutant,  on  a 


'  f  dz=^  f  f{z)dz, 


[xl    dz-hiL'  I   dz-h».,=   f  /{^)dzy 

«/AR  t/Rr  t/p 


l'intégrale  du  second  membre  étant  prise  tout  le  long  du 
polygone. 
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En  appelant  /,  /',  P^ ...  les  longueurs  des  côtés 
AB,  BC, ...  du  polygone  et  a,  a',  a",. . ,  les  angles  deOx 
avec  ces  côtés,  on  peut  écrire 

^le:ti^yi'l'e^'i-hiL're<^''i^..,=  f/(z)dz; 

si  le  polygone  est  un  parallélogramme,  la  formule  devient 

(D)         (fx-fz'')/eot/+(jz'-fz'^)/'e«''=    f/(z)dz; 

si  la  fonction y(z)  est  doublement  périodique  et  que 
Ton  prenne  le  parallélogramme  des  périodes,  on  voit 
que  chaque  côté  donne  une  courbe  fermée,  que  deux 
côtés  opposés  donnent  la  môme  courbe  tracée  dans 
l'ordre  inverse  et  ayant  chaque  fois  le  même  centre  de 
gravité,  c'est-à-dire  que  Ton  a  [jl"=  p.  et  a"'=  yJ.  Le 
premier  membre  delà  formule  (D)  est  alors  nul,  ce  qui 
est  conforme  au  principe  signalé  par  M.  Hermite. 

5.  Le  cas  le  plus  intéressant  serait  celui  où  l'on  au- 
rait 

o{z)^/iz), 

La  formule  (A)  deviendrait  alors 

y.fmod[f{z)d:]=    f/(z)mod[f(z)dz] 

et  donnerait  le  centre  de  gravité  de  la  courbe  C supposée 
homogène.  Mais  dans  ce  cas  on  ne  peut  exprimer 
uïodj' (z)  en  fonction  de  z  que  si  l'on  se  donne^' (:;)  et 
par  suite y'(^).  On  ne  peut  donc  avoir  que  des  résultats 
particuliers  et  non  des  théorèmes  généraux.  Nous  signa- 
lerons les  deux  exemples  suivants. 

La   variable  z  décrit  un  arc  de  cercle  de  centre  a  et 
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de  rayon  R.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  la  courbe 
homogène  décrite  par  la  fonction 

(Cette  dernière  courbe  est  aussi  un  arc  de  cercle  et 
Ton  arrivera  facilement  au  résultat  connu.) 
Même  question  pour  la  fonction 

u  =  Ae'^«-4-  B. 


GORRESPONDANGB. 


Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Bouché. 

Je  me  permettrai  de  vous  soumettre  quelques  remar- 
ques sur  le  curieux  article  de  M.  Lemoine,  relatif  à  la 
simplicité  des  constructions.  Il  semble  donner  prise  à 
une  grave  objection. 

Supposons  que  dans  une  épure,  où  la  direction  des 
lignes  de  rappel  est  connue,  on  en  ait  à  tracer  22  :  c'est 
une  opération  qui  demande  environ  deux  minutes.  Ap- 
pliquons les  conventions  et  les  résultats  de  M .  Lemoine. 
La  simplicité  (je  dirais  plutôt,  ce  me  semble,  la  com- 
plication) du  tracé  d'une  parallèle  étant  représentée 
par  9,  celle  de  notre  construction  serait  9  x  22,  ou 
ig8.  Elle  serait  donc  supérieure  h  celle  du  tracé  des 
huit  cercles  tangents  à  trois  cercles  donnés,  par  la  mé- 
thode de  M.  Mannheim.  Il  résulte  de  cet  exemple  que 
les  conclusions  de  M.  Lemoine,  très  intéressantes  au 
point  de  vue  théonque  spécial  qu'il  a  choisi,  ne  corres- 
pondent pas  à  la  complication  plus  ou  moins  grande 
des  tracés  dans  le  sens  que  Von  donne  à  ce  mot  en  pra- 
tique. 
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La  raison  de  celle  différence ,  c'est  que  M.  Lemoine 
ne  fait  aucun  usage  de  i'équerre  ;  or,  si  elle  ne  doit  pas 
être  employée  i  la  construction  des  perpendiculaires, 
elle  s'applique  d'une  façon  très  simple  et  très  exacte  à 
celle  des  parallèles.  Pour  rétablir  la  concordance,  il 
semble  qu*îl  faudrait  ajouter  aux  opérations  élémen- 
taires les  deux  suivantes  :  i°  appliquer  la  règle  contre 
Téquerre  ;  2**  faire  passer  le  bord  de  Téquerre  par  un 
point  donné.  L'opération  de  tracer  la  ligne  suivant  le 
bord  de  Téquerre  ne  dillere  pas  de  l'opération  analogue 
pour  la  règle;  il  n'y  a  pas  lieu  de  lui  affecter  un  sym- 
bole spécial. 

On  voit  ainsi  disparaître  la  différence  énorme  que 
M.  Lemoine  trouve  entre  la  solution  de  Gergonne  et 
œllede  M.  Mannheim,  différence  qui  l'a,  dit-il,  bien 
surpris  lui-même.  Il  suffit^  pour  s'en  rendre  compte,  de 
remarquer  que  la  solution  de  M.  Mannheim  n'exige 
aucun  tracé  de  parallèle,  et  que  c^est  pour  ce  tracé 
qu'il  y  a  désaccord  entre  la  théorie  de  M.  Lemoine  et 
là  pratique.  Ainsi,  la  construction  classique  des  quatre 
axes  de  similitude  a  pour  coefficient  de  complication  3 7^ 
celle  qui  est  proposée  comme  plus  avantageuse  a  42. 

U  semble,  en  outre,  que  dans  l'énoncé  de  la  construc- 
tion de  Gergonne  M.  Lemoine  fasse  quelques  construc- 
tions inutiles.  Il  n'esi  pas  nécessaire  de  déterminer  les 
douze  pôles  :  il  suffit  d'un  seul  pour  chaque  axe,  en 
abaissant  du  centre  radical  une  perpendiculaire  sur  cet 
axe  de  similitude.  J^ai  fait  un  tracé  dont  le  coefficient 
de  complication  est  200.  Ce  résultat  placerait  la  solution 
de  Gergonne  bien  près  de  celle  de  M.  Mannheim  au 
point  de  vue  de  la  simplicité  ^  mais,  comme  M.  Lemoine 
le  fait  observer,  quand  on  commence  à  appliquer  cette 
méthode,  on  n'y  apporte  pas  toujours  toutes  les  simpli- 
fications possibles;  il  se  peut  donc  que  le  chiffre  de  200 
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doive   encore  être  abaissé^  d'autant  plus  que  j'ai  fait 
la  construction  telle  qu'elle  se  présente,  sans  réfléchir 
longuement  aux  moyens  de  la  réduire. 

R.  SouDéSi 

Professeur  aa  Ircée  d'An^oulème, 

Extrait  d'une   lettre  à  M,  Bouché. 

M.  Emile  Leraoîne  fait  une  discussion  très  intéres- 
santé  de  la  valeur  pratique  des  solutions  de  Viète,  de 
Bobillier  et  Gergonne,  de  M.  Fouché  et  de  M.  Mann- 
heim.  L'avantage  reste  à  la  méthode  de  M.  Mannheim. 

Or  il  est  à  remarquer  que,  au  point  de  vue  théorique, 
les  trois  dernières  solutions  se  ramènent  facilement  à  la 
même  idée.  Prenant  la  iigure  de  M.  Fouché  (Nouvelles 
annales,  juin  1892,  p.  235)  on  reconnaît  qu'elle  con- 
tient à  la  fois  les  trois  solutions.  Les  couples  de  points 
que  M.  Lemoine  appelle  a^a^y  ^2^'%  (p»  47^)  sont  ap- 
pelés MN,  M,  N<  par  M.  Fouché.  Au  lieu  de  KK'  on  a 
la  droite  PR. 

La  démonstration  est  évidente.  Partant  d'un  point  M, 
M.  Mannheim  construit  les  antihomologues  M'  et  M^'; 
puis  il  prend  Tantibomologue  N'  de  M'  relativement 
aux  cercles  O'  et  C. 

Ainsi  les  deux  points  ^a^a,  de  la  solution  de  M.  Mann- 
heim ne  sont  autre  chose  que  les  deux  points  où  un 
cercle  isogonal  coupe  un  des  cercles  donnés.  M.  Fouché 
indique  donc  précisément  la  construction  de  M.  Mann- 
heim à  la  fin  de  sa  Remarque  II  (p-  ^^j)  pour  le  cas 
où  Taxe  de  similitude,  ou  simplement  le  point  H,  est 
en  dehors  des  limites  de  l'épure. 

La  construction  de  M.  Fouché  s'appliquant  au  cas 
d'un  cercle,  une  droite  et  un  point  (p.  a4i))  il  me 
semble  que  l'on  doit  pouvoir  appliquer  aussi  à  ce  cas  la 
méthode  de  M.  Mannheim. 
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Poar  terminer,  je  vous  mivoie  à  tout  hasard  une  so- 
lution (peut-être  déjà  connue)  du  problème  d'élémen- 
taires de  I  agrégation  de  1886,  que  j'ai  trouvée  démon 
côté  Jors  de  la  lecture  de  l'article  de  M.  Fouché. 

On  donne  un  cercle  et  deux  points  P  et  Q  sur  un 
diamètre;  enjoint  PA,  QB  et  l'on  demande  le  lieu  de  M 
qui  est  un  cercle,  Q  et  P  étant  ^les  deux  centres  de  si- 
militude. On  demandait  comme  troisième  partie  du 
problème  :  3"  A'  et  B'  étant  les  deuxièmes  points  d'in- 
lersection  des  droites  MA  et  MB,  de  trouver  le  lieu  du 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MA'B'. 

Or,  passant  par  A'  et  M,  le  cercle  est  isogonal  du 
groupe  correspondant  au  centre  de  similitude  extrême 
P;  passant  par  B'  et  M,  il  appartient  aussi  au  groupe  du 
centre  Q.  Appartenant  aux  deux  groupes,  ce  cercle 
coupe  ortliogonalement  le  cercle  donné  G,  de  sorte  que 
son  centre  est  l'intersection  des  tangentes  en  A'  et  B'  au 
cerole  0. 

LVnsemble  des  cercles  circonscrits  à  A'B'M  est  donc 
le  faisceau  des  cercles  coupant  orthogonalement  le 
cercle  donné  et  le  cercle  lieu  de  M.  C'est  le  faisceau 
bien  connu  étudié  par  Poncelel,  composé  de  cercles 
admettant  PQ  comme  axe  radical,  faisceau  réciproque 
de  celui  défini  par  le  cercle  O  et  le  cercle  lieu  de  M.  Le 
lieu  du  centre  est  une  droite,  etc. 

E.  Marchant, 

Professeur  au  lycée  de  Versalllei. 


ERRATA. 

Page  81,  fig.  U  '"«^-  A.'  au  lieu  de  A,  B'  au  lieu  de  B  rt  invcr- 
^eraeot. 
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AU  SUJET  DTN  LIVRE  RÉGENT  (')  SUR  AUGUSTE  COMTE; 

Par    m.    J.    BERTRAND, 

de  rAcadémie  française, 
Secrétaire  perpétuel  de  TAcadémie  des  Sciences. 


L'auteur  de  ce  livre  est  un  catholique  convaincu;  il  ré- 
prouve, par  conséquent,  et  condamne  la  doctrine  philoso- 
phique et  sociologique  qui,  plus  qu'aucune  autre,  suivant  lui, 
caractérise  notre  époque.  Il  veut,  cependant,  dans  le  récit  de 
la  vie  d'Auguste  Comte,  aussi  bien  que  dans  l'exposé  de  ses 
idées,  rester  impartial  jusqu'à  l'indifférence.  C'est  un  rôle  dif- 
ficile. Lorsque,  comme  le  P.  Gruber,  on  réussit  à  le  jouer,  il 
diminue  l'intérêt  du  récit.  Le  P.  Gruber  est  sérieux  et  sincère, 
mais  il  faut  en  avoir  acquis  l'assurance  pour  ne  pas  soup- 
çonner quelquefois,  dans  le  choix  des  citations,  toujours 
exactes  et  textuelles,  une  ironie  malignement  cachée.  Lorsque, 
suivant  l'opinion  de  quelques  juges  très  attentifs  et  très  pré- 
venus en  sa  faveur,  tels  que  Littré,  apparaissent  dans  la  con- 
duite et  dans  les  idées  de  Comte  des  symptômes  d'aliénation 
mentale,  le  P.  Gruber  rapporte,  en  même  temps  que  leurs 
craintes  et  leurs  tristesses,  les  protestations  des  admirateurs  et 
des  disciples  constants  dans  leur  foi.  Lui-même  ne  dira  son  opi- 
nion qu'à  la  fin  et  avec  une  grande  réserve.  En  rapportant, 
sans  les  discuter,  les  renseignements  puisés  aux  sources  les 
plus  diverses,  l'auteur  ne  peut  manquer  d'accepter  plus  d'une 
appréciation  contestable.  Mon  seul  but  est  ici  d'en  signaler 
quelques-unes.  Ceux  auxquels,  dans  l'histoire  de  leur  maître, 
aucun  détail  ne  semble  indifférent,  entendront  sans  doute  avec 
satisfaction,   sur  quelques  points  de  sa    vie  racontés  par  le 


(«)  Auguste  Comte,  fondateur  du  positivisme,  sa  vie,  sa  doc- 
trine, par  le  R.  P.  Grubeh,  S.  J.  (Traduit  de  l'allemand  par  M.  Tabbé 
Ph.  Mazoyer,  du  clergé  de  Paris;  précédé  d'une  préface  par  M.  Ollé- 
Laprune,  maître  de  conférences  à  rKcole  normale  supérieure.  Paris, 
Lethielleux,  1892.  ) 


(  «53) 

P.  Gruber,  le  témoignage  d'uo  contemporain  dont  les  souve- 
nirs sont  précis  et  les  informations  très  assurées. 

La  disgrâce  de  Comte  à  l'École  Polytechnique  a  exercé  sur 
Ja  situation  et  sur  le  caractère  du  philosophe,  pendant  les  der- 
niéa's  années  de  sa  vie,  une  grande  et  triste  influence.  Le  P. 
Gruber  en  a  mai  connu  les  véritables  causes. 

Après  avoir  rempli  pendant  vingt  ans  les  fonctions  de  répé- 
titeur d'Analyse,  réunies,  de  1837  à  i844y  à  la  mission,  très 
importante  alors,  d'examinateur  d'admission,  Comte,  soumis, 
d'après  les  règlements,  à  une  réélection  annuelle,  se  vit  en- 
lever successivement  ces  deux  fonctions,  dont  les  émoluments 
formaient  sa  seule  ressource.  Les  motifs  allégués  par  le 
P.  Gruber  sont  fort  incomplets. 

c  Là  encore,  dit-il,  sur  ce  terrain  assez  étranger  à  la  Philo- 
sophie, ses  opinions  particulières  lui  attirent  des  antipathies. 
Le  respect  avec  lequel  il  parlait  des  institutions  du  moyen 
âge,  l'énergie  qu'il  mettait  à  condamner  le  criticisme  ratio- 
naliste, la  vivacité  de  ses  remarques  sur  les  défectuosités  de 
l'enseignement  des  Sciences  exactes,  la  façon  dont  il  combat- 
tait l'anarchie  intellectuelle,  comme  l'anarchie  politique,  et 
dont  il  défendait  la  nécessité  d'un  pouvoir  spirituel,  toutes  ces 
choses  le  recommandaient  mal  auprès  des  savants  qui  étaient 
alors  imbus  des  idées  libérales.  » 

J'ose  affirmer  que  l'énergie  apportée  par  Auguste  Comte  à 
condamner  le  criticisme  rationaliste,  non  plus  que  son  admi- 
ration pour  les  institutions  du  moyen  âge,  n'ont  joué,  ni  di- 
rectement ni  indirectement,  aucun  rôle  dans  les  décisions  qui 
ont  attristé  la  fin  de  sa  vie. 

Le  P.  Gruber  ajoute  : 

*  Il  avait  en  horreur  un  enseignement  mathématique  qui 
néveloppait  uniquement  la  Science  technique  sans  donner  aux 
élèves  une  intelligence  plus  approfondie,  qui  formait  à  une  ha- 
bileté toute  mécanique  en  négligeant  d'élever  l'esprit  à  des 
conceptions  plus  larges,  qui,  enfin,  oubliait  complètement 
lidée  pour  s'arrêter  aux  formules  et  aux  calculs.  » 

Auguste  Comte  se  croyait  plus  capable  qu'aucun  autre,  et 
"«  le  cachait  pas,  de  guider  l'esprit  des  élèves  vers  des  con- 
ceptions larges  et  élevées;  mais  il  connaissait  mieux  que  per- 
^Bne  renseignement  de  l'École  Polytechnique  et,  particulière- 
ment, celui  des  Mathématiques,  auquel  il  était  personnellement 
associé.  Jamais  le  jugement  qu'on  vient  de  lire  n'a  été  le  sien. 
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Comte  rendait  hommage  aux  lalenis  et  à  la  sagacité  de  Poînsot, 
d'Ampère,  de  Navier,  de  Duhamel  et  de  Liouville,  qui,  suc- 
cessivement, ont  occupé  la  chaire  d'Analyse.  Il  n'y  a  pas  seu- 
lement exagération,  mais  invention  complète,  à  laisser  croire 
qu'il  a  pu  les  accuser  d'oublier  l'idée  pour  s'attacher  aux  for- 
mules et  aux  calculs.  C'est  le  contraire  de  la  vérité.  Comte  le 
savait,  il  ne  l'a  jamais  contesté. 

Bien  loin  de  rencontrer  de  l'antipathie  à  l'École  Polytech- 
nique, Comte,  dés  son  entrée  dans  le  corps  enseignant,  en  i832, 
s'y  trouva  estimé  et  respecté.  Les  directeurs  des  études,  Du- 
long  et  Coriolis,  l'ont,  en  toute  circonstance,  aidé  de  toute 
leur  influence.  Lamé,  Chasles,  Savary,  Babinet  et  Duhamel, 
ses  anciens  camarades,  Poinsot,  son  ancien  maître,  siégeaient 
dans  les  conseils  et  rappelaient  volontiers  à  ceux  qui  blâ- 
maient ses  écrits,  ou  qui  souriaient  de  son  orgueil,  que,  pen- 
dant son  séjour  à  l'École,  Auguste  Comte  était  considéré  par 
ses  camarades  et  par  ses  maîtres  comme  la  plus  forte  tête  de 
sa  promotion.  Le  P.  Gruber,  entrant  dans  le  détail,  assigne 
pour  cause  de  la  non-réélection  de  Comte  aux  fonctions  d'exa- 
minateur d'admission  la  Préface  personnelle  (c'est  le  titre 
qu'il  lui  donnait)  placée  en  tête  du  sixième  Volume  du  cours 
de  Philosophie  positive.  Comte  s'y  plaint  «  des  dispositions 
irrationnelles  et  oppressives  adoptées  à  l'École  Polytechnique 
sous  la  désastreuse  influence  d'Arago  ».  Cette  phrase  agressive 
naissait  d'une  lutte  depuis  longtemps  engagée,  elle  ne  pouvait 
être  la  cause  de  la  décision  prise.  La  disposition  irrationnelle 
et  oppressive  contre  laquelle  Auguste  Comte  n'a  jamais  cessé 
de  protester  était  précisément  la  réélection  annuelle  des  exa- 
minateurs d'admission.  La  cause  principale  de  cette  mesure, 
où  Arago  n'était  pour  rien,  avait  été  Tindignité  présumée  de  l'un 
des  prédécesseurs  de  Comte,  dont  l'inamovibilité  avait  rendu  la 
révocation  difficile.  La  décision,  ne  pouvant  avoir  d'effet  ré- 
troactif, s'appliquait  au  nouvel  élu  seulement;  elle  avait  assu- 
rément des  inconvénients,  mais  l'inamovibilité,  on  en  avait  eu 
plus  d'une  preuve,  présentait  des  dangers  plus  grands  encore. 
La  Préface  personnelle  était  une  sommation  d'avoir  à  décider 
une  fois  pour  toutes.  Comte  invitait  impérieusement  le  conseil 
à  ne  pas  le  réélire  si  l'on  n'était  pas  décidé  à  le  considérer  dés- 
ormais comme  inamovible.  A  cette  mise  en  demeure  s'ajou- 
taient des  réflexions  blessantes  sur  plusieurs  membres,  les  uns 
ndifférents,  les  autres  très  favorables  à  sa  cause.  Il  regrettait 
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que  Poinsot,  son  ancien  maître  et  son  protecteur  afTectueux 
depuis  prés  dà  trente  ans,  n'eût  pas  montré  dans  une  élection 
récente  un  caractère  digne  de  son  talent.  La  composition  irra- 
tionnelle du  conseil  était  critiquée  avec  raillerie.  N'était-il  pas 
absurde  d'y  voir  siéger  tous  les  professeurs,  quelle  que  fût  leur  . 
incompétence,  et  il  ajoutait  en  note  :  «  Les  maîtres  de  danse 
et  d'escrime  ne  votent  pas,  ceu\  de  français  et  d'allemand  ont 
voix  délibérative.  »  De  telles  attaques  étaient  faites  intention- 
nellement pour  amener  sans  retard  le  dénouement  d'une  crise, 
dont  la  menace  lui  enlevait  pour  ses  travaux  toute  liberté 
d'esprit.  On  l'accusait  de  mal  faire  les  examens.  Ses  amis,  une 
partie  du  public,  plus  d'un  juge  compétent,  Comte  lui-même 
surtout,  ne  voulaient  voir  dans  cette  allégation  qu'un  odieux  et 
ridicule  prétexte.  D'autres  lui  adressaient,  de  très  bonne  foi, 
des  reproches  très  sérieux.  C'était  là  la  question  véritable. 
Pour  quelques  membres  du  conseil,  l'exclusion  de  Comte  était 
considérée  comme  un  devoir  pénible,  qu'ils  hésitaient  à  accom- 
plir. 

Nommé  examinateur  en  1837,  Comte  se  montra,  pendant  sa 
première  tournée,  excellent  à  tous  égards,  très  patient,  très 
attentif,  très  ingénieux  ;  ses  questions  imprévues  semblaient 
couler  de  source.  Non  seulement  il  jugeait  bien,  mais  il  savait 
rendre  évidentes  pour  tous  la  faiblesse  ou  la  force  des  esprits 
qu'il  éprouvait.  Si  la  question  d'inamovibilité  s'était  posée 
après  cette  première  épreuve,  personne  n'eût  hésité  à  assurer 
pour  toujours  à  l'Ecole  le  meilleur  examinateur  dont  on  eût 
souvenir.  Professeurs  et  élèves  s'accordaient  à  lui  reconnaître, 
au  plus  haut  degré,  les  qualités  d'un  excellent  juge.  On  citait 
iDème  un  colonel  d'artillerie  qui,  ayant  assisté  aux  examens 
dans  l'une  des  premières  villes  de  sa  tournée,  le  suivit  dans  la 
ville  suivante,  attiré  seulement  par  le  désir  de  l'admirer  plus 
'<>ngtemps.  L'influence  sur  l'enseignement  fut  des  plus  heu- 
reuses, et,  dès  l'année  suivante,  les  professeurs  trouvaient 
«ans  l'étude  des  questions  de  Comte,  soigneusement  recueil- 
lies, d'utiles  exercices  pour  leurs  élèves.  Lorsque  Comte,  pour 
la  seconde  fois,  fut  appelé  à  faire  les  examens,  il  y  apporta  la 
nième  patience,  la  même  attention,  la  même  bienveillance 
pour  tous,  mais  malheureusement,  non  pas  seulement  le  même 
^cnre  de  questions,  mais  les  questions  mêmes  de  l'année  pré- 
cédente, qui,  connues  des  candidats,  avaient  perdu  leur  prin- 
cipal mérite.  La  mission  de  Comte  fut  renouvelée  six  fois;  son 
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répertoire  ne  changea  pas.  Dans  toutes  les  classes  de  Mathé- 
matiques spéciales,  la  préparation  aux  «  colles  de  Comte  » 
jouait  un  rôle  important,  et  tout  élève  qui,  après  le  tirage 
au  sort  qui  se  faisait  alors  entre  les  examinateurs,  savait  qu'il 
aurait  Comte  pour  juge,  se  faisait  exercer  aux  questions 
proposées  comme  imprévues  et  aux  difficultés  ingénieuses 
que  leur  solution  faisait  naître.  Les  petits  pièges  Mathéma- 
tiques étaient  toujours  tendus  avec  le  même  art,  mais  les  can- 
didats, instruits  à  les  éviter,  Tétaient  aussi  à  y  tomber  avec 
grâce  pour  se  montrer  habiles  à  en  sortir.  Comte  n'ignorait 
pas  Texistence  de  cet  enseignement  très  bien  organisé,  dont 
le  but  avoué  était  de  mettre  sa  perspicacité  en  défaut,  mais  il 
acceptait  la  lutte,  se  croyant  certain  d*y  triompher.  Il  est  vé- 
ritable que,  pour  le  tromper,  il  fallait  de  l'habileté;  quelques 
élèves  la  poussaient  fort  loin  ;  on  les  y  exerçait,  et  ces  finesses 
n'étaient  dignes  ni  de  l'examinateur  ni  des  maîtres;  plus  d'un 
candidat,  dont  le  succès  égayait  ses  camarades,  a  fait  plus 
tard  honneur  à  l'École  et  justifié  le  jugement  favorable  de 
Comte  ;  mais  le  genre  de  mérite  dont  il  avait  fait  preuve  n'é- 
tait ni  celui  qu'on  exigeait  de  lui,  ni  celui  que  l'examinateur 
croyait  juger.  D'autres,  moins  habiles,  ou  moins  heureux, 
pour  avoir  mal  réussi  à  simuler  l'ignorance  sur  des  questions 
soigneusement  étudiées,  étaient  appréciés  fort  au-dessous  de 
leur  valeur  véritable.  Comte,  souvent  averti,-  n'a  jamais  ac- 
cepté ces  reproches.  Plus  l'opinion  devenait  unanime  et  pres- 
sante, plus  il  s'obstinait  à  la  braver.  Toutes  les  plaintes,  sui- 
vant lui,  s'expliquaient  parla  mauvaise  humeur  des  candidats 
refusés  et  le  mécontentement  de  leurs  parents. 

Un  autre  motif  fut  très  sérieusement  et,  peut-être,  justement 
allégué.  Le  P.  Gruber  le  passe  sous  silence.  Les  collègues  de 
Comte  et  ses  prédécesseurs  avaient  presque  tous  publié  des 
Ouvrages  élémentaires  dont  l'étude  s'imposait  aux  candidats. 
Comte  avait  autrefois  flétri  cet  abus  avec  une  mordante  iro- 
nie; il  n'ignorait  pas  que  le  désir  d'éyiter  à  l'avenir  un  tel 
inconvénient  avait  été  pour  beaucoup  dans  la  décision  prise 
de  soumettre  les  examinateurs  à  une  réélection  annuelle.  Il 
écrivit  cependant  un  traité  de  Géométrie  analytique  et  en 
annonça  la  publication.  Lamé,  son  ancien  camarade,  et 
Chasies,  toujours  bienveillant  pour  tous,  le  supplièrent  de  ne 
pas  donner  suite  à  ce  projet.  Décidés  l'un  et  l'autre  à  le  pro- 
téger de  toute  leur  innucncc,  ils  prévoyaient  une  opposition  et 
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voulaient  l'éviter.  Ils  n'obiinrent  rien  de  lui.  Comte  n'avait 
rien  promis»  on  ne  lui  avait  rien  imposé,  sa  liberté  restait 
entière,  il  voulait  en  user.  S'il  se  souvenait  que  la  publication 
d'un  traité  d'Arithmétique  par  l'eTiaminateur  Reynaud  lui 
avait  paru  un  scandale,  il  lui  semblait  que  celle  d'un  traité  de 
Géométrie  analytique  par  l'examinateur  Auguste  Comte  serait 
un  service  rendu  à  TEnseignement.  Ceux  qui  avaient  Tîmperti- 
nencede  comparer  deux  choses  aussi  dissemblables  ne  méri* 
taieat  pas  de  réponse.  Deux  de  ces  collègues,  d'ailleurs,  avaient 
publié  des  traités  de  Géométrie  analytique  parvenus  à  la  hui- 
tième ou  à  la  dixième  édition  ;  pourquoi  ne  ferait-il  pas  comme 
eux,  lorsque,  sans  grande  présomption,  il  avait  droit  d'espérer 
qu'il  ferait  beaucoup  mieux?  On  lui  répondait  qu'il  s'agissait 
d'un  principe  et  que  l'impossibilité  de  l'appliquer  aux  exami- 
nateurs inamovibles  était  une  raison  de  plus  pour  l'imposer 
sévèrement  aux  autres.  Cet  argument  le  mettait  hors  de  lui. 

Comte,  en  i844f  n^  fu^  P^s  réélu  examinateur.  Sur  quinze 
membres  qui  composaient  le  conseil,  huit,  en  inscrivant  sur  leur 
bulletin  de  vote  le  nom  de  Wautzel,  obéissaient  à  des  motifs 
très  divers.  Les  uns,  cela  est  vrai,  émus  par  la  Préface,  qui 
les  insultait  et  les  bravait,  irrités  par  le  procès  intenté  à  son 
éditeur,  dans  lequel  Comte,  plaidant  lui-même,  redoubla  la 
vivacité  de  ses  attaques,  étaient  contre  lui  des  adversaires  dé- 
cidés; mais  ils  étaient  loin  de  former  la  majorité  du  conseil, 
l^lusd'uu  opposant  se  laissa  guider  par  les  plaintes,  chaque 
année  plus  nombreuses  et  plus  vives,  des  professeurs  mécon- 
tents. Plusieurs  enfin,  sans  vouloir  lire  ni  juger  le  traité  de 
Géométrie  analytique,  y  voyaient  la  renaissance  d'un  abus 
qu'il  fallait  arrêter.  La  destitution  qui  a  si  profondément 
troublé  la  vie  de  Comte  est  présentée  par  le  P.  Gruber  comme 
une  vengeance  :  s'il  entend  par  là  qu'en  s'abstenant  des  atta- 
ques contre  le  conseil  de  l'École  Polytechnique,  Comte  aurait 
aurait  pu  rester  examinateur  quelques  années  encore,  l'asser- 
tion est  plausible;  mais  il  n'en  aurait  pas  moins  été  menacé  et 
discuté  chaque  année.  Si  Comte,  au  contraire,  avait  écouté  les 
remarques  bienveillantes,  souvent  répétées,  sur  les  inconvé- 
nients de  son  système  d'examen,  excellent,  admirable  peut- 
être,  pour  les  cent  premiers  élèves,  mais  qui,  pour  les  milliers 
qui  devaient  suivre,  donnait  de  plus  en  plus  aux  candidats  ha- 
bilement préparés  un  avantage  injuste  sur  des  concurrents  soli- 
^ment  instruits  ;  s'il  avait  cédé  aux  prières  amicales  de  Lamé 
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en  s'abstenant  de  publier  son  traité  de  Géométrie  analytique, 
il  aurait  pu  se  livrer  contre  Arago  aux  attaques  les  plus  vives, 
traiter  à  son  aise  son  influence  de  désastreuse,  se  donner  le 
plaisir  d'appeler  M.  Dubois,  de  la  Loire-Inférieure,  maître  de 
français,  et  M.  Hase,  maître  d'allemand,  faire  de  la  chevalerie  du 
moyen  âge  son  idéal,  vanter  ou  attaquer  à  son  gré  le  criticisme 
rationaliste,  s'exposer  enfin,  même  en  les  aggravant,  à  tous  les 
reproches  allégués  par  le  P.  Gruber,  sans  que  Ton  songeât 
à  lui  opposer  un  concurrent.  L'irritation  de  Comte  renais- 
sait chaque  année  lorsque  quinze  juges  dont  Thésitation  lui 
démontrait  la  médiocrité  ou  Tiadignité  devenaient  les  arbitres 
de  sa  position.  Chacun  d'eux,  en  lui  donnant  des  avertisse- 
ments et  des  conseils,  croyait  user  d'un  droit  et  remplir  un 
devoir;  toujours  sur  le  qui-vive,  Comte  les  recevait  fort  mal. 
Un  autre  souvenir  lui  montrait  en  eux  des  ennemis.  Par  suite 
des  combinaisons  qui  suivirent  la  mort  de  Poisson,  la  chaire 
d'Analyse  était  devenue  vacante  en  1840.  Comte,  examinateur 
d'admission  dépuis  1837,  répétiteur  du  cours  depuis  i83^, 
chargé  en  i835  d'une  suppléance,  dont  il  s'était  brillamment 
acquitté,  regardait  sa  nomination  comme  un  avancement  mé- 
rité. Aucune  hésitation  ne  lui  semblait  possible.  Le  célèbre 
géomètre  Sturm  posa  sa  candidature.  La  correspondance  de 
Comte  avec  son  ami  d'enfance  Valat  fait  paraître,  plus  qu'au- 
cune autre  publication,  la  bonté,  la  droiture  et  le  désintéres- 
sement de  son  esprit,  mais  aussi  l'accroissement  continu  de 
l'orgueil  insensé  qui  devait  tout  perdre.  En  parlant  à  son  ami 
de  sa  candidature,  il  dépasse  toute  mesure. 

Parmi  les  griefs  de  Comte  contre  ceux  qui,  comme  il  le  di- 
sait, l'ont  contrecarré,  un  seul  est  réellement  justifié  :  c'est 
l'indifférence  pour  ses  talents  professionnels,  qu'il  croyait  in- 
comparables. (iCS  titres  scientifiques  de  Comte,  au  point  de 
vue  où  se  plaçaient  ses  juges,  étaient  presque  nuls,  ceux  de 
ses  concurrents,  considérables.  Le  résultat  de  la  lutte,  con- 
forme à  toutes  les  traditions  de  l'École,  était  assuré  à  l'avance  : 
Sturm  fut  préféré.  On  est  peiné,  véritablement,  de  la  manière 
dont  Comte  traite,  dans  l'intimité  d'une  correspondance  con- 
fidentielle, il  est  vrai,  l'excellent  et  consciencieux  géomètre, 
le  maître  respecté  de  Puiseux  et  de  Verdet.  Il  le  nomme  son 
indigne  rival,  son  triste  concurrent,  son  étrange  compétiteur. 
Il  désire  que  l'indignation  des  élèves  n'aille  pas  jusqu'à  mettre 
obstacle  à  l'enseignement  de  cet  homme;  il  veut  le  voir  pro- 
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fesser  assez  longtemps  pour  que  chacun  de  ceux  qui  l'ont 
si  aTeuglément  et  si  immoralement  favorisé  soit  convaincu  de 
son  incapacité  radicale.  Il  espère  cependant  que  cet  homme 
pourra  être  évincé  sans  le  moindre  trouble  matériel.  11  parait» 
dît-il  enfin,  que  de  mémoire  d'homme  il  n'y  a  pas  eu  à  l'École 
Polytechnique  un  aussi  mauvais  enseignement  mathématique, 
même  au  temps  de  Cauchy. 

Les  conseils  de  l'Ecole,  en  retirant  à  Comte  la  position 
d'examinateur  d'admission,  appelèrent  à  ces  fonctions  un  sa- 
vant de  grand  mérite,  dont  la  mort  prématurée  fut  considérée, 
quelques  années  plus  tard,  comme  une  grande  perte  pour  la 
Science.  Ce  jeune  concurrent,  fort  innocent  d'une  préférence 
qu'il  n'avait  pas  sollicitée,  n'est  pas  jugé  par  Comte  moins  in- 
justement que  Sturm.  Wautzel,  âgé  alors  de  trente-trois  ans, 
était  considéré  comme  une  des  gloires  futures  de  l'École.  L'ad- 
miration pour  lui,  dans  la  promotion  de  i839.,  était  au  moins 
égale  à  celle  que  Comte  inspirait  à  ses  camarades  de  i8i5. 
Esprit  très  vaste  d'ailleurs,  et  fort  éloigné  de  s'absorber  dans 
les  Mathématiques,  Wautzel  avait  tous  les  droits  à  la  sympa— 
ihie  coDune  à  l'estime  de  Comte,  il  reste  à  ses  yeux,  cepen- 
dant, «  un  gamin  sans  expérience  et,  au  fond,  sans  valeur  ». 

Comte,  en  toute  circonstance,  dédaignait  ses  concurrents.  Il 
avait  eu  dans  sa  jeunesse  et  confié  à  son  ami  Valat  le  désir  de 
devenir  membre  de  l'Académie  des  Sciences;  se  croyant  déjà 
fort  ao>-dessus  d'an  tel  honneur,  il  ne  le  recherchait,  il  le  dit 
ainsi,  que  pour  améliorer  sa  position. 

L'Académie,  pour  sujet  de  prix,  n'avait  proposé  aucune 
question  précise,  se  bornant  à  déclarer  qu'elle  couronnerait  le 
meilleur  Ouvraf^e  ou  Mémoire  sur  les  Mathém,atiques, 

^  La  seule  chose,  dit  Comte,  qui  soutienne  en  moi  un  cer- 
tain sentiment,  bien  ou  mal  fondé,  de  ma  valeur,  est  la  fai- 
blesse que  j'aperçois  dans  tous  ceux  qui  pourraient  concourir.  » 
Ceux  qui  pouvaient  concourir  étaient  tous  les  savants  français 
ou  étrangers,  en  exceptant  seulement  les  membres  de  l'Aca- 
démie des  Sciences.  Chacun  pouvait  choisir  son  sujet.  Ponce- 
'^^  revenu  de  Russie,  écrivait  alors  son  Traité  des  propriétés 
P^'V^ctives;  Dupin  préparait  les  Développements  de  Géomé- 
''***;  Jacobi  avait  commencé  les  études  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques. Tous  pouvaient  concourir.  Comte  sans  doute  ne  son- 
S^ait  pas  à  eux.  Trois  de  ses  camarades.  Lamé,  Duhamel  et 
^avary,  briguaient  comme  lui,  pour  l'avenir,  les  suffrages  de 
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l'Institut,  il  ne  pouvait  manquer  de  les  compter  parmi  les  con- 
currents possibles;  il  savait  que  Ghasles,  son  ancien  à  TËcole, 
cultivait  la  Géométrie. 

Tels  sont  les  concurrents  dont  la  faiblesse  le  rassurait.  Le 
mal  était  déjà  sans  remède. 

Comte,  en  i848,  eut  le  désir  et  l'espoir  de  reprendre  les 
fonctions  d'examinateur  d'admission.  Wautzel  se  retirait  acca- 
blé par  la  maladie.  Arago,  alors  ministre  de  la  guerre  par  in- 
térim, devait  choisir  son  successeur  sur  une  liste  présentée  par 
le  conseil  de  l'École.  L'un  des  répétiteurs  du  cours  d'Analyse, 
auquel  les  membres  les  plus  influents  du  conseil  avaient  promis 
leurs  suffrages,  dès  qu'il  connut  la  candidature  de  Comte,  alla 
trouver  Arago,  qu'il  savait  pour  lui  plein  d'affectueuse  bien- 
veillance, et  lui  demanda  s'il  avait  contre  lui  des  motifs  d'ex.- 
ciusion  absolue.  «  Pour  ma  part,  dit-il,  je  m'efface  devant  lui, 
et  si  vous  ne  repoussez  pas  sa  candidature,  je  ne  demanderai 
que  le  second  rang.  —  Comme  ministre,  répondit  Arago,  je 
dois  la  justice  à  tous,  plus  encore,  s'il  est  possible,  à  celui  qui 
m'a  insulté.  Si  M.  Comte  est  présenté  par  le  conseil  de  TÉcole, 
sa  nomination  paraîtra  le  lendemain  au  Moniteur,  d  Arago  dé- 
sirait la  présentation  de  Comte;  il  ne  lui  déplaisait  pas  de  se 
montrer  magnanime.  Aucun  de  ses  amis  ne  l'ignorait.  Comte 
cependant  ne  fut  pas  proposé;  il  accusa,  pour  la  seconde  fois, 
le  conseil  de  l'École  de  basse  et  servile  complaisance.  Je  puis 
ajouter  que,  le  lendemain  de  l'élection,  le  directeur  des  études, 
qui  avait  voté  pour  Comte  et  décidé  plusieurs  de  ses  collègues 
à  faire  comme  lui,  reçut  une  lettre  dans  laquelle  son  ancien 
camarade  attribuait  son  échec  aux  sentiments  de  basse  envie 
dont,  depuis  leur  sortie  de  l'École,  il  l'avait  toujours  pour- 
suivi. Comte  ajoutait  quelques  paroles  blessantes  sur  l'égoïsme 
précoce  du  jeune  concurrent  qui,  en  faisant  appel,  à  son  insu, 
aux  sentiments  généreux  d' Arago,  avait  cru  rendre  sa  réinté- 
gration certaine. 

Quatre  ans  après,  en  1862,  on  enleva  à  Comte  sa  dernière 
ressource.  Il  ne  fut  pas  réélu  répétiteur.  En  proposant  cette 
mesure  rigoureuse,  adoptée  par  le  conseil  à  une. très  grande 
majorité,  le  directeur  des  études  Bommart,  administrateur 
fort  étranger  aux  intrigues  des  savants  et  indifférent  à  la  Phi- 
losophie, alléguait  des  motifs  très  plausibles. 

Chaque  année,  lorsque  le  professeur  terminait  son  cours  par 
cinq  ou  six  leçons  sur  le  Calcul  des  probabilités,  Comte  ces- 
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sait  (le  venir  à  TÉcole.  Cette  prétendue  science,  suivant  lui, 
reposait  sur  des  sophismes,  il  refusait  de  concourir  à  son  en- 
seignement. Un  autre  reproche  lui  était  adressé.  Le  répétiteur 
devait,  trois  fois  chaque  semaine,  consacrer  deux  heures  à 
Tioterrogation  de  huit  élèves.  Comte  accordait  dix  minutes 
seulement  à  chaque  examen  et  souvent  expédiait  les  huit  en 
une  heure.  On  lui  rappela  la  règle;  il  répondit  que,  plus  expé- 
rimenté que  ses  jeunes  collègues,  il  se  croyait  capable,  dans 
un  temps  moitié  moindre,  de  donner  une  note  équitable,  se 
réservant  de  prolonger  l'épreuve  au  cas  où  il  lui  resterait  des 
doutes.  C'était  prêter  des  armes  à  ses  ennemis  et  en  même 
temps  en  accroître  le  nombre.  Le  sentiment  qui  le  guidait 
était  toujours  le  même,  il  voulait  s'affranchir  de  toute  crainte 
de  destitution  et  croyait  y  parvenir  en  poussant  à  l'extrême 
les  griefs  allégués  contre  lui.  Le  succès  obtenu  dans  ces  con- 
ditions l'aurait  rendu  certain  de  triompher  toujours,  il  se 
trompait.  Chaque  année,  les  reproches  changeaient  de  nature. 
U  gouverneur  de  l'École  (c'était  le  général  Bizot,  homme  très 
sage  et  bienveillant  pour  tous),  lisant  en  tête  d'une  lettre 
d'Auguste  Comte  :  «  4  Frédéric  II,  67  »,  demanda  l'explica- 
tion de  cette  énigme.  On  lui  apprit  qu'il  existait  un  calendrier 
positiviste.  Il  trouva  qu'en  en  faisant  usage  dans  sa  corres- 
pondance officielle,  le  répétiteur  d'Analyse  manquait  aux  con- 
venances. Il  regrettait  que  ses  prédécesseurs  eussent  introduit 
dans  le  corps  enseignant  un  collaborateur  aussi  bizarre. 

Comte,  enfin,  avait  espéré  que,  chassé  par  l'indignation  des 
élèves,  Sturm  serait  promptement  forcé  de  lui  abandonner  sa 
chaire.  Les  choses  tournèrent  tout  autrement.  Le  cours  de 
Sturm,  solide  et  consciencieusement  préparé,  était  de  plus  en 
plus  goûté.  La  timidité  et  la  gaucherie  de  l'excellent  géomètre 
inspiraient  la  sympathie.  Sans  chercher  jamais  à  se  faire  ad- 
'^^'rer,  il  se  faisait  toujours  comprendre  ;  ses  élèves  le  respec- 
taient et  l'aimaient,  comme  leurs  prédécesseurs  avaient  aimé 
^t  respecté  Ampère.  Ni  l'opinion  ni  les  sentiments  de  Comte 
^^vaient  changé.  Incapable  de  perfidie,  il  l'était  aussi  de  dis- 
simulation. Son  mépris  pour  le  talent  et  ses  appréciations  in- 
jurieuses sur  le  caractère  du  professeur  qu'il  devait  seconder 
étaient  connus  de  tous.  La  situation  était  intolérable.  Une  si- 
tuation intolérable  peut  se  prolonger  indéfiniment,  mais  elle 
est  instable.  Sturm,  chaque  année,  proposait  au  conseil  la  réélec- 
tion de  Comte,  sans  songer  même  qu'il  fût  possible  défaire  autre- 
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ment;  mais,  lorsque  lé  directeur  des  études  demanda,  pour  des 
raisons  administratives,  qu'il  ne  fût  pas  renommé,  lorsque  le 
général  commandant  TÉcole,  qui  n^avait  contre  Comte  aucun 
grief  personnel  d'aucun  genre,  déclara  qu'un  tel  maître,  si  excel- 
lent qu'il  fût  comme  géomètre,  lui  semblait  compromettant  pour 
rÉcole,  Sturm  ne  le  défendit  pas.  La  condamnation,  réclamée 
au  nom  de  la  discipline  et  du  bon  ordre,  fut  presque  unanime. 
La  décision  rigoureuse,  qui,  vue  de  haut  et  de  loin,  se  pré- 
sente  comme  une   persécution   odieuse  et  brutale,    semblait 
alors  aux  hommes  les  plus  sages  ei  les  plus  éloignés  de  toute 
malveillance  une  mesure  pénible,  rendue  inévitable  par  le  ca- 
ractère indomptable  et  les  excentricités  du  fondateur  du  posi- 
tivisme. Un  amour  sénile  pour  une  jeune  femme,  Clotilde  de 
Vaux,  a  troublé,   plus  encore  que  la  pauvreté,  les  dernières 
années  de  Comte.  Le  récit  de  cet  épisode  fort   vulgaire  tient 
une  grande  place  dans  le  livre  du  P.    Gruber.  J'ai  connu   le 
frère  de  Clotilde;  il  a  été,  comme  Comte,  examinateur  d'ad- 
mission à  l'École  Polytechnique.  Comme  Comte,  il  a  compro- 
mis sa  position  par  des  publications  injurieuses  pour  ceux  qui 
méconnaissaient  son  mérite.    Plusieurs  amis,  plus  sensés  que 
lui,  ont  empêché  la  publication  qu'il  voulait  faire  du  récit  des 
Relations  de  Comte  avec  sa  sœur.  Admirateur  et  disciple  d'Au- 
guste Comte,  qui  l'avait  reçu  à  l'École  Polytechnique,  il  l'avait 
introduit  dans  sa  famille.  Clotilde,  séparée  d'un  époux  indigne 
qu'elle  avait  à  peine  connu,  ne  pouvait  manquer  d'accueillir 
avec    une    orgueilleuse    reconnaissance    les   hommages   d'un 
homme  présenté  par  son  frère  comme  le  plus  grand  génie  du 
siècle.  Dans  les  lettres  que  Maximilien  Marie  voulait  publier. 
Comte  démontrait  à   son  amie,  dans  un  style  mystique,  que, 
sans  offenser  la  morale  positiviste,  elle  pouvait,  quoiqu'ils  fus- 
sent mariés  tous  les  deux,  quitter  sa  famille  et  vivre  avec  lui. 
Le   P.  Gruber,  en  réunissant  sur  l'histoire    de  cette  passion 
tous  les  documents  et  tous  les  témoignages  connus,  conclut  en 
comparant,   malgré  sa   réserve  habituelle,  l'amour  de  Comte 
pour  Clotilde  de  Vaux  à  la  caricature  du  beau  et  du  noble. 
L'appréciation   ne  parait  pas  exacte.  Comte  était  très  sincère 
et  très  faible  dans  son  rôle  de  vieillard  amoureux.  L'orgueil, 
malheureusement,   Ta  entraîné  à  rendre  ses  faiblesses  et  ses 
illusions  publiques,  en  invitant  l'Occident  à  les  partager.  Clo- 
tilde de  Vaux,  s'il  faut  en  croire  son  frère,  qui  l'aimait  beau- 
coup, était  une  bonne   et  naïve  créature,    d'une   intelligence 


(  •6'J  ) 

ordinaire  et  d'un  caractère  faîblc.  Sa  beauté  n'avait  rien  de  re- 
marquable. Son  esprit  se  trouvait  dépaysé  dans  les  hautes  ré- 
gions où  Comte  voulait  l'entraîner  et  mal  à  Taise  devant  les 
désirs  très  pressants  du  grand  homme  qu'elle  n'aurait  voulu  ni 
désespérer  ni  satisfaire.  Après  la  mort  deClotilde,  le  désespoir 
de  Comte,  comme  autrefois  celui  de  d'Alembert  lorsqu'il  perdit 
H"" de  Lespinasse,  lui  inspira  des  pages  brûlantes  adressées  à 
la  mémoire  de  son  amie  et,  en  même  temps,  l'idée  e\tra>agante 
d'en  faire  une  sainte,  patronne  du  nouveau  culte.  L'exaltation 
allait-elle  jusqu'à  la  folie?  En  validant  le  testament  de  Comte, 
attaqué  pour  cause  d'aliénation  mentale,   les  tribunaux  ont 
prononcé.  Le  P.  Gruber  approuve  leur  décision,  a  Le  lecteur 
impartial,  dit-il,  pensera  que  la  seconde  période  philosophique 
d'Auguste  Comte,  comme  du  reste  le  tribunal  l'a  prononcé,  ne 
justifie  pas  Taccusation  de  folie  porté  contre  le  philosophe.  » 
I'  ajoute,  et  c'est  la  conclusion  de  son  livre  :  «  Dans  la  manière 
dont  Auguste  Comte  s'est  efforcé  de  réduire  ses  théories  en 
pratique,  il  y  a  tant  de  singularités  que  le  a  sens  commun  »  est 
complètement  dérouté.  »  Entre  les  actes   taxés  de  folie  et  les 
singularités  qui  déroutent  complètement  le  sens  commun,  la 
"goe  de  séparation  ei^t  mal  définie.  Les  pensionnaires  de  Cha- 
rentoD  sont  nombreux;  presque  toussont  plus  fous  qu'Auguste 
v^mie,  mais  j'en  ai  connu  qui  l'étaient  moins. 

{^Journal  des  Savants,) 
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*^ECUEIL  DE   PROBLÈMES   DE   MATHÉMATIQUES    CLASSÉS   PAR 

^"Visions  SCIENTIFIQUES,  par  M.  C.'jé.  Luisant ,  doc- 
leur  ès  Sciences,  ancien  élève  de  l'École  Polytech- 
nique. Paris;  Gauthîer-Villars  et  fils. 

Cet  excellent  Receuil  est  composé  de  sept  Parties  dont  trois 
ODtdéjà  paru.  Les  questions  qu'il  renferme  sont  extraites  des 
principaux  journaux,  de  Mathématiques  publiés  en  français 
depuis  la  création  des  Nouvelles  Annales,  qui  ont  d'ailleurs 
foarni  le  plus  fort  contingent.  Aussi,  loin  d'être  une  compila-' 
lion  incohérente  de  questions  banales,  ce  livre  est  en  quelque 


(  '64  ) 

sorte  un  résumé  clair  el  méthodique  des  principales  acquisi- 
tions faites  de  nos  jours  par  la  Science  mathématique  dont  il 
permet  de  suivre  pas  à  pas  et  sans  effort  le  développement 
successif  pendant  un  demi-siécle.  Nous  ne  saurions  trop  re- 
mercier le  savant  auteur  d'avoir  de  la  sorte  attiré  l'attention 
sur  un  grand  nombre  de  problèmes  intéressants  dus  aux  géo- 
mètres les  plus  distingués,  et  c'est  avec  le  plus  vif  plaisir  que 
nous  recommandons  à  nos  lecteurs  ce  travail  remarquable,  qui 
est  appelé  à  rendre  d'éminents  services  aux  maîtres  et  aux 
élèves  pour  lesquels  il  sera  un  guide  sûr  et  précieux.      E.  R. 


SUR  LINTRODVGTION  DES  NOiWBRES  NÉGATIFS; 

Par  m.  Maurice  FOUCHÉ, 

Agrégé  de  l'Uni  vers!  lé, 
Professeur  de  Mathématiques  élémentaires  à  Sainte-Barbe. 


La  plupart  des  mathématiciens  sont  aujourd'hui  d'accord 
pour  reconnaître  que  la  différence  essentielle  entre  l'Algèbre 
et  l'Arithmétique  consiste  dans  l'introduction  des  nombres 
négatifs.  Cet  accord  paraît  suffisamment  prouvé  par  ce  fait  que 
dans  le  programme  d'agrégation  pour  l'année  1893  figure 
pour  la  première  fois  une  leçon  intitulée  :  «  Première  leçon 
d'Algèbre.  —  Introduction  des  nombres  négatifs.  »  Cette  cir- 
constance nous  a  déterminé  à  publier  la  leçon  par  laquelle, 
depuis  plusieurs  années,  nous  ouvrons  notre  cours  d'Algèbre  à 
l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 

Il  y  a  deux  manières  d'envisager  l'introduction  des  nombres 
négatifs.  La  première,  qui  est  la  plus  ancienne,  car  elle  a  été 
élucidée  au  xvii*  siècle  par  Descartes,  consiste  à  les  consi- 
dérer comme  fournis  par  la  nécessité  de  représenter  des  gran- 
deurs comptées  dans  deux  sens  différents,  tels  que  les  segments 
portés  sur  une  droite  indéfinie  de  part  et  d'autre  d'une  origine 
fixe.  La  seconde,  plus  abstraite,  consiste  à  les  considérer 
d'emblée  comme  généralisation  de  l'idée  de  quantité.  Celte 
seconde  méthode  fait  partie  de  tout  un  ensemble  de  doctrines 
qui  ont  élc  établies  dans  ces  dernières  années   par  plusieurs 
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géomètres  célèbres  et  qui  ont  conduit  M.  Tannery  à  ce  résultat 
de  haute  portée  philosophique  que  toute  l'Analyse  algébrique 
o'exige  d'autre  postulatum  que   la   conception  si  simple  du 
nombre  entier.  Ce  remarquable  caractère  de  simplicité  dans 
ie  point  de  départ  nous  a  fait  adopter  le  second  point  de  vue 
qui  conserve  à  l'Analyse  algébrique  toute  son  indépendance 
vis-à-vis  de  la  Géométrie  et  des  vérités  d'ordre  expérimental. 
Nous  avons  cru  devoir  rappeler,  au  début  de  la  leçon,  les 
principes  sui'  lesquels  doit  reposer  la  généralisation  de  l'idée 
de  quantité,  quoique^  à  vrai  dire,  ces  principes  devraient  être 
expliqués  dès  l'introduction  des  fractions  ou,  au  plus  tard,  des 
nombres  incommensurables,  car  ceux-ci  appartiennent  bien  à 
l'Arithmétique  et  leur  étude  devrait,  à  notre  sens,   précéder 
celle  des  nombres  négatifs.  Mais  la  théorie  des  nombres  in- 
commensurables est  incomparablement  plus  difficile  que  celle 
des  nombres  négatifs,  et  dès  lors  des  raisons  d'ordre  pédago- 
gique la  font  rejeter  beaucoup  plus  loin,  à  tel  point  qu'on  a 
cru  récemment  devoir  la  supprimer  du  programme  d'admission 
à  TËcoIe  Polytechnique.  Malgré  cela,  dans  la  rédaction  de  ce 
qui  suit,  j'ai  supposé  cette  théorie  déjà  faite,  sans  cependant 
y  chercher  aucun  appui.  Mon  but  était  simplement  de  rédiger 
la  leçon  de  telle  sorte  qu'on  pût,  sans  aucun  inconvénient,  la 
placer  soit  avant,  soit  après  la  théorie  des  nombres   incom- 
mensurables, et  dans  tous  les  cas,  si  on  la  place  avant,  profiter 
des  résultats  établis  pour  les  appliquer  sans  aucune  modification 
aux  nombres  incommensurables  négatifs,  le  jour  où  Ton  voudra 
faire  la  théorie  de  ces  importantes  quantités. 

Première  leçon  d'Algèbre. 

Introduction  des  nombres  négatifs. 

L'Algèbre  a  pour  objet  la  généralisation  des  théories 
de  rArilhmétique  et  l'établissement  de  formules  qui 
permettent  de  traiter  d'une  manière  uniforme  tous  les 
problèmes  de  la  même  nature,  et  de  règles  qui  s'appli- 
(juent  dans  tous  les  cas  sans  aucune  exception .  On  y  est 
arrivé  par  l'emploi  simultané  de  deux  procédés. 

I"  On  représente  les  nombres  par  des  lettres  cl  les 
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opéraliolis  par  des  signes.  Cette  méthode,  quoiqu'elle 
donne  aux  raisonnements  une  allure  particulière,  ne 
constitue  en  réalité  qu'une  abréviation  de  langage  et  ne 
saurait  à  elle  seule  distinguer  rAIgêbre  de  TÂrithnié- 
tique. 

C'est  pourquoi  la  signification  des  sjmboles  d'opéra* 
tions  est  expliquée  en  Aritimiétique,  et  l'emploi  des 
lettres  et  des  signes  est  d'un  usage  fréquent  en  Arithmé- 
tique même. 

Par  exemple,  dire  qu'u/i  produit  de  deux  facleui^s 
ne.  change  pas  quand  on  intervertit  l'ordre  des  fac^ 
leurs  y  ou  écrire 

c'est  exactement  la  même  chose. 

a°  On  étend  le  sens  des  opérations  de  l'Arithmétique 
et  Ton  applique  ces  opérations  à  des  objets  qui  ne  sont 
plus  des  nombres  tels  qu'on  les  considère  en  Arithmé- 
tique. C'est  là  ce  qui  distingue  essentiellement  l'Algèbre 
de  l'Arithmétique.  La  nécessité  de  généraliser  le  sens 
et  les  objets  des  opérations  s'introduit  par  la  nécessité 
de  les  rendre  toutes  possibles,  aGn  d'éviter  les  excep- 
tions et  les  discussions  plus  ou  moins  pénibles  qui  en 
sont  la  conséquence. 

La  théorie  de  la  soustraction  en  fournit  le  premier 
exemple. 

Supposons  qu'au  nombre  27  nous  voulions  ajouter  la 
différence  7  —  3,  En  Arithmétique  on  peut  retrancher 
3  de  7  et  ajouter  ensuite  la  différence  à  27,  ou  bien  on 
peut  ajouter  7  à  27  puis  retrancher  3,  ou  encore  retran- 
cher d'abord  3  de  '27  puis  ajouter  7  au  résultat. 

Le  fait  que  les  trois  systèmes  d'opérations  conduisent 
au  même  résultat  s'exprime  par  les  égalités 

27  -i-(7  —  3  ;  ^  -27  4-  7  —  3  ~  '?.';  —  '5  -4-  7. 
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Si  au  contraire  oii  veut  faire  la  suite  des  opérations 

3-H(5-4). 
ou  pourra  bien  la  remplacer  par 

maïs  non  par 

car  la  première  soustraction  3 —  4  <^st  impossible. 

On  ne  peut  donc  pas  énoncer  un  ibéorème  général 
sur  l'équivalence  des  trois  systèmes  d'opérations,  et  les 

a  -h( à  —  c)=  a  -^  b  —  c  ^  a  —  c  -h  h 

ue  sont  vraies  cju^autant  (jue  les  trois  nombres  a,  &,  c 
remplissent  certaines  conditions. 

C'est  pour  faire  disparaître  les  difficullés  qui  résultent 
de  celte  absence  de  généralité  qu'on  a  inventé  les 
nombres  négatifs. 

Ou  appelle  quantité  tout  ce  qu'on  soumet  aux  opéra- 
lions.  En  Arithmétique,  on  ue  connaît  d'autres  quan- 
li lés  que  les  nombres  entiers,  fraclionnaîres  et  incom- 
mensurables. On  peut  donc  dire  que  la  notion  propre  à 
l'Algèbre  et  qui  la  distingue  de  TArilhinélique,  c'est  la 
généralisation  plus  étendue  de  l'idée  de  quantité. 

Quand  on  généralise  Tidée  de  quantité,  les  nouvelles 
déiinitions  des  opérations  ne  sont  pas  arbitraires.  Il 
faut  en  effet  réaliser  les  conditions  suivantes  : 

i^  Il  faut  que  les  quantités  plus  générales  que  l'on 
vient  de  définir  comprennent  les  anciennes  comme  cas 
particuliers.  Par  exemple,  en  Arithmétique  même,  les 
fractions  comprennent  les  nombres  entiers  comme  cas 
particuliers,  et  les  nombres  incommensurables  com- 
prennent les  entiers  et  les  fractions  comme  cas  particu- 
liers ; 


(  «68) 
2°  Principe  de  la  permanence  du  sens  des  opéra- 
lions,  —  II  faut  que  les  opérations  appliquées  aux  nou- 
velles quantités  reproduisent  les  anciennes  opérations 
de  même  nom,  dans  le  cas  où  les  nouvelles  quantités 
se  retrouvent  être  les  mêmes  que  les  anciennes.  Par 
exemple,  en  Arithmétique,  la  multiplication  des  frac- 
tions n^a  pas  le  même  sens  que  la  multiplication  des 
entiers,  mais  si  les  fractions  se  réduisent  à  des  nombres 
entiers,  la  déGnilion  de  la  multiplication  des  fractions 
reproduit  celle  des  nombres  entiers. 

Ainsi 

-x       5  _      a  X  5 

3^6  -"3  x6 
et 

'à       5       2x5 

Il  i 

3®  Principe  de  la  permanence  des  règles  de  calcul. 
—  Il  faut  que  les  nouvelles  opérations  jouissent  des 
mêmes  propriétés  que  les  anciennes  pour  qu'on  puisse 
leur  appliquer  les  théorèmes  de  l'Arithmétique. 

Propriétés  des  opérations,  —  L'étude  de  ces  pro- 
priétés constitue  la  première  et  la  plus  importante 
partie  de  TÂrithmétique,  mais  il  semble  que  toutes  ces 
théories  cessent  d'être  applicables  dès  qu'on  n'opère 
plus  sur  les  nombres  considérés  en  Arithmétique. 

Cependant  les  propriétés  des  opérations  dépendent 
exclusivement  d'un  petit  nombre  d'entre  elles  que  nous 
appellerons  les  propriétés  fondamentales,  de  telle  sorte 
que  si  une  opération  généralisée  jouit  des  propriétés 
fondamentales  de  l'opération  arithmétique  de  même 
nom,  elle  jouira  aussi  de  toutes  les  autres  propriétés 
démontrées  en  Arithmétique.  Quand  nous  introduirons 
une  nouvelle  espèce  de  quantité,  nous  aurons  donc  seu- 
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point  O,  R  le  rayon  de  ce  cercle,  X  et  (jl  deux  orienteurs  rec- 
tangulaires situés  dans  son  plan. 
On  a  alors,  en  appelant  p  le  vecteur  du  point  P, 

p ^^'       =  —  [(m,  — ç){icose-f-(mi— cp)vsine], 

équation  vectorielle  d'une  ellipse  ayant  pour  centre  le  point 
correspondant  du  point  M;  on  voit  d'ailleurs  que  les  points 
correspondants  auK  extrémités  de  deux  rayons  rectangulaires 
quelconques  du  cercle  décrit  par  le  point  O  sont  les  extré- 
mités de  deux  diamètres  conjugués  de  Tellipse. 

Question  1484. 

On  donne  sur  une  droite  deux  systèmes  de,  trois  points  a, 
a\  a'  et  6,  6',  i/  qui  font  partie  de  deux  divisions  homo^ 
graphiques.  Sur  ah  comme  diamètre  on  décrit  un  cycle  G 
dont  le  sens  est  déterminé  par  la  condition  qu'au-dessus 
de  la  droite  le  point  décrivant  aille  de  aenb\  les  segments 
a'b'  et  a'b"  déterminent  de  même  deux  autres  cycles  Q! 
et  G'.  Si  Von  trace  un  cycle  tangent  à  G,  G'  et  G',  démon- 
trer que  les  points  où  il  coupe  la  droite  sont  les  deux 
points  doubles  des  deux  divisions  hom.o graphiques, 

(Laguerrb.) 

solution 
Par  M.  JuBL. 

On  peut  énoncer  plus  brièvement  la  question  comme  il  suit. 
Soient  (a^b^Cy  ...),  («1,^1,  Ci,  ...)  deux  groupes  de  points 
faisant  partie  de  deux  divisions  homographiques.  Les  cycles  de 
même  sens  construits  sur  aai,  bb^^  ccx  comme  diamètres 
seront  tous  touchés  par  un  même  cycle. 

Soit  e  un  point  double  des  deux  divisions  homographiques  et 
appliquons  une  transformation  par  inversion,  avec  e  pour  pôle. 
L'autre  point  double  /  se  transformera  en  /',  «16  en  a\  b\  . ,, 

On  aura  donc 

fa'  :f'a\  -=^f'b'\f'b\  = . . .  =  const. 

et  tous  les  cycles  décrits  sur  a'a\^  à'b\,  . ..  comme  diamètres 
seront  touchés  par  deux  droites  passant  par  /'.  Le  théorème 

4* 
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est  donc  démontré;  car,  dans  la  transformation  par  inversion, 
les  cycles  se  transforment  en  cycles. 


Question  1534. 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  doublement  tangentes  d 
dewr  cercles  donnés  se  compose  de  cinq  cercles. 

(Entubtin.) 

solution 
Par  M.  E.-N.  Bârisien. 

Pour  bien  analyser  cette  question,  il  est  nécessaire  de  la  di- 
viser en  deux  cas  généraux. 

I.  Cas  des  cercles  extérieurs  l'un  à  l'autre  ou  se  rencon- 
trant en' des  points  réels. 

II.  Cas  des  cercles  dont  run  est  intérieur  à  l'autre, 

I.  Dans  ce  premier  cas,  Tun  des  axes  de  la  conique  coïncide 
avec  la  ligne  des  centres,  l'autre  axe  est  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres. 

II  peut  donc  se  présenter  deux  cas  : 

i"  Les  foyers  sont  sur  la  ligne  des  centres. 

La  ligne  des  centres  fait  donc  partie  du  lieu  des  foyers. 

Fig,  I. 


2**  L'axe  focal  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 

Prenons  des  axes  rectangulaires,  Torigine  étant  au  centre  de 
Tun  des  cercles  et  l'axe  des  x  étant  la  ligne  des  centres. 

Soient  R  le  rayon  du  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine,  r  le 
rayon  de  l'autre  cercle  et  a  la  distance  des  centres. 


(  «9*  ) 

L'équatioD  d*une  conique  bilan gen te  au  cercle  (^R)^  et  ayant 
pour  un  de  ses  a\es  Taxe  des  x^  est 

(i)  X(ar«-»-7»— R»)-i-(3:— /?)«=o. 

De  même,  Féquation  d'une  conique  bitangente  au  cercle  (r), 
et  ayant  pour  un  de  ses  axes  l'axe  des  x,  est 

(î)  H-[(^  —  «)*-+-^' — r*]H-(a7  —  <7)'  =  o. 

Ces  deux  équations  doivent  être  identiques,  ce  qui  conduit 
aux  relations 

p  —  q  =  aX, 

En  divisant  membre  à  membre  les  deux  dernières  relations, 
on  obtient 

a 

Par  conséquent 

a\        R«-f-a»— r« 
(3)  P^  — 


•2  ia 


L'équation  générale  des  coniques  (i)  ne  contient  plus  que  le 
paramétre  X,  puisque  (3)  donne  p  en  fonction  de  X. 

L'abscisse  du   centre  a  pour  expression  — ^-— ■  •  Si  donc  on 

H-  X 

change  dans  (i)  a:  en  a:  h ^—:-y  on  arrive  à  l'équation 

I  -h  X 

ar«(i-hX)-+-X^»=X^R* ^V 

Si  A  et  B  désignent  les  demi-axes  de  la  conique,  on  a  donc 

i-hX  \  IH-  X/ 

B«=  R« ^. 

i-f-  X 

Par  suite, 

i-f-  X  \  i-+-  x/ 


(    20*    ) 

Si  donc  X  et  Y  sont  les  coordonnées  d'un  foyer,  on  a 
(4)  X=--^, 


(5)  Y«  = 


1-+-  X 


l-f-X        (l-4-X)* 


On  aura  le  lieu   des  foyers  en  éliminant/)  et  X  entre  (3), 
(4)  et  (5). 
On  en  déduit 

R» 
1-4-  X 
a  __     R«— r* 


'i        2a(i-+-X) 

En  divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  trouve 
réquàtion  d'un  cercle 

-         I                          aRr 
dont  le  rayon  est  -^ ^  • 


II.  Cas  oà  l'un  des  cercles  est  intérieur  à  Vautré,  —  Pre- 
nons des  axes  rectangulaires,  au  centre  0  du  plus  petit  cercle^ 
de  rayon  r,  l'axe  des  frétant  dirigé  vers  le  centre  G  de  Tautre 
cercle  de  rayon  R.  Soit  OC  =  a. 

Considérons  une  conique  bitangente  à  chacun  des  deux  cer- 
cles et  dont  l'un  des  axes  soit  incliné  de  l'angle  oc  sur  l'axe 
des  X.  Les  cordes  de  contact  dans  chacun  des  cercles  sont  pa- 
rallèles à  chacun  des  axes  de  la  conique.  De  sorte  que  cette 
conique  a  indifféremment  l'une  des  équations 

X(a7*-f-^* —  r*)-f-(a?  cosa  -f-j^sina  — />)*  =  o, 
fx[(a?  — a)«H-^* —  R*]H-(a7sina  — ^cosa  —  q)'^=o. 

L'identification  de  ces  deux  équations  conduit  aux  relations 

(1)  X  -h  [X -h  I  —  o, 

(2)  />  cosa -f- ^sina -H  afx  =  o, 
(  3  )  p  sin  OL  =^  q  cos  a, 

(4)  />ï-h^2— Xrî-i-{jL(aî— R«)=o. 


(  •^'*  ) 


De  (a)  et  (3),  on  tire 


jD«  -h  y  «  =  a»  (1*, 
/>  =  —  afx  cosa, 

y  =  —  afxsina; 

(4)  devient  donc 

(5)  aV«-"  Xr«-i-  {i(a«—  R»)=  o. 

Fig.  a. 


En  résolvant  (i)  et  (5),  on  trouve  une  équation  du  second 
degré  en  X, 


d'où 


(6) 


a«(X-i-i)»  — (XH-i)(a»-4-r«— R«)-4-r«  =  o; 

A  •+- 1  ^  -  —  • 


On  a  ainsi  deux  valeurs  de  X,  X'  et  X'. 
Par  conséquent,  la  première  équation  dans  laquelle  X  est  la 
constante  (6)  et  où 


(7) 


p  =  a(XH- i)cosa 


est   l'équation  générale  des  coniques   bitangentes  aux  deux 
cercles. 

On  peut  remarquer  incidemment  que 

/?«-+-7»=a»(X-M)«. 


(  2a*    ) 

Donc,  si  K  est  le  point  de  rencontre  des  deux  cordes  com- 
munes, on  a 

OK=(X-hi)a, 

ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  deux 
cordes  communes  se  compose  de  deux  cercles  de  centre  O 
et  de  rayons  a(X'-4-  i)  et  a(X'-t-  i). 

Les  coordonnées  du  centre  cj>  de  la  conique  sont 

X  =  acos'a, 
^  =  a  sina  cosa, 

de  sorte  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  est  le  cercle 
décrit  sur  OC  comme  diamètre. 

Transportons  les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à  eux- 
mêmes  en  oi.  Il  faut  changer 

X    en     a:-i-acos*a, 
y    en    ^-f- a  sinacosa. 

L'équation  de  la  conique  devient  alors 

X(a7*-f-^*)-l-(a7COsa  -h^sina)* 

-f-  X  (  a'  cos*  a  —  r'  )  -H (  a  cos  a  —  />  )*  =  o . 

Prenons   encore   pour  nouveaux  axei  de   coordonnées    les 
axes  de  la  conique  :  il  faut  changer 

X    en     :7cosa — ^sina, 
y    en     a?  sina -h^cosa. 

On  arrive  alors  à  l'équation 

(XH-i)a?»-»-X^«=  X[r»(X-M)a*cos«a]. 
Donc,  si  À  et  B  sont  les  demi-axes  de  la  conique 

A«=  ^ [/•«— (X-4-i)a«co5«a], 

X  -hi 

B«=  r«  — (X  -4-  i)a*co8«a. 
I*  5*  r are  focal  passe  par  0, 


A  -H  I 


(  ^3-  ) 

Soit  F  i'ua  des  foyers,  alors 


Mais 


—  1      — i       5 

CP  =ci*C  H-u)F  . 


cdC  =  a  sinoLj 


a)F  =  a*  ces' a  — 


Donc 


CF    =a»— -— 


La  longueur  CF  est  donc  constante.  Le  lieu  des  foyers  de 
l'axe    passant  par  O   se    compose  donc  de    deux  cercles    de 

centre  G  et  de  rayons  1/ a'—  r et  l/tf*—  r • 

2*  Si  Vaxe  focal  passe  par  C,  on  a 

C»=  B«— A«=  :-^ a«cos*a. 

A  H-  I 

Dans  ce  cas, 

OF  =Oui-4-(oF    =a'  cos*a  h-  G^  = 


Le  lieu  des  foyers  de  l'axe  passant  par  G  comprend  donc  deux 
cercles  de  centre  O  et  de  rayons  --=::^  et 


En  résumé,  le  lieu  total  se  compose  donc  : 
!*•  De  la  ligne  des  centres; 

2*  Du  cercle  (Ci)  dont  le  centre  est  situé  sur  la  ligne  des 
centres   des  deux  cercles  donnés  à  la  distance  du  centre  du 

cercle  (R)  égale  à  ^ -^^  et  dont  le  rayon  a  pour  expres- 

aRr 

3*  De  deux  cercles  (Gj)  et  (Gj)  ayant  leur  centre  commun 
au  centre  du  cercle  (R)  et  dont  les  rayons  sont  respective- 
ment 

V  A  -H  I  V  A    -H  I 


4"  De  deux  cercles  (C4)  et  (G|)  ayant  leur  centre  commun 
au  centre  du  cercle  (r)  et  dont  les  rayons  sont  respective- 
ment 

/•  r 


V/V-f-i       v^X"-hi 

Mais  il  convient  de  remarquer  que  ces  cercles  ne  sont  pas 
toujours  réels. 

Ces  cercles  peuvent  être  imaginaires,  soit  comme  lieu  des 
foyers  de  coniques  imaginaires,  soit  comme  lieu  des  foyers 
imaginaires  de  coniques  réelles. 

Sans  entrer  dans  une  discusssion  algébrique  qui  serait  assez 
longue,  il  est  facile  de  se  rendre  compte  géométriquement  que, 
quelle  que  soit  la  situation  des  cercles  donnés,  le  cercle  (.Ci) 
est  toujours  réel. 

On  peut  encore  remarquer  que  l'excentricité  de  toutes  les 
coniques  est  constante. 

En  effet,  si  E  désigne  Texcentricité,  nous  avons 

et       A«--Bt  . 

Cas  particulier  oà  r  =  o.   —    Le    cercle    (Ci)  se   réduit 

alors  à 

(X  — a)«-+- Y«=o. 

En  effet,  le  centre  du  cercle  (R)  est  alors  Tun  des  foyers  de 
toutes  les  coniques  ayant  ce  centre  pour  autre  foyer  et  bitan- 
gentes  au  cercle  (r). 

On  a  alors 

X'-M= — ,         X'-+-i  =  o. 

a' 

Le  cercle  (Gt)  a  pour  rayon 


\A'-  vTT  =  « 


Le  rayon  de  (C3)  est 


/ 


/•"  o 

rt'—    ; =    - 
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lAMIN 

Phys 

des  Sciences.  —  Cours  de  Physique  de  TEcole  Polytechniqni 
tion,  augmentée  et  entièrement  refondue,  par  E.  Bouty.  4  forts  vo- 
lumes in-8  de  plus  de  4000  pages,  avec  1687  figures  dans  le  lexle  et 
i4  planches  sur  acier,  dont  ^  en  couleur;  1885-1891.  {Autorisé  pnr 
décision  minùtériêlle.  )  Ocvragb  complet 72  fr . 

On  vend  séparément  : 
Tome  I. 

(*)  i*'  FASCICULE.  —  Instruments  de  mesure.  Hydrostatique  ;  avec 

i5o  flgures  et  1  planche 5  fr. 

a*  FASCICULE.  —  Physique  moléculaire;  avec  98  figures i  îr. 

Tome  II.  —  Chaleur.  —  i5  fr. 

(*)  i*""  FASCICULE.  —  Thermométrie,  Dilatations  ;  divee  98  figures.  5  fr. 

(*)  2*  FASCICULE.  —  Colorimétrie ;  diYec  48  figures  et  2  planches-  5  fr. 

3'  FASCICULE.  —  Thermodynamique,  Propagation  delà  chaleur;  avec 

47  figures * - 5  fr. 

Tome  III.  —  Acoustique;  Optique.  —  aa  fr. 

I*'  FASCICULE.  —  Acoustique;  aVec  ia3  figures 4  ^r. 

(*)  a*  FASCICULE.  ■—  Optique  géome'trique;  avec  189  figures  et 
3  planches 4  fr. 

3*  FASCICULE.  —  Étude  des  radiations  lumineuses,  chimiques  et  calo- 
rifiques. Optique  physique;  avec  a49  fig.  et  5  planches,  dont  a  planches 
de  spectres  en  couleur 14  fr. 

Tome  IV  (!'•  Partie).  —  Electricité  statique  et  dynamique.  —  i3  fr. 
i**"  FASCICULE.  —   Gravitation  universelle.  Électricité  statique;  avec 

i55  figures  et  i  planche 7  fr, 

a*  FASCICULE.  —  La  pile.  Phénomènes  électrothermiques  et  électrochi^ 
miqucs;  avec  161  figures  et  i  planche 6  fr. 

Tome  IV  (a*  Partie).  —  Magnétisme;  Applications.  —  i3  fr. 

3'  fascicule.  —  Les  aimants.  Magnétisme.  Electromagnétisme.  In~ 
duction;  avec  a4o  figures 8  fr. 

4*  fascicule.  —  Météorologie  électrique.  Applications  de  l'électricité 
Théorie  générale,  avec  84  figures  et  i  planche 5  f r. 

Tables  générales. 

Tables  générales,  par  ordre  de  matières  et  par  noms  d'auteurs,  des 
quatre  volumes  du  Cours  de  Physique.  In-8  ;  1891 o  fr.  60  c. 

Tous  les  trois  ans,  un  Supplément  destiné  à  exposer  les  progrh  accomplis  pen^ 
riant  cette  période  viendra  compléter  ce  grand  Traité  et  le  maintenir  au  coureutt 
des  derniers  travaux. 

{*)  Les  matières  du  pro{jrammc  d'admission  à  l'École  Polytechnique  sont  com- 
prises dans  les  parties  suivantes  de  l'Ouvrage  : 
Tome  I,  X"  fasciculo;  Tome  II    x*'  el  a«  fascicule;  Tome  III,  a»  fascicule. 
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(  '^9  )    :^x 

Ionien t  <i  nous  assurer  que  les  <>péradoi^s  f^JtesUUf-^^esj 
nouvelles  quanlîlés  possèdent  lÀs  propriiî^ës-iblîda^nen-^ 
laies.  Il  convient  alors  de  rappel eKqueltcaïKDM^ihi*  pro- 
priétés fondamentales  des  opéra tîons^Xy joindrai  la 
propriété  fondamentale  de  Tégalité,  quoique  Tégalité  ne 
soit  pas  une  opération. 

Propriétés  fondamentales  des  opérations. 

Egalité.  —  Deux  quantités  égales  à  une  troisième 
sont  égales  entre  elles.  Toutes  les  fois  qu'on  inventera 
une  nouvelle  espèce  de  quantité,  il  faudra  en  déGnir 
régalilé,  et  vérifier  que  cette  propriété  s'applique  à  la 
nouvelle  définition. 

é 

yiddilion.  —  Toutes  les  propriétés  de  l'addition  dé- 
pendent des  trois  suivantes 

(i)  a  -f-  o  =  ûf, 

(2)  a  -h  b  =  b  -^  a^ 

(3)  a  -h  6  H-  c  =  rt  -H  c  -h  6. 

On  pourra  donc  appeler  addition  toute  opération 
jouissant  de  ces  trois  propriétés,  et  Taddition  ainsi  dé- 
finie jouira  de  toutes  les  propriétés  de  l'addition  arithmé* 
tique. 

Soustraction.  —  Elle  a  pour  ohjet  do  trouver  une 
quantité  qui  ajoutée  à  une  quantité  donnée  en  repro- 
duise une  autre  également  donnée.  Elle  est  donc  définie 
en  même  temps  que  l'addition  et  ses  propriétés  dépen- 
dent exclusivement  de  celles  de  Taddition.  Il  faudra 
seulement  vérifier  que  la  soustraction  n'admet  qu'une 
solution. 

Multiplication.  —  Toutes  les  propriétés  de  la  multi- 
Ann.  de  Malhémat.^  3'  série,  t.  XII.  (Mai  1893.)  l3 
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plicatiou  dépendent  des  cinq  suivantes 

a  X  o  =  o, 

a  X  I  =  a, 

(a~hb)xc  =  axc-\-bx  c, 

a  X  6  =  6  X  a, 

axbxc  =  axcxb. 

Si  ces  cinq  propriétés  sont  vérifiées,  toutes  les  autres 
le  seront. 

Division,  —  Elle  a  pour  objet  de  trouver  une  quan- 
tité qui  multipliée  par  une  quantité  donnée  en  repro- 
duise une  autre  également  donnée.  Elle  est  déGnie  en 
même  temps  que  la  multiplication  et  ses  propriétés  sont 
des  conséquences  de  celles  de  la  multiplication.  Il 
faudra  donc  seulement  vérifier  que  la  division  n'admet 
qu'une  solution. 

Eléi^ation  aux  puissances,  —  C'est  une  suite  de  mul- 
tiplications. 

Extraction  des  racines,  —  C'est  l'inverse  de  Péléva- 
tion  aux  puissances. 

Nombres  algébriques. 

L'espèce  nouvelle  de  quantité  qu^on  introduit  en  Al- 
gèbre est  l'assemblage  d'un  nombre  et  du  signe  -h  ou  — 
qu'on  place  devant,  et  qui  jusqu'à  nouvel  ordre  ne  doit 
être  considéré  que  comme  un  symbole  de  distinction  et 
doit  être  provisoirement  dépouillé  de  sa  signification, 
relative  à  l'addition  ou  à  la  soustraction.  Nous  appel- 
lerons ces  quantités  des  nombres  algébriques.  Les 
nombres  précédés  du  signe  -f-  seront  dits  positifs;  ceux 
qui  sont  précédés  du  signe  — ,  négatifs.  Le  nombre 
arithmétique  qui  figure  dans  le  nombre  algébrique  en 
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est  la  valeur  absolue.  Ainsi  -f-|  est  un  nombre  positif 
dont  la  valeur  absolue  est  |  ;  —  J  est  un  nombre  né- 
ga(i(  doDt  la  valeur  absolue  est  |.  Il  faut  comprendre 
parmi  les  nombres  algébriques  le  nombre  o  qui  a  le 
signe  qu  on  veut  et  une  valeur  absolue  nulle.  Si  l'on 
convient  de  faire  précéder  tous  les  nombres  considérés 
en  Arithmétique  du  signe  -h,  on  voit  que  les  nombres 
algébriques  comprennent  les  nombres  arithmétiques 
qui  deviennent  les  nombres  positifs,  ce  qui  vérifie  la 
première  condition  générale. 

Egalité.  —  Deux  nombres  algébriques  sont  égaux 
quand  ils  ont  même  valeur  absolue  et  même  signe.  L'é* 
galité  ainsi  définie  des  nombres  algébriques  jouit  évi- 
demment de  la  propriété  fondamentale. 

Addition.  —  Elle  est  définie  par  la  règle  suivante  : 
i"*  Poiu*  ajouter  deux  nombres  de  même  signe  on 
ajoute  leurs  valeurs  absolues  et  l'on  conserve  leur 
signe  commun,  a"  Pour  ajouter  deux  nombres  de 
signes  différents  on  retranche  leurs  valeurs  absolues 
et  Von  donne  au  résultat  le  signe  du  nombre  oui  avait 
la  plus  grande  valeur  absolue. 

Il  résulte  d'abord  de  cette  règle  que  l'addition  n'a 
qu'une  solution  et  que  l'addition  des  nombres  positifs 
reproduit  l'addition  arithmétique,  ce  qui  est  la  se- 
conde condition  générale. 

On  remarquera  que  la  somme  de  deux  nombres 
égaux  en  valeur  absolue  mais  de  signes  contraires 
est  o. 

Il  faut  vérifier  que  les  propriétés  fondamentales  de 
l'addition  sont  conservées 

Les  deux  membres  ont  évidemment  même  valeur  ab- 
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solue  et  uièine  signe 


•jt°  a  -\-  h  —  b  -^  a. 

Dans  la  déiinilioii  on  ne  dislingue  pas  Tordre  des 
termes.  Celle  deuxième  propriété  est  donc  vraie. 

T  a-{-b-{-c— a-hc-i-b. 

Si  Ton  change  le  signe  des  trois  nombres  a,  &,  c,  on 
change  le  signe  de  la  somme  a  -^  b  et  le  signe  de  la 
somme  a  -4-  A  -f-  c.  Si  Tégalité  était  vraie  avant  le  chan- 
gement, elle  Test  donc  encore  après.  11  peut  se  présenter 
deux  cas  :  ou  bien  les  trois'  nombres  sont  de  même 
signe  ou  bien  il  y  en  a  deux  d*un  certain  signe  et  Taulre 
du  signe  contraire.  D'après  ce  qui  précède,  on  peut  tou- 
jours supposer  que  le  signe  le  plus  fréquent  est  le 
signe  H-, 

Si  Ton  désigne  par  a,  ^,  y  les  valeurs  absolues  de 
a,  by  c,  on  n'aura  donc  à  examiner  que  les  quatre  cas 
suivants 

,o  (^a)_H(-^p)-K(-+-Y)--(+a)-h(-4-Y)H-(-h[i), 

-1'-  (-4-  a)4-(-r-  ?)■+-(-  Y)  =  (-t-  a)-i-r-  ^)-~h(-h  ?), 

3-  (-+.ac;-H(-?)-4-(-+-Y).-r(-ha)4-(-4    Y)-h(-3), 

4"  (_ac)-|-(-Hp)H-(-hY)  =  (— 3t)-4-f-+-Y)-h(4-?). 

La  première  égalité  où  tous  les  nombres  sont  posi- 
lils  revient  à  rAritliméti(|ue^  la  troisième  égalité  est 
identique  à  la  deuxième  lue  en  sens  inverse  :  elles  cor- 
respondent toutes  deux  aux  cas  où  les  deux  derniers 
nombres  ont  des  signes  contraires.  Il  suffit  donc  de  dé- 
montrer la  deuxième  et  la  quatrième. 

Je  vais  démontrer  que 

(-^-a)^-(-^p)-h(-Y)==(^-a)-h(-Y)-f-(+-p). 
Je  suppose  d'abord  y  <^  a  et  a  =  y  -+-  ,r. 
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Le  premier  memhrc  revient  à 

[+(ï-+-^)K(+P)+(-T)> 


qui  d'après  la  règle  donne  H-  (a:  -f-  ^). 
Le  deuxième  membre  donne  aussi 
Maintenant  je  suppose  y^a  et  y 

mier  membre  revient  à 


a  H-  .r^  le  pre- 


c'est-à-<lire 
et 


r(aH-P)-h(-(a-f-x)l, 
—  (t  — fJ)     si     ^<x. 


Le  deuxième  devient 

(  -  .r  )  H-  ( 
ce  qui  donne  aussi 

-h(P  —  t)     ou 

suivant  les  cas. 

Enfin  démontrons  que 


?^. 


(^-p), 


I^e  premier  membre  peut  s'écrire  successivement, 
soit  en  changeant  l'ordre  des  deux  premiers  termes, 
soit  en  changeant  l'ordre  des  deux  derniers  quand  ils 
sont  de  signe  contraire,  ce  qui  est  le  cas  précédent. 


+  (— a)H- 


P) 
?)  +  ( 
T)+( 
Y)  +  ( 


7) 

'0 


(—a) 
.(-a) 

(-^P> 
•(-t-P). 


L'égalité  est  donc  démontrée  et  les  propriétés  reU' 
tîves  à  l'addition  sont  démontrées. 
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Soustraction,  —  Puisque  raddition  est  déGnie,  la 
soustraction  l'est  aussi. 

Retrancher  b  de  a,  c'est  trouver  un  nombre  c  tel  que 
b  -^  c^^  a.  Par  conséquent  les  deux  égalités 

a  —  b  •=  c        et         a  =  6-f-c 

veulent  dire  la  même  chose  par  définition. 

Je  dis  que  la  soustraction  peut  s'efiectuer  par  la 
règle  suivante  : 

Pour  soustraire  un  nombre  algébrique  d'un  autre ^ 
on  ajoute  le  nombre  qu'on  veut  retrancher  après  en 
avoir  changé  le  signe. 

En  effet,  soit  b  à  retrancher  de  a  et  V  le  nombre 
obtenu  en  changeant  le  signe  de  b. 
D'après  la  règle,  la  différence  sera 

a  H-  b' . 

Il  faut  donc  démontrer  que 

a-^b'-h  b  =0, 
Or 

a-hb'-hb  =  b'-^b-^a        et        b'-hb  =  o. 

On  remarquera  que  la  soustraction  n'a  qu'une  solu- 
tion, car,  sMl  y  avait  deux  différences  inégales,  en  leur 
ajoutant  le  deuxième  terme  de  la  soustraction,  on  ne 
retrouverait  pas  deux  résultats  égaux. 

On  voit  aussi  que,  dans  le  cas  où  les  deux  nombres 
sont  positifs,  et  le  second  plus  petit  que  le  premier  en 
valeur  absolue,  la  soustraction  des  nombres  algébriques 
reproduit  la  soustraction  arithmétique. 

Multiplication,  —  Elle  est  définie  par  la  règle  sui- 
vante : 

Pour  multiplier  deux  nombres  algébriques  on  mul- 
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tiplie  leurs  valeurs  absolues  et  Von  donne  au  produit 
le  signe  -H  si  les  deux  facteurs  sont  de  même  signe  et 
le  signe  —  si  les  deux  facteurs  sont  de  signes  con- 
traires. 

Il  peut  se  présenter  quatre  cas  compris  dans  le  Ta- 
bleau suivant 

(-ha)x(-hP)  =  -hap, 

(H-a)x(-3)  =  -ap, 
(~a)x(-hP)  =  -aP, 
(-a)x(-p)  =  4-a?. 

On  peut  encore  dire  que  le  produit  a  le  signe  du  mul- 
tiplicande si  le  multiplicateur  est  positif,  et  le  signe 
contraire  à  celui  du  multiplicande,  si  le  multiplicateur 
est  négatif. 

On  remarquera  que  la  multiplication  n'a  qu'une  so- 
lution et  que  la  multiplication  des  nombres  positifs 
reproduit  la  multiplication  arithmétique. 

Il^faut  démontrer  qu'ainsi  définie  la  multiplication 
jouit  des  propriétés  fondamentales. 

Ces  propriétés  sont 

rt  X  o  =  o, 

a  X  I  =  a, 

a  X  6  =  6x  a, 
ax6xc  =  axcx6, 
(a-hfc)c  =  ac-H  bc, 

La  première  est  évidente  par  définition. 
Dans  la  deuxième  le  nombre  i  est  positif,  il  convient 
de  le  remplacer  par  -j~  i .  Or  on  a 

a  x(h-  i)=  a, 
d'après  la  règle. 

La  troisième  propriété  est  démontrée,  car  dans  la 
règle  on  ne  spécifie  pas  Tordre  des  facteurs. 
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La  quatrième  égalité  est  vraie  eu  valeur  absolue. 

Pour  faire  voir  qu'elle  est  vraie  eu  signe,  il  suffit  de 
remarquer  que  d'après  la  règle  des  signes  le  produit  de 
plusieurs  facteurs  est  positif  si  le  uombre  des  facteurs 
négatifs  est  nul  ou  pair,  et  négatif  si  le  nombre  des  fac- 
teurs négatifs  est  impair.  Donc  le  signe  du  produit  ne 
dépend  pas  de  Tordre  des  facteurs. 

Reste  la  cinquième  égalité. 

Si  Ton  change  le  signe  de  c,  ou  change  à  la  fois  le 
signe  du  premier  membre  et  le  signe  de  chaque  terme 
du  second  membre.  On  change  donc  aussi  le  signe  du 
deuxième  membre. 

Donc  si  l'égalité  est  vraie  avant,  elle  Test  encore 
après.  On  peut  donc  supposer  c  positif. 

On  fera  la  même  remarque  si  l'on  change  à  la  fois  le 
signe  de  a  et  le  signe  de  b. 

Si  donc  a  et  b  sont  de  même  signe,  on  pourra  les 
supposer  positifs  et  Ton  retombe  dans  l'Arithmétique. 
Si  a  et  i  sont  de  signes  contraires,  je  supposerai  po- 
sitif le  plus  grand  en  valeur  absolue  : 

11  faut  démontrer  que 

[(+a)  +  (-P)](^Y)  =  {-Ha)(4-v)_^(_p)(-^Y); 

le  premier  membre  donne 

[-^(a-p)](+ï) 

comme  le  second  membre.  c.  q.  f.  d. 

Division,  —  La  division  est  définie  en  même  temps 
que  la  multiplication. 

Diviser  a  par  b,  c'est  trouver  un  nombre  c  tel  que 

b  X.  c  =  a, 


les  deux  égalités 


T  =  c        et        a  =  6c 
6 


veulent  dire  la  même  chose  par  définition. 

Il  en  résulte  que  la  valeur  absolue  du  quotient  mut- 
lipliée  par  celle  du  diviseur  doit  reproduire  celle  du 
multiplicande.  Elle  est  donc  le  quotient  des  valeurs 
absolues  des  deux  termes.  Quant  au  signe,  il  résulte  de 
la  règle  de  multiplication  que^  si  le  diviseur  est  positif, 
le  quotient  aura  le  signe  du  dividende,  et  si  le  diviseur 
est  négatif,  le  quotient  aura  le  signe  contraire  à  celui  du 
dividende. 

On  a  donc  les  quatre  cas 


■+■  a 

a 

-h  a 

a 

—  a 

a 

=    P' 

—  a 

r  È 

a 

=  -»-    77» 

compris  dans  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  Pour  diviser  deux  îwmhrcs  algébriques, 
on  dii^iso  leurs  valeurs  absolues  et  l'on  donne  au  quo- 
tient le  signe  -f-  si  les  deux  nombres  sont  de  même 
signe,  le  signe  —  si  les  deux  nombres  sont  de  signes 
contraires. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  division  n'admet 
qu'une  solution. 

Nombres  im^eises,  —  On  dit  que  deux  nombres  sont 
inverses  quand  leur  produit  est  H-  i .  Ils  ont  donc  forcé- 
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ment  le  même  signe.  Au  lieu  de  diviser  un  nombre  par 
un  autre,  on  peut  le  multiplier  par  Finverse  du  diviseur. 
Si  a  et  a'  sont  inverses 

—  =  N  X  a  , 
a 

car 

Na'x  a  =  Naa'=  N  x  i  =  i. 

Eléi^ation  aux  puissances i  —  C'est  une  suile  de  mul- 
tiplications. 

Pour  élever  un  nombre  algébrique  à  une  puissance 
quelconque,  on  élève  sa  valeur  absolue  à  cette  puissance 
et  Ton  donne  au  résultat  le  signe  -H  si  le  nombre  donné 
était  positif  ou  bien  si,  le  nombre  donné  étant  négatif^ 
Texposant  est  pair.  On  donne  au  résultat  le  signe  —  si 
le  nombre  donné  est  négatif  et  l'exposant  impair. 

Toutes  les  opérations  que  nous  venons  d'examiner 
sont  toujours  possibles  et  n'admettent  qu'une  solution. 
11  n'en  est  pas  de  même  de  la  suivante. 

Extraction  des  racines,  —  Extraire  la  racine  m""* 
d'un  nombre  a,  c'est  trouver  un  nombre  x  qui  élevé  à 
la  puissance  m  reproduise  a.  Par  conséquent  les  éga- 
lités 

m/" 

X  =  y  a 

et 

veulent  dire  la  même  chose. 

On  démontre  en  Arithmétique  que  tout  nombre  a 
une  racine  f7i'*°>«  et  une  seule.  En  Algèbre  cette  re- 
marque détermine  la  valeur  absolue  de  la  racine.  Il  reste 
à  déterminer  le  signe. 

Si  m  est  impair  x"'  aura  le  signe  de  x.  Il  faudra  donc 
que  X  et  a  soient  de  même  signe;  tout  nombre  algé- 
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brique  a  donc  une  racine  d*un  ordre  impair  déterminé 
et  une  seule,  laquelle  est  du  même  signe  que  lui. 
Ainsi 

^27  =  3,        /—  ^7  =  —  3. 

Si  au  contraire  m  est  pair  x'"  est  toujours  positif 
quel  que  soit  le  signe  de  x.  Si  alors  a  est  positif,  il  y 
aura  deux  racines  égales  en  valeur  absolue  et  de  signe 
contraire  ;  mais,  si  a  est  négatif,  il  n'y  aura  aucun  nombre 
positif  ou  négatif  qui  soit  racine  m*^™*  du  nombre  donné. 

Ainsi  y/ 16  est  -t-  2  ou  —  2,  mais  s] —  16  ne  représente 
aucun  nombre  positif  ou  négatif.  C'est  une  opération 
impossible. 

Cette  impossibilité  est  l'origine  d'une  nouvelle  géné- 
ralisation de  l'idée  de  quantité  qui  a  conduit  à  l'inven- 
tion des  quantités  appelées  imaginaires. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  à  M,  Bouché. 

M.  le  général  Dewulf,  dans  le  numéro  de  février  der- 
nier des  Noui^elles  Annales,  donne  une  ingénieuse 
solution  de  ce  problème  : 

Construire  une  parabole,  connaissant  un  de  ses 
points  M,  le  centre  de  courbure  a>,  relatif  au  point 
M,  et  la  direction  de  ses  diamètres. 

M.  Servais  [Nouvelles  Annales,  i^  série,  t.  XII, 
p.  19)  et  antérieurement  M.  d'Ocagne  (JVouuelles  An- 
nales, y  série,  l.  XI,  p.  327)  ont  aussi  donné  des  solu- 
tions de  cette  question. 
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En  voici  encore  une,  des  plus  simples,  basée  sur  Tîn- 
tëressante  question  proposée  par  M.  Rouclié  sous  le 
n<>  1653. 

Menons  par  M  une  droite  MI  parallèle  à  la  direction 
des  diamètres,  et  une  autre  droite  MD  faisant  avec  le 
rayon  de  courbure  Mco  le  même  angle  que  ce  rayon 
fait  avec  MI.  La  perpendiculaire  abaissée  du  milieu 
de  Mo)  sur  MD  rencontre  MD  en  F.  Le  point  F'  est  le 
foyer  de  la  parabole. 

La  parallèle  menée  par  F  à  MI  est  l'axe  de  la  parabole. 

On  est  donc  ramené  au  problème  bien  connu  : 

Construire  une  parabole,  connaissant  un  de  ses 
points  M,  le  foyer  F,  et  Vaxe  de  la  parabole. 

On  en  conclut  immédiatement  la  posrition  de  la  di- 
rectrice, et  Ton  détermine  ensuite  autant  de  points  de 
la  courbe  que  Ton  veut,  ainsi  que  lc»s  tangentes  eu  ces 

points. 

E.-N.  Barisien. 


SUR  UN  MODE  DE  GÉNÉRATION  DIS  COURBES 

ANALLAGMATIQUES; 

Par    m.    J.    RÉVEILLE. 


M.  Moutard  a  démontré  qu'une  courbe  anallagma- 
tique  du  quatrième  degré  est  Tenveloppe  d'un  cercle 
variable  orthogonal  h  un  cercle  fixe  et  dont  le  centre 
décrit  une  conique. 

Je  vais  démontrer  et  généraliser  ce  mode  de  généra- 
tion par  la  considération  purement  géométrique  d'une 
figure  de  Tespace. 
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J'éiioucvrai  d*abord  la  propriété  suivaiUe,  qui  esl  la 
conséquence  immédiate  d'un  théorème  plus  général,  dé- 
montré par  M.  Mannlieim. 

Toute  courbe  anallagrtiatique  est  la  projection 
stéréogmphique  de  l'intersection  d^ une  sphère  et  d^un 
cône, 

(Cette  projection  stéréographique  se  fait,  comme  d'ail- 
leurs dans  tout  ce  qui  suit,  au  moyen  de  la  sphère  elle- 
même.  ) 

Soit  \  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du 
cône  (S),  et  A'  sa  projection  stéréographique.  Les  plans 
tangents  au  cône  déterminent  sur  la  sphère  des  cer- 
cles (O)  qui  touchent  Â  aux  points  où  les  génératrices 
de  contact  percent  la  sphère,  et  la  courbe  A  est  Tenve- 
loppe  de  ces  cercles. 

Le  sommet  C  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  suivant 
un  cercle  O  se  trouve  dans  le  plan  polaire  (P)  du  som- 
met du  cône  (S)  par  rapport  à  la  sphère.  Ce  plan 
coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  T  qui  est  la  courbe 
de  contact  du  cône  circonscrit  à  la  sphère,  dont  le  som- 
met coïncide  avec  celui  du  cône  (S).  On  sait  que  ce 
cercle  esl  orthogonal  à  tous  les  cercles  O. 

Le  point  C  est,  dans  le  plan  (P),  le  pôle,  par  rapport 
au  cercle  T,  de  Tinterscction  de  ce  plan  avec  le  plan  du 
cercle  O;  et,  ce  dernier  plan  étant  tangent  au  cône  (S), 
celte  intersection  est  tangente  à  la  courbe  D  suivant 
laquelle  le  plan  (P)  coupe  le  cône  (S). 

Le  point  C  appartient  donc  à  la  polaire  réciproque  A 
de  i^  courbe  D,  le  cercle  T  étant  le  cercle  directeur. 

En  projection  stéréographique  la  courbe  A  devient  la 
courbe anallagmalique  A';  les  cercles  O  deviennent  des 
cercles  O'  enveloppant  la  courbe  A',  et  orthogonaux  au 
cercle  T',  projection  de  T.  Les  centres  des  cercles  O' 
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sout  les  points  Cf  projections  des  points  C;  ils  sont  sur 
la  projection  A'  de  A;  et,  comme  les  relations  de  pôle 
et  de  polaire  se  conservent  en  projection,  les  courbes 
D'  et  A'  projections  de  D  et  A  sont  polaires  réciproques, 
le  cercle  directeur  étant  le  cercle  T'. 

Si  le  cône  (S)  est  du  degré  /i,  la  courbe  A  est  du 
degré  2/1,  et,  en  général,  aussi  la  courbe  A'^  quant 
k  D',  elle  est  du  degré  n. 

On  peut  alors  énoncer  : 

Une  courbe  anallagmatique  de  degré  in  est  l'en- 
veloppe  d'un  cercle  'variable  orthogonal  à  un  cercle 
fixe,  et  dont  le  centre  décrit  une  courbe  qui  est  la  po- 
laire réciproque  d'une  courbe  de  degré  /i,  le  cercle 
fixe  étant  le  cercle  directeur. 

Si  le  cône  (S)  passe  par  le  point  de  vue,  la  courbe  A' 
est  du  degré  2/1  —  i ,  la  courbe  D'  passe  alors  par  la  pro- 
jection du  sommet  du  cône  (S),  c'est-à-dire  par  le 
centre  T';  et  Ton  peut  compléter  l'énoncé  précédent  en 
ajoutant  que,  si  la  courbe  de  degré /z  passe  par  le  centre 
du  cercle  fixe,  l'enveloppe  est  une  anallagmatique  du 
degré  7.n  —  i . 

Si  l'on  fait  /z=:  2,  on  a  les  anallagmatiques  du  troi 
sième  et  du  quatrième  degré. 

Remarquons  enfin  que  le  centre  du  cercle  T'  est  la 
projection  du  sommet  du  cône  (S).  Si  pour  la  courbe  A 
on  peut  faire  passer  plusieurs  cônes  de  degré  /i,  on  aura 
autant  de  cercles  tels  que  T',  c'est-à-dire  autant  de 
manières  d'engendrer  la  courbe  A'. 

En  particulier,  si  le  cône  est  du  deuxième  degré,  il 
existe  en  général  trois  autres  cônes  du  deuxième  degré 
passant  par  A;  donc  en  tout  quatre  manières  d'engen- 
drer la  courbe  A'. 
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m  PIGURKS  HONOTHÉTIOUES  QUI  ONT  UNE  DROITE  HOMO- 
LMDB  GOMMIINB  ET  DONT  UNE  COURBE  PASSE  PAR  UN 
POINT  FIXE; 

Par   m.   J.    RÉVEILLE. 


J'ai  étudié  précédemment  les  6gurcs  semblables  ayant 
un  point  homologue  commun  et  dont  une  courbe  passe 
par  un  point  fixe  A.  Je  vais  remplacer  maintenant  ce 
point  homologue  par  une  droite  homologue  commune 
W. 

Soit  Co  une  position  de  la  courbe  C. 

Considérons  le  point  A  comme  un  point  de  la  courbe 
Co^  les  points  homologues  de   ce    point   A  dans   les 


courbes  C  se  trouvent  sur  une  certaine  courbe  que  je 
vais  déterminer. 

Le  point  A,  considéré  comme  appartenant  à  la 
courbe  Co  a  pour  homologue  A'  dans  la  courbe  C;  tan- 
dis que  ce  même  point  A,  appartenant  à  la  courbe  C,  a 
pour  homologue,  sur  la  courbe  Co,  le  point  A''. 

Les  deux  droites  A'A  sont  donc  homologues  dans  les 
deux  courbes,  et,  par  suite,  les  trois  points  A''^,  A,  A' 
sont  en  ligne  droite. 

On    a  de   plus,    en    menant    les   ordonnées   de   ces 


(   '84  ) 
poiiils, 

TÏF  ~    AB    ~  A'B* 

Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  deux 
droites  AB  et  BO';  si  Ton  désigne  par  x  eiy  les  coor- 
données d'un  point  de  la  courbe  Cq,  par  X  et  Y  les 
coordonnées  du  point  A',  et  par  a  la  longueur  AB,  les 
relations  précédentes  deviennent 

j?  __  ^  _  a 
""  X  ""  â  "  Y  * 

d'où 

a» 

L'équation  de  la  courbe  cherchée  s'obtient  donc  en 
remplaçant,  dans  Téquation  de  la  courbe  Cq,  x  eiy  res- 

et  CP  (l^ 

pectivemcnt  par et  —  • 

On  voit  donc  c|ue  la  courbe  F,  Heu  du  point  A',  et  la 
courbe  Co  sont  hoinologiques.  Le  point  A  est  le  centre 
d'homologie  ;  Taxe  d'homologie  est  la  droite  parallèle  à 
00'  qui  est,  de  Taulrc  côté  du  point  A,  à  une  distance 
de  OO' égale  à  a^  enfin,  dans  chaque  figure,  la  même 
droite  OO' correspond  à  l'infini  de  l'autre. 

On  peut  faire  de  ce  qui  précède  des  applications 
nombreuses.  Remarquons  seulement  que,  si  Cq  est  une 
conique,  le  lieu  du  point  A'  est  aussi  une  conique;  et 
que,  si  la  droite  00'  coupe  la  conique  Cq  en  deux 
points  tels  que  les  droites  qui  les  joignent  au  point  A 
soient  parallèles  aux  asymptotes  du  cercle,  le  lieu  est  un 
cercle. 

Enfin,  il  est  facile  de  trouver  le  lieu  d'un  point  quel- 
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conque  M  de  la  figure  à  laquelle  appar lient  la  courbe 
variable  C. 

En  effet,  ce  lieu  s'obtient  en  inclinant  du  même  angle, 
et  en  réduisant  dans  une  proportion  convenable,  mais 
invariable,  les  ordonnées  du  lieu  du  point  A. 


SDR  LIS  PLANS  TANGENTS  A  CERTAINES  SURFACES 

ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  s.  MANGEOT, 
Docteur  es  Sciences. 


Je  considère  une  surface  algébrique  S,  d'ordre  /z, 
représentée  par  Féquation  entière  ^(j:,^,  z)  =  o.  On 
peut,  d^une  infinité  de  manières,  mettre  cette  équation 
sous  la  forme 

»  et  A  désignant  deux  fonctions  entières.  La  détermi- 
nation du  plan  tangent  T  en  tout  point  M  de  la  sur- 
face S  peut  être  ramenée  à  celle  des  plans  polaires  cr, 
w'  de  ce  point  M  par  rapport  aux  deux  surfaces  o-,  a^ 
qui  correspondent  aux  équations 

Q(x,y,z)  =  o,         ^{3r,yj  z)  =  o. 

En  effet,  soient  m  et  m  —  p  (p^o)  les  degrés  respec- 
tifs de  o  et  'I*,  m  est  égal  ou  supérieur  à  n.  On  voit,  en 
formant  son  équation,  que  le  plan  T  passe  par  Tinter- 
section  du  plan  Ts  avec  le  plan  P  qui  a  pour  équation 

j/,^',  z'  étant  les  coordonnées  de  M.  Or  le  plan  Pcoïn- 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XII.  (Mai  i8ij3.)  l4 
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cide  avec  le  plan    homolhétique  P'  de  ©'  par  rapport 

à  M,  le  rapport  d'hoinothétîe  étant (si  m'  n'est  pas 

confondu  avec  P',  il  doit  être  placé  entre  P'  et  M). 

D'après  cela,  si  Ton  sait  construire  géométriquement 
les  deux  plans  rs  et  n/,  on  aura  là  un  mode  particulier 
de  construction  géométrique  du  plan  tangent  T. 

Il  peut  arriver  que,  pour  une  déeom|)Osition  conve- 
nable dey  eu  une  somme  telle  que  f  +  ^7  les  surfaces 
correspondantes  o",  ^  soient  telles  que  l'on  sache  dé- 
terminer les  plans  polaires  tïj,  tïj'  en  partant  uniquement 
de  leur  définition  géométrique.  Dans  ce  cas,  on  saura 
construire  le  plan  T  avec  la  règle  et  le  compas,  sans  le 
secours  d'aucun  calcul.  Il  en  serait  ainsi,  par  exemple, 
à  l'égard  de  la  surface  représentée,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  l'équation 

4-  (  3  cî  —  4  a»  —  4  èî  )  j^«  -H  4  a«  ^»»  =  o, 

où  a,  i,  c  désignent  trois  longueurs  connues,  et  ceci 
résulte  de  ce  que  son  premier  membre  est  la  somme  des 
deux  expressions 

II  en  serait  également  de  même  si  la  surface  S  était 
le  lieu  d'un  point  tel  que  ses  distances  à  des  plans  don- 
nés, ou  puissances  par  rapport  à  des  sphères  données, 
fournissent  un  produit  constant  quand  on  les  multiplie 
entre  elles  après  les  avoir  élevées  à  des  puissances  en- 
tières positives  ou  négatives. 

Que  l'on  suppose  nulle  la  coordonnée  z,  et  les  résultats 
indiqués  ci-dessus  deviennent  des  conclusions  relatives 
aux  courbes  planes  algébriques  :  il  suflit  de  remplacer, 
dans  les  énoncés,  les  plans  et  les  surfaces  par  des  droites 
et  des  courbes. 


(  >87) 

Ainsi  considérons  une  courbe  plane  C  faisant  partie 
de  celles  qui  sont  constructibles  par  la  méthode  dite  des 
régions j  les  lignes  séparatrices  étant  supposées  être  des 
droites  ou  coniques  dont  on  sache  construire  tin  point 
quelconque  par  la  règle  et  le  compas  :  en  sorte  que  Ton 
a  pu  mettre  son  équation  sous  une  forme 

telle  que  les  courbes  y  et  y  correspondant  aux  équations 
entières  (p  =  o,  t}^  =  o  soient  formées  uniquement  par 
des  lignes  de  ces  deux  sortes.  On  saura  déterminer,  avec 
la  règle  et  le  compas,  les  positions  des  deux  droites  po- 
laires d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  Cpar  rap- 
port aux  courbes  y  et  y'  :  ces  deux  droites  feront  con- 
naître (d'après  la  manière  correspondante  à  celle 
indiquée  au  sujet  des  surfaces)  la  tangente  à  la  courbe  C, 
au  point  M  (  *  ). 

C)  J'indique  ici,  en  axes  rectangulaires/quelques  exemples  sim- 
ples de  courbes  algébriques  C  dont  les  tangentes  peuvent  être  con- 
struites géométriquement  par  ce  procédé  : 

œ* -^  a  {x*  -h  y*  —  b'  )»  =  o, 

(  a?»  =h  y»  )*  -+-  a'  x*y^  =  o, 
a:  (  or  —  a  )  (^'  —  6'  )  —  ^^  (  r  -  ?  )  (  a:'  —  a'  )  =  o, 
^ir  —  ?){y*  —  à*)  —jr  {a:  —  ol)  {X'  --a')  =  Oj 

xi  (x*  -h y*  ~  a^  Y  =  yi (x'  -{- y*  —  b* )'', 
ix*-^.y*^ax)i  {X*  -hy*  'hbyf  =  a'i+"--r-'-'xl'y'" ; 

a,  bf  «)  p  désignent  des  longueurs  connues  et  g^  r',  g',  r  des  nom. 
bT«s  entiers  positifs  donnés.  Ces  équations  ont  la  forme  même  qui 
se  prête  à  l'application  de  la  méthode,  et  Ton  voit  de  suite,  dans 
chaque  exemple,  quelles  sont  les  courbes  y,  7',  et  quelle  est  la  va- 
leur du  rapport du  degré  de  y*  à  celui  de  y. 

Dans  tous  ces  exemples,  les  courbes  y  et  y'  sont  formées  de  droites 
OQ  cercles  que  Ton  sait  immédiatement  tracer,  de  sorte  que  les  con- 
stractions  à  effectuer  n'exigeront  aucun  calcul  préparatoire,  si  l'on 
se  reporte  à  !a  définition  géométrique  de  la  droite  polaire. 
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Un  exemple  remarquable  <k'S  courbes  C  auxquelles 
ce  procédé  s'applique  est  celui  d'une  courbe  U,  d'ordre  n, 
ayant  un  point  multiple  d'ordre  n  —  i .  Supposons  que 
Ton  connaisse  géométriquement  les  n  —  i  tangentes  de 
la  courbe  U  en  ce  point^  ainsi  que  ses  n  directions  asym- 
ptotiqnes.  Nous  prendrons  pour  la  courbe  y  le  système 
des  parallèles  à  ces  directions,  menées  par  le  point  mul- 
tiple :  la  courbe  y'  sera  formée  des  n  —  i  tangentes  pré- 
cédentes, et  nous  saurons  ici,  sans  recourir  à  aucun 
calcul,  tracer  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
courbe  U,  par  Temploi  dt;  la  règle  et  du  compas. 


N.-l.  LOBATGHEFFSKY. 


Le  lo/aa  octobre  iSgS  aura  lieu  le  centenaire  de  la 
naissance  de  Tilluslre  géomètre  russe  Lobatcheflsky. 

jNicolas  Lobatchellsky  appartient  incontestablement 
au  nombre  des  savants  du  xix®  siècle  qui  non  seulement 
ont  enrichi  la  Science,  mais  lui  ont  môme  ouvert  de  nou- 
velles voies. 

Les  hommes  de  génie  qui  ouvrent  à  la  Science  de 
nouvelles  voies  sont  souvent  obligés  de  réfuter  les  pro- 
positions qu'on  avait  avant  eux  respectées  comme  une 
vérité  incontestable. 

Le  môme  rôle  honorable  dans  la  Science  échut  à  Ni- 
colas Ivanovvilch  Lobatcheffsky,  «  ce  Copernic  de  la 
Géométrie  »,  comme  l'a  appelé  GlifTord. 

Depuis  qu'Euclide  a  fondé  Tédifice  immortel  de  sa 
Géométrie  sur  un  petit  nombre  de  définitions,  d'axiomes 
et  des  postulata  admis  sans  démonstration,  la  vérité  de 
ces  fondements  de  la  Géométrie  ne  fut  soumise  à  aucun 
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doute;  loiis  les  efibrts  des  savants  de  lous  les  pays  et  de 
toutes  les  époques  ont  été  dirigés  à  la  réduction  du 
nombre  de  ces  axiomes  et  de  ces  postulata  au  minimum  ; 
laScience  présente,  par  exemple,  toute  une  série  de  ten- 
tatives pour  la  déduction  du  postulatum  d*Euclide  sur 
'a  rencontre  de  la  perpendiculaire  et  de  l'oblique 
comme  un  corollaire  mathématique  des  autres  déGni- 
tiens,  axiomes  et  poslulata;  la  vérité  du  postulatum 
lui-même  ne  fut  soumise  à  aucun  doute. 

Lobalcheffsky  fut  le  premier  qui  ait  découvert  là  un 
problème  qui  ne  peut  être  résolu  qu'au  moyen  de  l'ex- 
périence;  arrivé  à  la  conviction  que  l'admission  du  /;o.ç- 
tulatnm  d'Euclîde  est  équivalente  à  l'admission  de 
certaines  propriétés  de  notre  espace,  qui  ne  peuvent  être 
contrôlées  qu'au  moyen  de  l'expérience  ou  de  Tobser- 
^'ation,  il  a  montré  la  possibilité  de  la  Géométrie  sans 
^^  postulatum  d'FjUcUde.  Lobatcbeffsky  a  réalisé  sa  pen- 
sée dans  une  série  de  Mémoires,  avec  l'esprit  de  suite 
et  1  exactitude  «  d'un  vrai  géomètre  »,  comme  Ta  qua- 
lifié Gauss. 

Ce  princeps   mathematicorum   a  /ait  honneur  aux 
travaux   de   Lobatchellsky    dès    1846;    mais    cette   ap- 
probation a  passé  inaperçue  dans  le  monde  mathéma- 
tique et  il  a  fallu  encore  un  quart  de  siècle  pour  que  le 
grand  mérite  scientifique  et  philosophique  des  travaux 
deLobatchefTskv  fût  unanimement  reconnu.  Cet  aveu 
fut  le  fruit  des  travaux  de  plusieurs  géomètres  éminents 
de  notre  époque,  qui  ont  éclairci  que  la  Géométrie  de 
Lobatcheffsky  pour  les  deux  dimensions  est  équivalente 
à  la  Géométrie  sur  une  surface  ayant  la  courbure  con- 
stante et  négative  et  que  la  Géométrie  pour  les  trois  di- 
mensions introduit  dans   la    Science   la  notion    d'une 
nouvelle  variété,  l'espace  ayant  une  courbure. 

/j'étude  de  la  Géométrie  de  Lobalcheffbky  ou  de  la  (iéo- 
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inétrie   non  euclidienne  forme  une  nouvelle  branche 
de  la  Science  niaibématique  ayant   une  grande  littéra- 
ture. 

A  ces  études  se  rattachent,  en  formant  leur  continua- 
tion immédiate,  les  recherches  dans  la  Géométrie  des 
hypercspaces ;  ces  travaux,  en  jetant  une  vive  lumière 
sur  plusieurs  questions  de  la  Géométrie,  sont  en  même 
temps  un  auxiliaire  qu'on  ne  saurait  remplacer  dans 
Tétude  de  plusieurs  questions  difficiles  de  l'Analyse. 

A  une  haute  valeur  scientifique  des  découvertes  de 
LobatchefTsky  correspond  une  valeur  philosophique 
tout  aussi  importante  :  d'un  coié  elles  odVent  à  la  spé- 
culation une  nouvelle  question  de  Tétude  des  propriétés 
de  Tespace;  de  l'autre  elles  jettent  une  vive  lumière 
sur  la  question  de  Toriginc  de  nos  axiomes  géométriques 
et  ont  en  conséquence  une  haute  valeur  pour  la  théorie 
de  la  connaissance. 

L'Université  impériale  de  Kasan  a  eu  la  gloire  d'avoir 
LobatchefTsky  au  nombre  de  ses  élèves  et  de  ses  mem- 
bres^ ici  LobatchefTsky  a  rempli  les  fonctions  de  profes- 
seur de  1812  à  1846  et  celles  de  recteur  de  1827  a  1846. 
Ce  n'est  pas  seulement  à  cause  de  ses  mérites  de  savant 
et  de  professeur  que  LobatchefTsky  est  cher  à  l'Univer- 
sité de  Kasan.  L'histoire  de  la  vie  et  des  travaux  de 
LobatchefTsky,  dit  son  biographe,  est  inséparablement 
liée  à  celle  de  notre  Université;  il  a  été  le  premier  de 
ses  élèves  qui  devint  professeur.  L'Université  de  Kasan 
lui  doit  une  dette  de  reconnaissance  pour  la  construc- 
tion de  ses  meilleurs  édiOces  et  pour  Torganisation  de 
la  bibliothèque. 

En  vue  de  ces  mérites,  la  Société  physico-mathéma- 
tique de  Kasan  ne  pouvait  se  dispenser  de  célébrer  di- 
gnement l'anniversaire  du  jour  de  naissance  du  grand 
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malhémalicieii  russe.  Ladite  Société  ayant  l'auguste 
autorisation  à  la  souscription  qui  a  pour  but  de  rassem- 
bler un  fonds  portant  le  nom  de  Lobatcheflsky  s'adresse 
maintenant  aux  savants  de  tous  les  pays,  aux  nombreux 
amis  delà  Science,  en  les  priant  de  vouloir  bien  prendre 
part  à  cette  souscription. 

Conformément  au  montant  de  la  somme  rassemblée, 
ladite  Société  se  propose  de  fondi'r  un  prix  au  nom  de 
Lobatcheflsky  pour  les  travaux  mathématiques  (spécia- 
lement pour  ceux  qui  ont  trait  aux  investigations  de 
Lobalchefi*sky)  ou  bien  de  lui  ériger  un  buste  dans 
l'édifice  de  l'Université. 

Si  cette  proposition  trouve  Taccueil  qu'elle  a  le  droit 
d'attendre,  la  Société  pliysico*malhématique  tâchera  de 
réaliser  les  deux  buts  et  l'Université  de  Kasan  sera  em* 
bellie  par  l'image  de  l'homme  qui  l'a  fait  briller  d'une 
gloire  immortelle  elles  jeunes  savants  qui  consacreront 
leurs  labeurs  à  la  Science  aimée  de  Lobalcheffsky  trou- 
veront dans  le  prix  de  son  nom  le  secours  et  l'encoura- 
gement. 

Président  de  la   Société   physico-mathématique,   A.  VVassi- 
lieFF,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Kasan. 

Vice-président  de  la  Société  physico-mathématique,  T.  Sou- 
voROpp,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Kasan. 

On  prie  d'envoyer  les  souscriptions  à  l'adresse  suivante  : 
Kasan.  Société  physico-mathématique. 
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TRANSFORMATION  OMALOJDALE  DES  QUADRIQUES  ; 

.Par    m.    p.    MIGUEL, 


Lieutenant  du  Génie. 


1.  —  Transformation  de  l'ellipsoïde. 

1°  Dé/initions  et  résultats, 

1.  Les  surfaces  oinaloïdes  ont  été  étudiées  par  Syl- 
vester  {Cambridge  and  Dublin  Math,  Journal,  t.  VI), 
et  par  Creinona  (Rendiconti  del  reale  Jstitufo  loin^ 
bardo,  mai  1871).  Après  eux,  M.  Pîcart  les  a  aussi 
considérées  dans  sa  Thèse  de  Mathématiques  (1877),  où 
il  les  désigne  sous  le  nom  de  surfaces  unicursales. 

Je  rappellerai  brièvement  la  définition  élémentaire 
de  ces  surfaces  : 

Si  Ton  suppose  qu'un  point  (x,  /,  z)  quelconque 
d'une  surface  S  puisse  être  représenté  par  les  formules 

(,)  :r=îi,  ^^21,  z^.?-^, 

?  ?  ? 

'f  î  fiï  ^27  ®3  étant  des  fonctions  entières  de  deux  lettres 
L  et  6,  et  qu'inversement  on  puisse  déduire  des  for- 
mules précédentes, 

(a)  ,=  ii,         0.-|. 

^»  ^1  **t  ^2  étant  des  fonctions  entières  des  lettres  JC^j^^ 
z,  on  dira  que  ^  est  une  surface  onialoïde. 

Les  surfaces  omaloïdes  jouissent  de  la  propriété  de 
pouvoir  être  représentées  point  par  point  sur  un  plan. 

En  effet,  si  l'on  imagine  dans  un  plan  deux  axes  iùt 
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et  coO,  les  formules  (i)  montreiil  qu'à  tout  point  (^,â) 
du  plan  correspond  un  point  (x, ^',  z)  de  Ja  surface; 
inversement,  les  formules  (2)  indif|uent  qu'à  un  point 
(jr,  jr,  z)  de  la  surface  ne  correspond  qu'un  seul  point 
(f,  0)  du  plan  considéré. 

2.  M.  de  Longckamps,  dans  son  Journal  de  Afathé" 
matiques  spéciales  (i884))  a  montré  que  lesquadrique» 
à  centre  sont  des  surfaces  omaloïdes;  que  Ton  peut 
représenter  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
rellipsoïde 


T^        y^        z* 
ô*  "^  6^  "^  c* 


par  les  formules 


X  _    I  —  <»  —  0»  y Tj  z  _         26 

d'où  l'on  déduit  les  formules  inverses 


b{a  -r-  X)  c^a  -r-  x) 


JL^O      XXXK, 


tj»e  un  point  de  Thyperboloïde  à  une  nappe 


Xt  yJ  z^ 

a^         6*        c* 

peut  être  représenté  par  les  formules 

X        1  —  /6  y        f  —  0  z        ^-f-0 

a~i  — /ô'  6'     i-  /ô'  c~"i-i^O' 

desquelles  on  déduit 

oc(a-+-x)  bc{a    -  x) 

£n(in,  pour   Thyperboloïdc   à  deux  nappes,  les  for- 
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mules  analogues  sont 

X       I      <»      0» 
a              26        ' 

b       6' 

Z 
C 

M.  de  Longchamps  a  considéré  principalement  l'el- 
lipsoïde dans  son  Elude.  II  a  montré  qu^à  la  droite  de 
IMnfini  du  plan  ^coO  correspond  le  sommet  A'  de  Tellip- 
solde,  quMl  a  appelé /;o</2f  central  de  la  transformation 
omaioïdale. 

Il  a  fait  voir  qu'une  transformation  homographique 
permet  de  prendre  pour  point  central  de  la  transforma- 
tion omaioïdale  un  point  quelconque  de  la  surface  de 
l'ellipsoïde. 

Les  résultats  principaux  qu'il  a  énoncés  sont  les  sui- 
vants : 

I**  j4  toute  droite  du  plan  f  wO  correspond  une  el- 
lipse tracée  sur  V ellipsoïde  et  passant  par  le  som- 
met A'. 

2**  Si  la  droite  du  plan  f  wÔ  passe  à  l^ origine  a>, 
l'ellipse  correspondante  passe  aux  deux  sommets  A 
et  A'. 

3®  jé  tout  cercle  du  plan  f(o8  correspond  une  e/- 
lipse  tracée  sur  l^ ellipsoïde. 

4**  ^  deux  droites  parallèles  du  plan  t(i>8  corres- 
pondent deux  ellipses  dont  les  plans  ont  pour  traces, 
sur  YOZ,  deux  droites  parallèles, 

5®  A  deux  droites  rectangulaires  du  plan  t  ci>8  cor^ 
respondent  deux  ellipses  dont  les  plans  coupent  YOZ 
suivant  deux  droites  ayant  des  directions  conjuguées, 
relativement  à  l'ellipse  principale  située  dans  ce  plan. 

Le  plan  f  w6  est  appelé  le  plan  fondamental  de  la 
transformation. 
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3.  Je  me  propose  de  poursuivre  cette  étude;  je  ferai 
d*abord  la  remarque  suivante  : 

A  toute  courbe  C  tracée  sur  l'ellipsoïde  correspond 
une  courbe  F  du  plan  fondamental. 

La  tangente  en  un  point  (f,  6)  de  la  courbe  F  corres- 
pondra à  une  ellipse  tracée  sur  l'ellipsoïde,  passant  par 
le  sommet  A'  et  tangente  à  la  courbe  C  au  point  (x,  j^,  z) 
qui  correspond  au  point  (f,  6)  du  plan  fondamental. 

4.  J^établirai  aussi  la  propriété  suivante  : 

Si  l'on  considère  n  points  du  plan  fondamental  (^i ,  6|), 
(^2,82),  • . . ,  (f/,,  Oa),  à  chacun  de  ces  points  correspond 
on  point  de  Tellipsoïde  dont  les  coordonnées  sont  don- 
nées par  les  formules 

Je  joins  les  n  points  de  rellipsoïde  au  somm'et  A'; 
les  équations  des  droites  ainsi  déterminées  seront  res- 
péîclîvement 


T  -^  a 

r:- 

y 

bu 

T= 

Z 

a 

ce,' 

X  -h  a 
a 

= 

y 

bh 

= 

z 

ce,' 

X  -^  a 
a 

= 

y 

btn 

z 

Ces  droites  rencontrent  le  plan  YOZ  en  des  points 
ayant  pour  coordonnées 

y  =  b£i,       y  =  bu,        ...,       y  =  btn, 
z  =  cOg,         z  =  cOj,         • .  •»         Z  -=  c^fi' 

Si  Ton  prend  le  centre  des  moyennes  distances  des  n 
points  du  plan  fondamental 

n  ~  n 
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et  qu*on  joigne  le  point  correspondant  de  rel)i|isoideau 
sommet  A',  on  déterminera  ainsi  une  droite  qui  rencon- 
trera le  plan  YOZ  en  un  point  ayant  pour  coordonnées 

,     ^1  -f-  ^3  -r-.-  .H-   ^l  Oi  -h  Os  -4- .  .  . -f-  6rt 

^  n  n 

et  l'on  voit  que  ce  point  est  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  n  points  qu'on  a  précédemment  déterminés 
de  la  même  manière  sur  le  plan  YOZ. 

En  particulier,  si  les  n  points  du  plan  fondamental 
sont  en  ligne  droite,  les  points  correspondants  de  Tel- 
lipsoïde  sont  sur  une  ellipse  passant  au  sommet  A\  et 
les  points  du  plan  YOZ  sont,  par  conséquent,  en  ligne 
droite;  la  propriété  établie  plus  haut  s'applique,  dans 
ce  cas,  et  elle  nous  sera  utile  dans  la  suite  de  cette 
étude. 

a°  Quartiques  coniques. 

1.  Je  considère  une  conique  du  plan  fondamental, 
ayant  pour  équation 

(i)  A/*-h>iB^e-h  C0«H-2D/-+-aE0H-F=  o, 

et  je  cherche  quelle  est  la  courbe  située  sur  relHp- 
soïde  qui  lui  correspond;  je  remplace  pour  cela  f  et  6 
par  leurs  valeurs 

U{a  -^  X)  c{a  -r-  X) 

et  il  vient  après  réduction 

,   ,      1      V       ^  ^  c  ^  c 

(a)     '. 


-î  •>. 


(-;)('=;-'"0'" 


Cette  équation   représente  un  cane  du  second  ordre 
ayant   son  sommet  au  point   A'( — a,  o,  o)   de   l'ellip- 
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solde;  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  est  une 
qua nique  gauche. 
Donc  : 

ToiUe  conique  du  plan  fondamental  correspond  à 
une  quar tique  gauche^  intersection  de  l'ellipsoïde  par 
un  cône  du  second  ordre  ayant  son  sommet  au  point 
central  de  la  transformation  omaloïdale. 

Inversement,  si  dans  Téquation  (a)  d*un  cône  ayant 
son  sommet  en  A'  on  remplace  x,  y  et  z  par  leurs 
valeurs 

on  retrouve  Téquation  (i).  On  aura  donc  la  propriété 
réciproque  : 

Tout  cône  du  second  ordre  y  ayant  son  sommet  au 
point  central  de  la  transformation,  coupe  l'ellipsoïde 
SHwant  une  quartique  gauche  qui  se  transforme  en 
une  conique. 

Toutes  les  quartiques  ainsi  déterminées  ont  un  point 
double  réel  ou  isolé,  au  sommet  A'  de  rellipsoïde*,  je 
les  désignerai  sous  le  nom  de  quartiques  coniques  pour 
les  distinguer  des  quartiques  d'un  autre  genre  que 
j'aurai  à  considérer  dans  la  suite  de  ce  travail. 

!2.  Le  centre  de  laconique  (i)  a  pour  coordonnées 

_  CD  — BE  .   _  AE-   BD 

'*  -  B^XC  '         ^'-    B^^TÂG" • 

Je  joins  le  point  correspondant  de  Tellipsoïde  au 
sommet  A'5  j'obtiens  ainsi  une  droite  ayant  pour  équa- 
tions 

X  -\-  a        y   _     ^ 


(3) 


a  bt\        cOi 
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et  dont  le  plan  diainëlral  dans  le  cône  (a)  est 

FÎ-f-D^4-E--hFH-r7D-+A^-+-B--+-D) 
abc  \     a  b  c  1 

-+-  e,  (^E  î  -^  B  ^  -f-  c  -  -^  e")  =  o. 

\     a  b  c         I 

Si  l'on  remplace  dans  cette  équation  t^  et  B|  par  les 
valeurs  indiquées  plus  haut,  il  vient  après  simplifica- 
tion 

ar  -+-  rt  =  o. 

Le  plan  diamétral  de  la  droite  (3)  est  donc  parallèle 
au  plan  YOZ.  Par  conséquent  : 

LéC  centre  de  la  conique  (i)  correspond  au  point 
oii  le  diamètre  conjugué  des  plans  parallèles  à  YOZ 
dans  le  cône  (2),  rencontre  l'ellipsoïde. 

J'appellerai  ce  point  centre  de  la  quarlique  conique, 

3.  Si  Ton  coupe  Tellipse  (i)  du  plan  fondamental 
par  une  série  de  cordes  parallèles  à  une  direction  (D), 
la  quartique  conique  correspondante  sera  coupée  par 
une  série  d'ellipse  (F)  passant  au  sommet  -V  de  l'ellip- 
soïde et  dont  les  plans  coupent  YOZ  suivant  des  droites 
parallèles  à  une  certaine  direction  (y). 

Chacune  des  ellipses  (F)  rencontrera  la  quartique 
conique  en  deux  points.  D'après  la  propriété  établie 
plus  haut  (1),  le  diamètre  conjugué  (D')  des  cordes  de 
direction  (D)  par  rapport  à  la  conique  du  plan  fonda- 
mental correspondra  à  une  ellipse  [(F')  dont  le  plan  cou- 
pera YOZ  suivant  une  droite  dont  la  direction  (y)  sera 
conjuguée  de  (y)  par  rapport  à  la  conique  (e)  d'inter- 
section du  cône  (2)  par  le  plan  YOZ. 

Je  désignerai  cette  ellipse  (F')  sous  le  nom  d*ellipse 
diamétrale  conjuguée  de  la  direction  (F). 


(  «99  ) 
On  peut  imtnédiatcmenl  énoncer  alors  la  propriété 
soi  van  te  : 

^^^^tesles  ellipses  diamétrales  d'une  quarlique  co- 
ni(l^^  pdssent  par  le  centre  de  cette  courbe, 

FiH  particulier,  les  deux  axes  de  la  conique  (i)  corres- 
pondent à  deux  ellipses  passant  au  sommet  A'  et  dont 
les  plans  coupent  YOZ  suivant  deux  droites  de  direc- 
tions conjuguées  par  rapport  à  l'ellipse  principale  de 
l'ellipsoïde  si  tuée  dans  ce  plan  ;  mais,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, ces  deux  directions  sont  aussi  conjuguées  par  rap- 
port à  la  conique  (e)  du  cône  (2).  J'appellerai  ellipses 
principales  de  la  quartique  conique  celles  qui  corres- 
pondent aux  deux  axes  de  la  conique  (i). 

El  Ton  pourra  dire  que  : 

Si  Von  considère  un  cône  du  deuxième  degré  ayant 
son  sommet  an  sommet  A'  de  r ellipsoïde  et  qui  dé- 
termine sur  cette  surface  une  quartique  conique,  les 
plans  des  deux  ellipses  principales  de  cette  courbe 
gauche  coupent  le  plan  YOZ  suivant  deux  directions 
conjuguées  communes  aux  deux  coniques  déterminées 
par  ce  plan  dans  le  cône  et  dans  l'ellipsoïde. 

4.  1°  Lorsque  la  conique  (i)  du  plan  fondamental 
est  une  ellipse,  la  quartique  conique  correspondante  a 
Qii  point  double  isolé  :  le  point  A'  sommet  de  l'ellip- 
soïde. 

2°  Si  la  conique  (i)  est  une  hyperbole,  le  point 
double  A' est  réel  :  il  correspond  d'ailleurs  aux  deux 
points  à  l'infini  de  l'hyperbole.  Les  asymptotes,  étant 
^«"génies  à  l'hyperbole  à  l'infini,  correspondent  à  deux 
ellipses  passant  en  A'  et  tangentes  aux  deux  branches 
de  la  quartique  conique;  ces  deux  ellipses  passent  au 
centre  de  la  quartique. 
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Eu  particulier,  pour  une  hyperbole  équilatère,  Jes 
plans  des  deux  ellipses  tangentes  au  point  double  A.' 
coupent  le  plan  YOZ  suivant  deux  directions  conju- 
guées par  rapport  à  Tellipse  principale  de  l*ellipsoïdc 
située  dans  ce  plan. 

3°  Enfin  si  la  conique  (i)  est  une  parabole,  les  deux 
tangentes  à  Tinfini  sont  confondues;  la  conique  d'in- 
tersection du  cône  (2)  par  le  plan  YOZ  est  une  para- 
bole; ce  cône  a  donc  une  génératrice  parallèle  à  YOZ  : 
la  quar tique  conique  correspondante  a  un  point  de 
rebrousseinent  en  A'.  Dans  ce  cas,  toutes  les  ellipses 
diamétrales  de  la  quartique  coupent  YOZ  suivant  des 
droites  parallèles. 

0.  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  quarti- 
ques  coniques  situées  sur  rellipsoïde  sont  tout  à  fait 
assimilables  aux  coniques  du  plan,  et  que,  des  nom- 
breuses propriétés  de  celles-ci,  on  pourra  déduire  les 
propriétés  de  celles-là. 

Une  conique  du  plan  étant  déterminée  par  cinq 
points  du  plan  : 

Toute  quartique  conique  est  déterminée  par  cinq 
points  de  V ellipsoïde. 

Si  Ton  se  donne  quatre  points  du  plan,  on  sait  que  le 
lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  ces  points  est 
une  conique;  donc  : 

Le  lieu  des  centres  des  quar  tiques  coniques  passant 
par  quatre  points  de  V ellipsoïde  est  une  quartique 
conique. 

A  chaque  propi'iété  des  coniques  correspond  donc 
une  propriété  des  quartiques  coniques  ;  mon  but  nVst 
pas  d'énoncer  toutes  ces  propriétés,  il  suffit  d'indiquer 
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celte  corrélatiou  entre  les  deux  espèces  de  courbes  pour 
qu'on  puisse  en  tirer  toutes  les  conséquences  logiques. 
Je  me  bornerai  à  quelques  remarques  générales. 

Remarques.  —  Lorsque  la  conique  (i)  passe  à  l'orî- 
Sine  (I)  du  plan  fondamental,  la  quartique  conique  cor- 
l'espondante  passe  au  sommet  A  de  Tellipsoïde;  si  la 
conique  (i)  a  son  centre  en  eu,  la  quartique  a  son  centre 
en  A. 

Si  la  conique  (i)  a  ses  deux  axes  parallèles  à  lot  et 
(06,  la  quartique  conique  correspondante  a  deux  ellipses 
principales  dont  les  plans  sont  parallèles  aux  axes  OY 
et  OZ  de  r ellipsoïde. 

Quand  le  centre  de  la  conique  (1)  se  déplace  sur  une 
droite  ou  sur  un  cercle,  le  centre  de  la  quartique  cor- 
respondante décrit  une  ellipse,  qui,  dans  le  premier  cas, 
passe  au  sommet  A'. 

Si  la  conique  (1)  reste  tangente  à  une  droite,  à  un 
cercle  ou  à  une  conique,  la  quartique  conique  aura 
pour  enveloppe  dans  les  cas  correspondants  :  une  el- 
lipse passant  en  A',  une  ellipse  ou  une  quartique  co- 
nique. 

6.  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  de  la  co- 
nique (i)  ont  pour  correspondantes  deux  ellipses  dont 
Tune  est  tangente  à  la  quartique  conique,  qui  passent 
en  A'  et  qui  coupent  le  plan  YOZ  suivant  deux  direc- 
tions conjuguées  par  rapport  à  Tellipse  principale  de 
Tellipsoïde  située  dans  ce  plan.  Je  désignerai  ces  deux 
ellipses  sous  le  nom  d^ ellipse  tangente,  et  ellipse  nor- 
male en  un  point  de  la  quartique. 

Le  cercle  osctilaleur  en  un  point  de  la  conique  (i) 
est  le  transformé  d'une  ellipse  osculatrice  à  la  quartique 
coniqae  au  point  correspondante  Le  plan  de  cette  el- 
lipse osculatrice  coupe  YOZ  suivant  une  droite  pars^I- 

^'»'»-  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XII.  (Mai  189.3.)  i5 
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lèle  à  la  droite  d'intersection  du  plan  de  l'ellipse  (àn^ 
gente  avec  YOZ. 

L(î  centre  de  courbure  de  ia  conique  (i)  est  le  trans- 
formé d'un  point  situé  sur  V ellipse  normale ^  l\  l'intersec- 
tion de  cette  ellipse  avec  la  droite  qui  joint  le  point  A' 
au  pôle  du  plan  de  Tellipse  osculatrice  (l'OiV  G.  de 
LoNc;cHA.MPS,  y.  «S.,   1884). 

.  7-  A  un  cercle bi tangent  à  la  conique  (1)  correspond 
une  ellipse  bilangente  à  la  quartîque  conique.  Dans  le 
cas  où  ce  cercle  se  réduit  à  un  point,  c'est  un  foyer  de 
la  conique  (i).  De  raème,  on  appellera  foyer  d'une 
quartique  conique,  toute  ellipse-point  bitaugenle  à 
cette  quartique. 

D'après  cela,  une  quartique  conique  a  quatre  foyers 
situés  deux  à  deux  sur  ses  ellipses  principales. 

A  un  système  de  coniques  homo focales  du  plan  fon- 
damental correspondra  un  système  de  quartiques  coni- 
ques homo  focales  sur  rdlipsoïde.  On  pourra  énoncer 
les  propriétés  suivantes  : 

Si  Von  considère  un  système  dé  quartiques  coniques 
homo  focales ,  par  tout  point  de  Vellipsoïde  passent 
deux  quartiques  du  système. 

L'une  de  ces  quartiques  a  un  point  double  isolé  au 
point  k!  ;  Vautre  a  un  point  double  réel  en  ce  point. 
.  En  leurs  points  de  rencontre,   V ellipse  tangente  à 
Vune  de  ces  deux  quartiques  est  V ellipse  normale  a. 
Vautre  et  vice  versa. 

3'^   Quartiques  gauches, 

1 .  Les  quartiques  coniques  ne  constituent .  qu*uii  cas 
particulier  des  quartiques  gauches  générales,  obtenues. 
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P«r  rîutersection  d«  rellipsoïde  avec  une  surface  du 

^<-*uxième  ordre  quelconque. 

Je  vais  donc  chercher  quelle  est,  sur  le  plan  fonda- 
inefltal,  la  transformée  de  la  quartiquc  gauche  d'in- 
tersection de  rellipsoïde 


(3) 


6» 


~  —  I  =o, 


^^'ec  an^  quadrique  quelconque 


U) 


A'^^X'C-^V^.-^.U'''       --"    ■      --^^ 


« 


b^ 


r» 


bc 


ca  ab 


-hiC^  H-aC'^  -h^r/f  H^D  =  o. 


Jeu  ^i  ^y»^  remplacer,  dans  cette  équation  (4)?  -^f,.)', 
^P^**  leiirs  valeurs  indiquées  plus  haut,  et  j'obtiens 


(5) 


1 


C')0](/«-4-0*) 
(4A'~2A-hD)f2-+-8B/0-f-(4A'— 2A-J-  l))6» 
^4 (B'  —  G') r  H-  4(8'  —  (7)^  -f-  A  -h  aC  -+-  D  =  o, 


èquanon  d'une  quartique  plane  bicirculaire  ou  cyclique 
plane. 
Inversement,  si  l'on  considère  une  cyclique  plane 

où  y(/,  Ô)  est  une  fonction  du   deuxième   degré,   et 

qu  ou  remplace  dans  son  équation  t  et  0  par  leurs  va* 

leurs 

ny  _  az 


f  ^  -, 


b(a  ^r  X) 


0  = 


r(  <7  -hr  ) 


\l  vient 


»(i*'iî-^(^i^n){'^m'-'^ 


< 


1+  -)  'VO', -) 


—  o, 


(  ao4  ) 

OÙ  ^0',  z)  est  nue  fonction  du  deuxième  degré^  mais, 
d'après  réquatîon  (3), 


6»  ■*■  c«  ~  '  "■  ^ 


L^équation  précédente  s'écrira  donc 

•■(-SV-^(»i-pi)(-|)(.-S^ 


) 


y'^a)  'K^»'=^  =  *^' 


et,  en  supprimant  le  facteur  (  ^  -f-  -  ) 


M 


(._fy_5(Nr^pf)(._f)^i,^.,)^o. 


équation  d'une  surface  du  second  ordre. 
On  conclut  donc  de  ce  qui  précède  que  : 

Toute  quartiqufi  gauche  située  sur  Vellipsoïde  se 
transforme  suwant  une  cyclique  plane,  et  réciproque- 
ment. 

2.  L'équation  (5)  ne  représente  une  cyclique  plane 
que  si  l'expression  A — aC-f-D  n'est  pas  nulle.  Si 
A  —  aC-|-D  =  o,  l'équation  (5)  représente  une  cu- 
bique circulaire  ;  dans  ce  cas,  si  l'on  cherche  l'intersec- 
tion de  la  quadrique  (4)  avec  l'axe  des  jr^  on  trouve  la 

solution 

X  =  —  a. 

La  quadrique  (4)  passe  donc  au  point  A':  par  suite  : 

Toute  quar tique  gauche  de  l'ellipsoïde,  passant  au 
pôle  de  la  transformation  omaloïdale,  se  transforme 
suivant  une  cubique  circulaire  du  plan  fondamental. 


(  ao5  ) 
3.  Je  pose 

(6)         a=      '^'  "  ^'  a         ^^  ^'^ 


L  équation  (5)  s'écril  alors 

4  A' 2\  -H  h 

'  A  ^  -2  (  4  -f-  D 

.QA     A-t-AC-^n 

_j-.<a/_t_  4  30-i =  o 

^  ^*  A       -iC-f-D 


« 


el  représente  une  cvcliquc  ayant  pour  centre  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  a  et  ^  (*). 

J'appellerai  centre  de  la  quartîque  gauche  le  point 
qui,  sur  rellipsoïdc,  correspond  au  centre  de  la  cyclique 
du  plan  fondamental.  Voyons  comment  on  peut  déter- 
miner ce  centre.  Pour  cela,  je  considère  le  plan  polaire 
du  pK)int  A'  par  rapport  a  la  quadriquc  (4)  i  ce  plan  a 
pour  équation 

i^)      (C-A)- -t-/'G'-B')^-+-(r/-B')  -  _+-D  — C=r-.o 

a       \  b  c 

et  je  cherche  son  pôle  par  rapport  à  TeHipsoïde.  Le 
plan  polaire  du  point  (^oj^'oi  ^q)  par  rapport  à  Tellip- 
soïde  a  pour  équation 

a*  o*  c* 

L'identification  des  équations  (8)  et  (9)  conduit  aux 


f  *)  Le  mot  centre  est  employé  ici  dans  le  sens  que  lui  a  donne 
M.  Humbert  dans  son  Étude  sur  les  cyclides  {Journal  de  l* École 
Polytechnique,  LV*  Cahier;  r885). 


(    206    ) 

égaillés 

^0  =  —  ^' 


c- 

A 

D- 

-G' 

G'~ 

B' 

n 

-C  ' 

C- 

B' 

D  —  C 


La  droite  qui  joint  le  soin  met  A'  de  l'ellipsoïde  au 
point  (xq,  jfiy  Zq)  a  pour  équation 

X  -^  a  _  y  _  z 


,,(A-'J5C-T-D)        ^(B'-C')       c(B'— G") 
ou,  d'après  les  relations  (6), 

^•4- g  _  y_ f_ 

et  Ton  voit  qu'elle  coïncide  avec  la  droite  qui  joint  le 
point  A'  au  centre  de  la  quartique  gauche.  Donc  : 

Le  centre  d'une  quartique  gauche  déterminée  sur 
l' ellipsoïde  par  une  quadrique  Q  s'obtient  en  joignant 
le  sommet  h!  au  pôle,  par  rapport  à  V ellipsoïde,  du 
plan  polaire  du  point  A'  par  rapport  à  la  quadri- 
que  Q  et  en  prenant  le  point  d'intersection  de  la 
droite  ainsi  déterminée  avec  V ellipsoïde. 

A.  L'équation  (8)  du  plan  polaire  de  A'  par  rapport  à 
la  quadrique  (4)  peut  s'écrire 

G- A        X  y      n  ^  D  —  G 


A_.^GH-Da  b       ^c        A-aGH-D 

Lorsque  a  et  [3  sont  fixes,  on  voit  que  ce  plan  coupe 
YOZ  suivant  une  droite  ayant  une  direction  fixe.  Donc  : 

Les  plans  polaires  du  sommet  A'  par  rapport  à 
toutes  les  quadriques  qui  déterminent  sur  Vellipsolde 
des  quartiques  gauches  de   mcrne  centre  coupent  le 


(  '^^1  ) 

plan  YOZ  siiis^ant  des  droites  parallèles  à  une  direction 
fixe. 

En  particulier,  si  a  r=  p  =  o,  le  plan  polaire  du  som- 
met A'  est  parallèle  au  plan  YOZ. 

5.  Je  suppose  que  le  centre  (a,  ^)  de  la  cyclique  du 
plan  fondamental  se  déplace  sur  une  droite 

m/  H-  /lO  -hp  =  o. 

On  peut  écrire  Tëquation  (8) 

C  — A       /r       \        y      a^ 

A  —  2C-4-l)\<i         /  b       ^  c 

D'autre  part  on  a 

par  suite,  l'équation  précédente  devient 

Le  plan  polaire  du  sommet  A'  passe  donc  par  le  point 

P       ^  f             —  bm     ~  cn\ 
use  F  (  —  «, , )  • 

\  P  PI 

Mais,  dans  ce  cas,  le  centre  de  la  quartîque  gauche 

décrit  une  ellipse  passant  par  A'  et  dont  le  plan  a  pour 

équation 

m  ^  -h  /i  -  -^ p  (  I  -H  -  )  =  o, 
b  c       ^  \         aj 

et  c'est  justement  le  plan  polaire  du   point  P  par  rap- 
port à  l'ellip»oïde-  Donc  : 

Lorsque  des  quadriques  Q  déterminent  sur  r ellip- 
soïde des  quar tiques  gauches  dont  les  centres  sont  sur 
une  ellipse  E  passant  par  le  sommet  A',  les  plans  po- 
laires de   ce  point  A'  par  rapport  à  toutes  ces  qua^ 
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driques  passent  par  un  point  fixe  P  qui  est  le  pôle  du 
plan  de  l'ellipse  Kpar  rapport  à  l* ellipsoïde. 

6.  On  pourra  donc  assimiler  les  quartîques  gauches 
aux  cycliques  planes,  et  déduire  leurs  propriétés  de 
celles  de  ces  dernières  courbes;  rënuuiération  en  serait 
trop  longue. 

Je  me  bornerai  à  citer  les  plus  importantes  : 

On  sait  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites 
à  une  cyclique  plane  est  une  hyperbole  que  l'on 
nomme  conique  principale  de  la  cyclique;  cette  conique 
principale  passe  au  centre  de  la  cyclique  (  *  ). 

De  même  : 

Le  lieu  des  centres  des  quar tiques  coniques  inscrites 
à  une  quartique  gauche  est  une  quartique  conique  a 
point  double  réel,  qui  passe  au  centre  de  la  quartique 
gauche.  On  la  nommera  quartique  conique  principale 
de  la  quartique  gauche. 

Enfin  on  peut  imaginer  pour  les  quartiques  gauches 
sur  rellipsoïde  un  mode  de  génération  analogue  à  celui 
indiqué  par  Casey  pour  les  cycliques  planes  : 

Imaginons  une  ellipse  fixe  {E)  sur  l' ellipsoïde,  et 
une  série  d'autres  ellipses  (e)  qui  coupent  (  E)  de  façon 
que  les  plans  des  ellipses  tangentes  à  (e)  et  (E)  en 
leurs  points  de  rencontre  déterminonl  sur  YOZ  deux- 
directions  conjuguées  par  rapport  à  l'ellipse  princi- 
pale de  rellipsoïde.  Si  nous  supposons  y  de  plus,  que 
les  centres  des  ellipses  (e)  sont  sur  une  quartique  co- 
nique  (F),  l'enveloppe  des  ellipses  (e)  sera  une  quar- 
tique gauche  ayant  pour  centre  le  centre  de  (F). 


(*)  Voir  mon  étude  :  Sur  les  cycliques  planes  {Journal  de  Ma- 
thématiques spéciales^  de  Longchamps,  1893-93). 


(u5*  ) 
Ou  peut  lever  l'indétermination  en  écrivant 

r'  '7.  a*  r' 


par  suite 

Le  ra}on  de  (G3)  est  donc  H. 

Le  rayon  de  (G^)  est  nul. 

Le  rayon  de  (Cj)  a  pour  valeur  ^a^ —  R*. 

Ce  dernier  cercle  n'est  réel  que  si  a  >  R. 

Il  en  résulte  que  le  lieu  du  second  foyer  d'une  conique  ayant 
un  foyer  donné  et  bitangente  à  un  cercle  donné  est  un  cercle, 
ce  qui  est  évident  géométriquement. 

Le  seul  cercle  correspondant  à  des  coniques  réelles  est^ 
dans  tous  les  cas,  le  cercle  (Cs). 


Question  1541. 

Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  quatre  normales 
menées  de  ces  points  à  une  ellipse  donnée  forment  un  fais- 
ceau harmonique.  i  L.  Mirman.) 

SOLUTION 
Par  M.  E.'N.  Barisibn. 

On  sait  que  l'équation  au\  coefficients  angulaires  des  quatre 
normales  à  l'ellipse  issues  d'un  point  {a^  ^)  est 

t  ù^oi^m,^ — 'ib^oL^m* 

On  peut  écrire  cette  équation 

/rt*  —  \m^-\-  Bni*  —  C  m  -f-  D  r^  o, 
en  posant 

A=  ^, 

z 

^  =  ^-«1 

5* 


(  a6'  ) 

et 

r.  «*'  ?* 

On  a  donc,  /?i„  mj,  m»  cl  m^  étant  les  quatre  racineà  de(i), 

(mimi)(/n3mv)=  D. 

Pour  que  les  quatre  normales  mi,  m,,  mj,  m*  forment  un 
faisceau  harmonique,  il  faut  que 

Il  faut  éliminer  m,,  m,,  m,  et  m^  entre  ces  cinq  relations 
pour  avoir  la  relation  qui  lie  entre  eux  les  coefficients  A,  B, 

G  et  D. 
Posons,  pour  abréger, 

7«i  -h  Wî  =  P,         A/ii  mi  =^  R, 

Alors  les  cinq  relations  deviennent 

(2)  P-i-Q=A, 

(3)  pQ-4-S  +  R=-B, 

(4)  RQ-hPS  =  G, 

(5)  RS  =  D, 

(6)  PQ  =  -2(Rh-S). 

De  (3)  et  (6)  on  déduit 

(7)  PQ=T' 


R 

(8)  R-H&  =  -j- 

On  a  aussi 

(P  +  Q,(m-S)='-^=(RQ+l'S)  +  (PR  +  QS), 


(  ^r  ) 

Par  conséquent 

4  u 

Multiplions  membre  à  membre  (  i)  <^^  (9)>  il  vient 

PQ(R«H-  S«)-f-  RS(P«H-  Q«)=  C  (^  —  cV 

et,  par  conséquent,  en  y  remplaçant  PQ,  RS,  (P-j-Q),  (Rh-S) 

par  leurs  valeurs  en  fonction  de  A,  B,  C,  D  et  réduisant,  il 

vient 

,      .  2B>       8BD       ABC        ,,^      ^, 

En  portant  dans  cette  relation  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D  en 
fonction  de  %  et  p,  on  arrive  à  Téquation 

(II)  («»««-+- 6«p»--c*)5H-54c*rt»^»«a«3«=o. 

C'est  une  courbe  ayant  même  point  de  rebroussement  que  la 
développée  de  l'ellipse  et  située  à  l'intérieur  de  cette  déve- 
loppée dont  l'équation  est 

{a'^x^-^h^y^ — c*)'-f-  ly c^ u* ù^ X'^^  =  o. 

Dans   le  cas  de  la  parabole,  on  aurait  trouvé  que  le  lieu  a 
pour  équation 

■"  i:p 

alors  que  la  développée  a  pour  équation 

Question  1547. 

Soient  W,  BB'  deux  diamètres  oonjugués  d*une  ellipse; 
MM'  un  diamètre  quelconque  :  les  pôles  des  quatre  droites 
MA,  MA',  M'B,  W  B'  sont  situés  sur  une  hyperbole  qui  passe 
par  le  centre  de  Vellipscy  et  est  tangente^  en  ce  point,  au 
dûzmèlre  MM';  le  centre  de  cette  courbe  est  situé  sur  Vel- 
lipxe^  et  ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  droites  W,  BB', 
respertivemenf.  (Oknty.) 


(  •■'•8*  ) 

SOLUTION. 

Par    M.    X***. 

Soient  a  et  6  les  demi-longueurs  des  deux  diamètres  conju- 
gués, pris  pour  axes  de  coordonnées;  Téquation  de  Tellipse 

sera 

a«ji-i-6*jr*—  a*  6'=  o. 

Soient  d'autre  part  acoso  et  6sin<p  les  coordonnées  du 
point  M.  On  trouve  très  facilement  pour  les  coordonnées  des 
pôles  des  quatre  droites  : 

Pour  le  pôle  MA  : 

b(i  —  coso  ) 

a:  =  a,  y  =  ; '-^  • 

"^  sin«p 

Pour  le  pôle  MA'  : 

6(i-+-coso) 


sincD 


Pour  le  pôle  de  M'B  : 

_       ^(n-sincp) 
~  coscp 

Pour  le  pôle  de  MB'  : 


b. 


a(i  —  sino)  , 

= 1_  ,  y=z~b. 


jr  =  — 

cos© 

< 

Formons  maintenant  l'équation  d'une  hyperbole  satisfaisant 
aux  conditions  spécifiées  dans  l'énoncé.  Rapportée  à  ses  asym- 
ptotes, pour  axes  des  x'  et  des  y\  son  équation  sera  de   la 

forme 

x'y' —  m*=  o; 

donc,  comme  les  nouveaux  axes  sont  parallèles  aux  premiers, 
et  que  rhyperbole  doit  passer  par  le  centre  de  l'ellipse,  si 
a:  =  rtcos8  (il  y  =  b  sinO  sont  les  coordonnées  du  point  de 
Tellipse  qui  est  le  centre  de  l'hyperbole,  cette  dernière,  par 
rapport  aux  axes  primitifs,  aura  pour  équation 

xy  —  bx  sinO  —  ay  cos6  =  o; 

et  il  ne  rcslo    plu5   qu'à  exprimer  que  la  lanjienle  à   l'origine, 

qui  r*it 

^xsinO-i   </j'co?0  — o, 


(29*  ) 

se  confond  avec  le  diamètre  MM\  ce  qui  donne 

tangO  = —  tangcp. 

Or,   si   nou9  prenons  0  =  r  —  q,  Téquation    de  l'hyperbole 

devient 

xy  —  bx^xxio  -h  a^coso  =  o, 

et  Ton  vérifie  aisément  que  les   pôles  des  quatre  droites  MA, 
MA',  M'B.  M'B'  se  trouvent  sur  cette  courbe.  c.  q.  k.  d. 

Question  1586. 

Démontrer  que  les  droites  Joig Fiant  le  sommet  d'un  cane 
aux  centres  des  sphères  osculatrices  d'une-  trajectoire 
oblique  des  génératrices  sont  rencontrées  et  partagées 
dans  un  rapport  constant  par  les  rectifiantes  de  la  tra- 
jec  ta  ire .  (  G  ks  A  ro  .  ) 

SOLUTION 

Par  M.  E.  Genty. 

Soit  p  le  vecteur  d'un  point  de  la  courbe  exprimé  en  fonc- 
lion  de  Tare,  le  sommet  du  cône  étant  pris  pour  origine. 
On  aura  les  relations 

''^  |t«p'=i,        Sp'p'=o, 

9  étant  un  angle  constant. 
En  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (i),  il  vient 

Spp'(i-+-Spp')=Spp'cos«e; 

d'où 

Spp'  =  — sin*6 

cl 

il)  Spp'^^o. 

Ceci  posé,  la  droite  rectifiante  est  Tintersection  du  plan 

rV)  S(t3  — p)p''=o, 

avec  sa   position  infiniment  voisine.  Or,   si  l'on   prend  la  dé- 
rivée de  l'équation  (3),  il  vient 

S(m  —  0  )  o'"— -  o. 


I 

(  3o*  ) 

La  rectifiante  a  donc  pour  équation 

Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  a  lui-même  pour  vecteur 


Ï  =  P-*-  Ô7^ 


v?>' 


»  _»/ 


Sp'p'p 

Pour  que  ce  vecteur  rencontre  la  rectifiante,  il  faut  qu*on 
puisse  déterminer  pour  K  et  /  des  valeurs  telles  qu'on  ait 


ip^w?r)=p^''''p'p'- 


En  projetant  avec  p"',  on   retrouve   la  relation  (a),  ce    qui 
montre  queja  rencontre  a  lieu. 
Si  Ton  projette  avec  p",  il  vient 

/(i-i-Spp')=Spp'; 
d'où 

l  =—  tang«8. 

Donc  le  point  de  rencontre  a  pour  vecteur 

p=  —  v  tangue, 

et  la  proposition  est  démontrée. 


Question  1626. 

Soit  une  série 

dans  laquelle  les  coefficients  a  sont  positifs.  On  suppose 

qu^on  ait 

XxvcïannP  =  K, 

K  étant  une  constante  différente  de  zéro  et  p  un  nombre 
positif  moindre  que  l'unité.  Démontrer  que,  lorsque  ar 
tend  vers  j,  le  produit 

{i-xy-pfix) 

a  pour  limite 

KVi\—p).  (AppKLL.^ 


(  •■»'*  ) 


SOLUTION 
Par  M.  E.  Cesaro. 

Considérons  deux  séries  divergentes,  à  termes  positifs, 

a© -H  ai  H-  «1-4-  rtj-+-. . .,     ^0^-  ^'i-+-  ^1-+-  ^,1-^- .. 
et  supposons  que  les  séries 

soient  convergentes  pour  |:rKi.  Soient /(x)  et  ^(x)  leurs 
sommes.  Si 

lim  -,-  =  A:, 

on  peut,  après  avoir  ûxé  le  nombre  positif  e,  arbitrairement 
petit,  trouver  un  nombre  v,  tel  que,  pour  n  >  v,  on  -ait  tou- 
jours 

a- 


et,  par  suite. 


?^-X 


an 


—  A- 


<s, 


quel  que  soit  x.  Il  en  résulte  que,  pour  n  infini,  le  rapport  de 
f^^x)  à  g^'*^^{x)  tend  à  devenir  constant.  Ce  rapport  tend 
donc  aussi  vers  une  limite,  lorsque,  n  croissant  à  l'infini, 
X  tend  vers  Tunité.  Or,  /(x)  et  ff{x)  devenant  infinies  pour 
^  r=  I ,  ainsi  que  leurs  dérivées  de  tous  les  ordres,  on  a,  en 
appliquant  la  régie  de  l'Hospital, 

hm  i-1 — :  =  lim  •^,   ,  ^ — ^  =  k. 

jp^l  gi^X)        x^\g^"\x) 

De  cette  proposition  connue  on  déduit  aisément  le  théorème 
énoncé  par  M.  Appeil.  Supposons  que  Ton  ait 

lim  nPan=  k. 

\  cause  de  la  divergence  de  la  série  dont  le  terme  général 
est  a^j  cela  ne  peut  arriver  que  pour  p"^_i. 
Si  Ton  pose 


x^ 


^\^)       jy,  -^  ^,,  -^  3,,    •    f.,  -'■ 


i 


(  3u*  ) 

on  a 

lim  ~ —  =  lim  nPa^  —  k. 

Soit,  pour  un  inslanl, y(j')  =  (i — t)P-^^  de  sorte  que 

^^—P){'^  —  p)'  'An  —  p) 
••«= 

On  obtient 


I .  '2 .  i  . . .  /i 


1-         ff(^)  1-  n\n-P 

lim  — =  lim =  r(i  — /j). 

Donc 
lim(i-x)i-A'/(r)=lim^^  lim       ^^""^    ,  =kTii—p), 

A  ce  dernier  résultat  on  parvient  aussi,  d'une  manière  di- 
recte, en  considérant  la  fonction 

(i  --,r)»-/»/Ya:)=  Mo-+-  UiX  -h  UtX^-^-., .. 

D'après  les  propriétés  des  coefficients  binômiau\,  la  somme 
des  « -4- 1  premiers  coefficients,  dans  le  développement  de 
(i  —  »T )»-/',  est 


et  Ton  a 


dn  =   5 

I  .'1.0  ...  n 


Iim  /ii-/'a«=  lim  ^-^ f- — ■ /- ; tL'  == . 

puis,  en  vertu  d'un  théorème  connu  (  *  ), 

n  =  CD 

=  r{p)T{i—p)  liin/i/'artlimAi«-/'a„  =  A-  r(i  —p). 

/I  =  *  /f    —  CD 

Donc,  si  l'on  observe  que 

^0  4-  ai  -h  //,  -+- . . .  H-  a„  =  Uq z,,  =  rt^ 2/,  -K «i  a,|  .,  ~ . . .  -L-  ^,^^  5j  ^^ 

on  peut  écrire 

lim(i  — j")»    pf{T)=  u^-h  «1  H- «,-!-...=:  /cTli^pu 
.1-1  ^         /  / 


{^)  Bulletin  de  Darboujr,   iSç>«>.  p.   ii-. 
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V 

Comme  pour  les  cycliques  planes,  il  y  aura  quatre 
modes  de  génération  semblables  pour  les  quartiques 
gauches  (*). 

Les  quatre  quartiques  coniques  (F)  sont  homofo- 
cales. 

Enfin,  si  l'on  définit  toujours  \e  foyer  d'une  quartique 
sur  l'ellipsoïde  comme  on  Ta  fait  plus  haut,  on  pourra 
dire  que  : 

A  un  système  de  cycliques  homofocales  duplanfon^ 
damental  correspond  un  système  de  quartiques  gau- 
ches homofocales  sur  l'ellipsoïde. 

On  pourra  désigner  les  quatre  ellipses  (E)  sous  le 
nom  à* ellipses  directrices  de  la  quartique  gauche  ;  et 
les  quartiques  coniques  (F)  sous  le  nom  de  quartiques 
focales. 

De  même  que  pour  les  cycliques  planes  on  dira  que  : 

Sur    r ellipsoïde    une    quartique    gauche   a    seize 
foyer$.   Ces  seize  foyers  sont  situés  sur  quatre   el- 
lipses. 

Ce  théorème  est  analogue  à  celui  du  D*"  Hart. 

Si  Ton  appelle  pôles  de  la  quartique  gauche  les  cen- 
tres des  ellipses  directrices  E,  on  pourra  énoncer  la  pro- 
priété suivante  : 

Pour  chacun  des  pôles  d'une  quartique  gauche,  on 
peut  tracer  deux  ellipses  passant  par  le  sommet  A!  et 
bilan gentes  à  la  quartique. 

Enfin  l'on  peut  faire  une  classification  des  quartiques 


(*)  Voir  Journal  de  Mathématiques  spéciales  de  Longchamps» 
loc.  cit. 
Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  \.  (Juin  iRgS.)  i6 


(  î»'o  ) 

gauches,  analogue  à  celle  des  cycliques  planes,  en  se 
basant  sur  la  forme  de  leur  quadrique  principale  (*). 

7.  Je  terminerai  cette  étude  en  appliquant  ce  qui 
précède  k  la  transformation  des  lignes  de  courbure  de 

rellipsoïde 

x^       y*       z* 

a'       o*       c* 

On  sait  que  ces  lignes  sont  déterminées  par  les  inter- 
sections de  cet  ellipsoïde  avec  les  surfaces  homofocales 
de  la  série 


T^  y^  z 


s 


où  X  est  un  paramètre  variable. 

Des  deux  équations  précédentes,  on  déduit 

X^  y«  2« 

-i-  TTTTT TT  -+■  -r^-: TT  =  O, 


a>(a«-f-X)       6»(6»-i-X)       c«(c*-hX) 

et  si  Ton  remplace  a:,  y  y  z  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  t  et  0,  il  vient 

,    ,  (i— <«  — e»)«  4f>  46* 

(lO) ^ h  -rz ;r  -f-  — v"  =  O, 

^      ^  a«  H-  X  O*  -H  X  C*  -h  X 

équation  qui  représente  des  cycliques  ayant  pour  centre 
Torigine  co  du  plan  fondamental  et  pour  axes  de  symé- 
trie (i)£  et  0)6. 

Les  lignes  de  courbure  de  rellipsoïde  ont  donc  leur 
centre  au  sommet  A,  el  leur  quar tique  conique  princi- 
pale se  décompose  eu  deux  ellipses  qui  sont  les  sections 
principales  de  rellipsoïde  situées  dans  les  plans  XOY 
et  XOZ.  Donc  : 

Les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  se  transfor^ 


(>)  Voir  Journal  de  Mathématiques  spéciales j  loc.  cit. 


(  =»"  ) 

ment  suivant  des  cycliques  planes  à  deux  axes,  ayant 
même  centre  et  mêmes  axes  de  symétrie, 

La  ihéorie  des  cycliques  planes  indique  que  l'ori- 
gine (i>  est  un  pôle  double  des  cycliques  (lo);  les 
deux  autres  pôles  sont  à  Tinfîni.  Par  suite  : 

Les  lignes  de  courbure  de  V ellipsoïde  ont  pour  pôles 
doubles  les  sommets  A  et  A'  de  la  surface. 

Les  cycliques  (lo)  ont  pour  cercles  directeurs  les 
deux  axes  cof  et  (oO  et  les  deux  cercles 

En  transformant  celte  propriété  : 

léCS  lignes  de  courbure  ont  pour  coniques  direc- 
trices les  quatre  ellipses  déterminées  sur  l* ellipsoïde 
par  les  trois  plans  principaux  de  cette  surface  et  par 
le  plan  de  V infini, 

EnGn  on  verrait  de  même  que  : 

Les  quartiques  focales  des  lignes  de  courbure  sont 
les  deux  ellipses  principales  XOY  et  XOZ  de  l'ellip- 
soïde et  deux  quartiques  coniques. 

Ces  deux  quartiques  coniques  correspondent  aux  co- 
niques focales  des  cycliques  (lo),  qui  ont  respective- 
ment pour  équations 


aï  —  6« 


6* 
et 


a' 


1 

62 

-r- 

a«- 

c» 

-+- 

0* 

X 

a*-f 

-X 

-HI  =  o 


-f- 1  =  o. 


6*  H-  X  C«  -h  X 


(  ^^^  ) 

Les  lignes  de  courbure,  étant  des  quartîques  gauches, 
sont  susceptibles  d'un  mode  de  génération  analogue^  il 
est  facile  de  Timaginer  d'après  ce  qui  précède. 

IL  —  Transformation  de  l'htperboloïde 

A    UNE    NAPPE. 

1°  Sections  planes. 

i ,  La  considération  des  génératrices  qui  passent  par 
un  point  de  la  surface,  et  dont  les  équations  sont 


(G) 


et 


(G') 


i  (i-o-a-i) 


y 

b 


\  I--(l*ï) 

(•(f-)-:-f 


conduit    aux   formules  de   transformation  citées   plus 
haut 

d'où  l'on  déduit  les  formules  inverses 

~    6c(a?-*-a)  ~"    bc{x-^a) 

Ces  formules  montrent  immédiatement  que  les  géné- 
ratrices du  système  (G)  seront  représentées  sur  le  plan 
fondamental  par  des  parallèles  à  l'axe  cor  :  celles  du  sys- 
tème (G')  par  des  parallèles  à  l'axe  a)8. 

L'origine  a>  du  plan  fondamental  correspond  au  sotn- 


(2.3)      - 

met  A  de  rhyperboloïde ',  les  deux  axes  tùi  et  a>0  sont 
les  droites  transformées  des  deux  génératrices  passant 
en  A.  On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Si,  par  un  point  m  du  plan  fondamental,  on  mène 
des  parallèles  aux  axes  tôt  et  (oO,  ces  deux  droites 
sont  les  transformées  des  deux  génératrices  de  l'hy- 
perboloïde  qui  passent  au  point  M  correspondant  au 
point  m  du  plan  fondamental. 

2.  Je  cherche  la  courbe  transformée  de  la  section  de 
rhy perboloïde  par  le  plan 

(i)  a--+-34--»-Y-^-o  =  o. 

^  '  a       ^  b       ^  c 

Les  formules  de  transformation  conduisent  à  l'équa- 
tion 

elle  représente  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asym- 
ptotes sont  parallèles  aux  axes  lùteX.  a>0. 

Le  centre  de  cette  hyperbole  a  pour  coordonnées 

et  l'on  vérifie  aisément  qu'il  correspond  au  point  de 
l'hy perboloïde  obtenu  en  joignant  le  sommet  A' de  cette 
surface  au  pôle  du  plan  (i).  Donc  : 

Toute  section  plane  de  Vhy perboloïde  à  une  nappe 
se  transforme  suivant  une  hyperbole  équilatère,  dont 
les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  toi  et  wO. 

J'ai  supposé  a  —  5  ^  o  ;  dans  les  cas  où  a —  5  =  o,  la 
transformée  devient  une  droite*,  alors  le  plan  sécant  a 


(  ^«4  ) 

pour  équation 

Par  suile  : 

Toute  section  plane  passant  au  sommet  A'  de  Vhy- 
perboloïde  se  trans/ofme  suivant  une  droite  du  plan 
fondamental. 

3.  On  déduit  immédiatement  des  formules  de  trans- 
formation les  résultats  suivants  : 

1°  Les  sections  principales  de  V hjperboloïde  sont 
représentées  sur  le  plan  fondamental  comme  suit  : 

YOZ  par  l'hyperbole  équilatère. ...     /6  -+- 1  =  o 

ZOX  par  la  droite f-i-0=o 

XOY  par  la   droite /  -h  0  =  o 

2**  Les  sections  parallèles  à  YOZ  se  transforment 
suivant  des  hyperboles  équilatères  ayant  leur  centre  à 
l'origine. 


Les  sections  parallèles  à 


ZOX 
XOY 


iont  représentées 


situés  sur  la  droite 


par  des  hyperboles  dont  le  centre  est  sur  la  bissectrice 

<-}-0  =  o,.  ^  ,  '   ^    y-        I  réels  1 

^  et  passant  par  deux  points  fixes  . 

t  —  Orro*^  '^  '^  ^  I  imaginaires  I 

^  — Ô  =  o 
^-hO  =  o 

3°  Enfin,  toute  section  passant  par  Vaxe  A  A'  de 

Vhyperboloïde  se  transforme  suivant  une  droite  pas^ 

sant  à  l 'origine  o>. 

On  pourra,  coiiKiio  pour  Tellipsoïde,  vérifier  facile- 
ment les  propriétés  suivantes  : 

Deux  droites  parallèles  correspondent  à  des  sec- 
tions  passant  par  k\  dont  les  plans  coupent  YOZ  sui- 
vant deux  droites  parallèles . 


(  '^«i  ) 

Deux  droites  rectangulaires,  à  des  sections  passant 
par  A',  dont  les  plans  coupent  YOZ  suiuant  deux  direc 
lions  conjuguées  par  rapport  à  l 'hyperbole  principale 
située  dans  ce  plan, 

1.  Les  formules  de  iransformation  montrent  que, 
lorsque 

(H)  <0  — i=o, 

les  coordonnées  x,  y  y  z  deviennent  infinies.  Donc  : 

Les  points  à  l'infini  de  Vhjperboloïde  sont  repré 
sentes  sur  le  plan  fondamental  par  l* hyperbole  équi- 
latère{l\). 

De  là  résultent  les  propriétés  suivantes  : 

1  °  Deux  droites  parallèles  aux  axes  tût  et  wO  et  se 
coupant  sur  V hyperbole  (H)  représentent  deux  géné^ 
ratrices  parallèles  de  système  différent  sur  t hyper bo' 
lo'ide. 

2°  Toute  courbe  du  plan  fondamental  rencontrant 
en  un  point  m  t hyperbole  (H)  est  la  transformée 
d^une  courbe  de  l' hyper boloïde  ayant  un  point  à  l'in- 
fini sur  cette  surface,  La  direction  asymplotique  sera 
celle  des  deux  génératrices  parallèles  dont  les  trans- 
formées passent  au  point  m, 

3®  Toute  courbe  du  plan  fondamental  tangente  à 
Vhyperbole  (H)  est  la  transformée  d'une  courbe  de 
lliyperboloïde  ayant  une  branche  infinie  parabo- 
lujue. 

En  appliquant  ces  deux  derniers  résultats  aux  sec- 
tions planes  on  voit  que  la  section  sera  elliptique  si 
l'hyperbole  (2)  ne  rencontre  pas  (H);  hyperbolique  h\ 


Thyperbole  (u)  rencontre  (H)  en  deux  points  distincts  ; 
parabolique  si  elle  lui  est  tangente. 

5.  Je  pose 

et  je  suppose  que  le  point  (t,  0)  du  plan  fondamental 
s'éloigne  à  Tinfini  dans  cette  direction;  les  formules  de 
transformation  deviennent 


X       i-f-A:9« 

y     6(^-1) 

z  _  0(A:-M) 

a  -  I  — Jt9«' 

l,  -   i-)t9*  * 

c  ~   I  — Â:6« 

et,  si  0  croit  au  delà  de  toute  limite,  on  a 

lim  —  =  —  I,         lim  -^  =  o,  lim  -  =  o. 

a  oc 

Il  résulte  de  là  que  : 

^u  sommet  A'  de  l'hyperboloïde  correspond  lu 
droite  de  r  infini  du  plan  fondamental. 

Or,  si  l'on  considère  les  points  à  l'inGni  sur  tùt 
et  b)0,  ces  points  sont  les  transformés  des  points  à  Tin- 
fini  des  deux  génératrices  de  Thyperboloïde  passant 
en  A',  puisqu'ils  sont  situés  sur  l'hyperbole  (H). 

On  peut  donc  dire  que  : 

Aux  deux  génératrices  de  V hyperboloïde  passant 
au  sommet  A!  correspondent  les  points  à  V infini  du 
plan  fondam,entaly  situés  sur  co£  et  <oB, 

6.  Enfin,  la  propriété  démontrée  plus  baut  pour  l'el- 
lipsoïde, et  relative  au  centre  des  moyennes  distances 
de  n  points  du  plan  fondamental,  subsiste  pour  l'hyper- 
boloïde  à  une  nappe  et  se  démontre  de  la  même  ma- 
nière. 
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a®  Quartiques  gauches, 

1.  De  même  que  pour  Tellipsoïde,  à  toute  conique 
dn  plan  fondamental 

Af*H-  2B^e-HC6«-+-2D^-+-2E6-+-F  =  o 

correspond  une  quartique  conique,  intersection  de 
rhjperboloïde  avec  un  cône  ayant  son  sommet  au  point 
Â'  et  dont  Téquation  est 

*(M)'— (:-:-ë)*<=a-?)' 

-'(-ï)[»(^i)*K:-ï)]-K-I)'- 

On  peut  énoncer  pour  ces  quartiques  coniques  les 
mêmes  propriétés  que  pour  celles  qui  sont  situées  sur 
lellipsoïde;  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 

2.  Si  Ton  cherche  la  transformée  de  la  quartique 
d'intersection  de  Thyperboloïde  avec  la  quadrique 

t  A  --  -+- A'^  -i-A'-r-i-ïBï^  -HaB'  — 

,    ,     1       a«  6*  c*  oc  ca 

/       H_  aB'  2^  -+-  aC  -  4-  aC  ^  -f-  2G'  -  H-  D  =  o, 
\  ab  a  0  c 

on  trouve  après  réduction 

(A  — aC-hD)t«e« 

-H  7(B'-+-  B'—  G'—  C')/«6  4-  a(B'-  B'-f-  C—  C) 
(3)    [       -hO*-h(A'H- A'H-aB)«»-f-2(A  — A'-^A'— D)<e 
I       -+-(  A'4-  A'—  aB)e«^  a(B'-f-  B'-h  G'-»-  G")  t 
\  -+-  2(B'-  B'-  G' -h  G')e  -h  A  -+-  aG  -h  D  =  o. 

En  désignant  par  'f  (^0)  l'ensemble  des  termes  du 
deuxième  degré ,  du  premier  degré  et  du  terme  con- 
stant ;  et  en  posant 

B'-G"^a,        B'— G'=  ?, 


(2.8) 

l'équation  précédente  s'écrit 

(A  — 2CH-D)«»02-+-[(a-hp)/-h(a  — P)6]«Ô-4-©(fe)=o; 

elle  représente  une  quartique  plane  dont  les  directions 
asymptotiques  sont  parallèles  aux  axes  co/  et  o)B;  cette 
courbe  a,  en  général,  quatre  points  à  l'infini  sur  tôt 
et  0)6;  ces  points  correspondent  aux  points  de  Tliyper- 
boloïde  où  la  quartique  gauche  rencontre  les  deux  gé- 
nératrices passant  par  le  sommet  Â'. 
Donc  : 

Toute  quartique  gauche  de  Vhyperboloïde  se  trans- 
forme en  une  quartique  plane  dont  les  directions 
asymptotiques  sont  parallèles  aux  axes  tôt  et  tji^. 

Dans  le  cas  particulier  où  A  —  2C-j-D  =  o,  la 
courbe  du  plan  fondamental  se  réduit  au  troisième 
degré;  il  est  facile  de  voir  que  la  quadrique  (2)  passe 
alors  au  sommet  Â'  *,  donc  : 

Toute  quartique  gauche  de  Vhyperboloïde  passant 
au  sommet  A!  se  transforme  suivant  une  cubique  plane, 

3.  Les  quartiques  (3)  jouissant  des  mêmes  propriétés 
diamétrales  que  les  cycliques  planes,  tout  diamètre  y 
est  perpendiculaire  à  la  direction  des  cordes  correspon- 
dantes; tous  les  diamètres  passent  par  un  point  fixe  ap- 
pelé centre  qui  a  pour  coordonnées 

A  — 2C-1-D'  ~"       A  — aC-^D" 

On  aura  donc,  à  ce  point  de  vue,  pour  les  quartiques 
gauches  de  l'hyperboloïde  des  propriétés  analogues  à 
celles  des  quartiques  situées  sur  l'ellipsoïde 5  il  est  inu- 
tile de  les  énoncer. 


(  ^'»9  ) 

4.  A  chaque  point  d'iniersection  de  la  quartique  (3) 
avec  Thyperbole  équilatère  (H),  correspond  un  point  à 
l'infini  pour  la  quartique  gauche  de  l'hyperboloïde.  Or, 
si  Ton  combine  les  deux  équations  (3)  et  (H),  on  arrive 
à  la  suivante 

^^'  i     -+-4(B'H-B')/H-4(B'--B')0-t-4A-2A'H-2A'=o, 

qui  représente  une  conique  dont  les  axes  sont  paral- 
lèles a  (ùt  et  (i>0  ;  et,  c'est  en  cherchant  les  points  d'in- 
tersection de  cette  conique  avec  Thyperbole  (H)  que 
Ton  aura  les  branches  infinies  de  la  quartique  gauche. 
J'appellerai  la  conique  (4)  la  caractéristique  de  la 
quartique  gauche. 

5.  Si  Ton  coupe  le  cône  asymptote  de  Thyperboloïde 
parle  plan  YOZ,  on  obtient  deux  droites  O  et  IV  repré- 
sentées dans  ce  plan  par  l'équation 


r» 


-1 


A*  ""  ^  ""  °' 

Si  Ton  transporte  le  sommet  du  cône  asymptote  de  la 
quadriquc  (Q)  au  centre  O  de  Thyperboloïde,  Tinter- 
section  de  ce  cône  par  le  plan  YOZ  sera  composée  des 
deux  droites  D|  et  D'^  dont  l'équation  est 

A'tï -^A'^-r-aB  ^  =o. 
6*  c«  oc 

Or,  dans  le  cas  où  la  caractéristique  est  une  ellipse, 

on  a 

(A'-H  A'-r -iBH  A'-+- A'- -  •/B)>  o 

et  les  droites  D|  et  D'^  sont  comprises  dans  Tangle  DOD^ 
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Si  la  caractéristique  est  une  hyperbole, 

(A'-+- A'4- 2B) (A'-h  A'— aB)<  o 

et  les  directions  D  et  D'^  séparent  les  directions  D  et  U, 
Si  la  caractéristique  est  une  parabole,  Tune  des  droites 
D|  et  D'^  se  confond  avec  D  ou  D'. 

6.  La  considération  de  la  caractéristique  permet  de 
faire  une  classification  des  quartiques  gauches  de  Thy- 
perboloïde,  relativement  aux  branches  infinies  de  ces 
courbes  : 

i^  La  caractéristique  rencontre  l'hyperbole  (H)  en 
quatre  points  réels  distincts;  à  ce  cas  correspondent /e5 
quartiques  gauches  à  quatre  branches  hyperboliques, 

2**  Les  quatre  points  d'intersection  de  la  caractéris- 
tique avec  l'hyperbole  sont  imaginaires  :  quartiques 
gauches  fermées, 

3**  La  caractéristique  est  tangente  à  l'hyperbole  (H); 
les  deux  autres  points  de  rencontre  peuvent  être  réels 
ou  imaginaires  ;  d'où  deux  espèces  de  quartiques  : 

(a).  Quartiques  gauches  à  branche  parabolique  et 
à  deux  branches  hyperboliques  ; 

(  P  ) .   Quartiques  gauches  à  branche  parabolique, 

4°  La  caractéristique  est  bitangente  à  l'hyperbole  (H). 
Quartiques  gauches  à  deux  branches  paraboliques. 

5^  La  caractéristique  est  osculatrice  à  l'hyperbole  (H). 
Quartiques  gauches  à  deux  branches  hyperboliques, 
l'une  de  ces  branches  étant  située  d'un  même  côté  de 
son  asymptote  :  c'est  celle  qui  correspond  au  point 
d'osculation. 


(  2'-^*  ) 


III.  —  Transformation    de    l^hyperboloide 

A    DEUX    NAPPES. 

1®  Sections  planes, 

i.  Les  résultats  que  Von  obtient  par  la  transforma- 
tion omaloïdale  de  Thyperboloïde  à  deux  nappes  sont 
analogues  à  ceux  obtenus  dans  celle  de  rellipsoïde^  je 
m'attacherai  donc  à  faire  ressortir  simplement  les  dif- 
férences des  deux  transformations. 

Pour  l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  les  formules  de 
transformation  sont 

a  ""         -20 
on  en  déduit  les  formules  inverses 

U  = y  t  =   7- -• 

as-hcx  b{az  ->rcx) 

De  ces  formules  on  peut  tirer  immédiatement  les  ré- 
sultats suivants  : 

\°  Les  sections  principales  de  Vlvyperboloïde  se 
transforment  comme  il  suit  : 

YOZ  en  un  cercle fi  -+-  6»  =  i 

ZOX  suivant  Taxe  0)6 ^  =  o 

XOY  en  un  cercle  imaginaire ^î  -i-  0'  =  —  i 


y     ' 

z 

I  -H  /»  -h  e* 

-b  =  r 

c  ~ 

ae 

a®  Les  sections  parallèles  à    v^y  »   ^''  ^^^  cercles 

ayant  leur  centre  sur  l'axe  (oO  et  coupant  l'axe  (ùt  en 

réels  ^  =  li:  I 

imaginaires  t  =  ±  i 


deux  points 


.  Les  sections  parai» 


lèles  à  ZOX,  en  des  droites  passant  à  l'origine  w. 


1 
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2.   Toute  section  plane  de  l'hjperboloide 

a       .     b        *  c 

je  transforme  en  un  cercle 

Cependant,  dans  le  cas  où  y  —  a  =  o,  la  transformée 
est  une  droite 

mais  alors  le  plan  de  la  section 


a-:)-^î**= 


est  parallèle  à  la  droite 

(D)  \^  _^^      ^ 

J  — I —  =  o. 
f  a       c 

Ceci  montre  que,  pour  Thyperboloïde  à  deux  nappes  : 

Le  pôle  de  la  transformation  omaloïdale  est  à  Vin- 
fini  sur  la  droite  (D). 

Enfin  on  voit  facilement  que  : 

1°  Toute  section  dont  le  plan  passe  par  la  droite 
(Ji)  se  transforme  en  une  droite  parallèle  à  co9. 

2°  Toute  section  parallèle  au  plan  déterminé  par 
la  droite  (D)  et  l'axe  OY  se  trafisforme  en  une  droite 
parallèle  à  tût, 

3.  A  deux  droites  parallèles 

A/^-BO-f-G  =o. 

A/-+-BO-hC'=o, 


(  "3) 
correspondent  des  sections  dont  les  plans  sont 

o  \a       c  I 

A^-f-B-f-cY-H--)  =o, 
o  \a       c  I 

el  Ton  voit  que  ces  plans  rencontrent  l'axe  OY  au  même 

point 

__6B 

^  "        A 

Deux  droites  parallèles  correspondent  à  des  sec- 
tions parallèles  à  la  droite  (D)  et  coupant  l'axe  OY 
au  même  point. 

On  vérifiera  de  même  la  propriété  suivante  : 

Deux  droites  rectangulaires  correspondent  à  des 
sections  parallèles  à  la  droite  (D)  el  coupant  l'axe 
OY  en  deux  points  m  et  n  situés  de  part  et  d^ autre  de 
l* origine  et  tels  que 

xm.on  =  6*. 

On  peut  déduire  de  tous  ces  résultats  des  propriétés 
analogues  à  celles  que  M.  de  Longcbamps  a  démontrées 
pour  Tel lipsoïde  (Journal  de  Math,  spéciales,  loc,  cit.), 

A.  On  peut  remarquer,  d'après  les  formules  inverses 
de  la  transformation,  que  si 

X        z 

— h  -  =  o, 
a       c 

t  et  0  sont  infinis.  Donc  : 

Au  point  à'  l'infini  sur  la  droite  (D)  correspond  la 
droite  de  Vinjini  du  plan  fondamental . 

De  même  pour  ^  =  o^x,y  el  z  sont  infinis.  Par  suite  : 

Les  points  à  Vinjini  de  l'hyperboloïde  à  deux 
nappes  sont  représentés  par  Vaxe  m  t. 
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On  aura  donc  les  points  à  rUifini  d*une  courbe  siluée 
sur  Thyperboloîde  ei^  cherîîhant  lès  points  d'intersec- 
tion de  sa  transformée,  avec  Taxe  (of  ;  à  chacun  de  ces 
points  correspondra  "une  brandie  hyperbolique.  Si  la 
transformée  est  tangente  à  a>^,  au  point  de  contact  cor- 
respondra une  branche  parabolique. 

2°  Quar tiques  gauches, 

1.  On  démontre,  comme  plus  haut,  qu'à  toute  co- 
nique du  plan  fondamental  correspond  une  quartique 
gauche  de  Tliyperboloïde,  située  sur  Un  cylindre  du 
deuxième  degré  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à 
la  droite  (D). 

On  obtient  ainsi  des  quartiques  cyîindiiques  qui  ont 
des  propriétés  analogues  à  celles  des  quartiques  co- 
niques. 

2.  Enfin,  les  formules  de  transformation  montrent 
en<:ore,  que  toute  quartique  gauche  de  Thyperboloïde  à 
deux  nappes  se  transforme  suivant  une  cyclique  plane; 
toutes  les  déductions  que  Ton  fera  de  ce  résultat  seront 
semblables  à  celles  que  Ton  a  faites  dans  le  cas  de  Tel- 
lipsoïde;  tous  les  calculs  sont  identiques. 

On  pourra,  de  plus^  classer  les  quartiques  gauches  de 
rhyperboloïde.  à  deux  nappes,  relativement  à  leurs 
branches  infinies,  en  cherchant  les  points  d'intersection 
de  leurs  transformées  avec  Taxe  w^  du  plan  fondamen- 
tal. Je  n'insisterai  pas  sur  tous  ces  résultats  :  il  a  suffi 
de  montrer  comment  on  peut  les  obtenir. 
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^VKiQIIIS  OBSERVATIONS  SUR  UNS  «  PRBNIBRR  LEÇON 

•  ALGÈBRE  »; 

Par    m.    Lucien    LÉVY. 


^   très  intéressante  Première  leçon  d' Algèbre  que 
^   ,      de  publier,  dans  les  JYouuelles  Annales,  M.  Fou- 
^    ^  ^ti'a  suggéré  quelques  observations  que  je  voudrais 
^VVta^ttre  à  vos  lecteurs. 

D*abord,  d'après  M.  Fouché,  la  plupart  des  mathé- 
maticiens seraient  d'accord  pour  reconnaître  que  «  la 
diilérence  essentielle  entre  TAlgèbre  et  T Arithmétique 
consiste  dans  l'introduction  des  nombres  négatifs  ».  Je 
loi  concède  que   telle  parait  être  l'opinion  du  jury 
d'Agrégation  (*).  Voici  cependant  un  excellent  Ou- 
vrage d'Arithmétique  que  vient  de  publier  M.  R.  Hum- 
Jbert;  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée 
Louis-le-Grand,  avec  Préface  approbalive  de  M.  Jules 
Taunery,  et  où  figurent  les  nombres  entiers  négatifs 
dès  la  page  29;  M.  Tannery  limite  même  le  domaine 
de  l'Algèbre  à  la  théorie  des  fonctions  entières  d'une 
ou  de  plusieurs  variables. 

De  mon  côté,  pour  me  conformer  k  Tusagc  français 
qui  veut  qu'uije  science  soit  définie  au  début  et  non 
quand  on  en  a  achevé  l'étude,  j'ai  depuis  longtemps 
adopté  la  définition  suivante  (^)  : 

«  L'Algèbre  a  pour  objet  :  1°  d'étudier  les  propriétés 

(*)  Il  semble  aussi  que  ce  soit  l'opinion  la  plus  répandue  en  Alle- 
magne :  ainsi  un  très  petit  Traité  d'Arithmétique  et  d'Algèbre  du 
D'  Kambly  (36*  édition  en  1881)  prononce  le  mot  algébrique  pour  \9. 
première  fois  en  introduisant  les  nombres  positifs  et  négatifs,  p.  26. 

{')  Je  partage  entièrement  les  idées  de  M.  Lévy  et,  depuis  1868, 

Ann,  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XII.  (Juin  1893.)  17 
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de  certains  signes  opératoires,  abstraction  faite  de  la 
sîgniGcation  des  objets  sur  lesquels  portent  les  opéra- 
tions indiquées  par  ces  signes;  a^  d'envisager  en  parti- 
culier ce  que  deviennent  ces  propriétés  dans  le  cas  où 
les  objets  d'opération  sont  des  nombres  entiers.  » 

M.  Fouchédit  fort  bien  qu'il  faudra  définir  l'égalîté; 
j'ajoute  qu'il  faudra  définir  le  signe  zéro  dans  chaque 
nouvelle  espèce  de  quantités. 

Dans  l'addition  et  la  multiplication,  M.  Fouclié  prend 
comme  définitions  les  deux  propriétés  qu'ont  ces  opé- 
rations de  permettre  l'interversion  de  l'ordre  des  deux 


je  dicte  à  mes  élèves,  au  début  du  cours  d'Algèbre,  les  lignes  sui- 
vantes : 

Définition  de  l'Algèbre, 

1.  On  a  VU|  en  Arilhmétiquei  quelle  était  l'utilité  des  signes 
comme  moyen  d'abréviation  et  quelle  était  l'utilité  des  lettres  comme 
moyen  de  généralisation.  L'emploi  des  signes  rend  évidemment  les 
mêmes  services  en  Mathématiques  que  la  sténographie  dans  l'écri- 
ture ordinaire,  et  l'emploi  des  lettres  permet  d'établir,  sans  coofu- 
sion,  les  propriétés  des  nombres  qui  sont  indépendantes  de  la  valeur 
qu'on  leur  attribue.  Ce  n'est  donc  ni  dans  l'emploi  des  signes  comme 
moyen  d'abréviation,  ni  dans  l'emploi  des  lettres  comme  moyen  de 
généralisation  que  consiste  Y  Algèbre. 

Quaod,  dans  la  solution  d'un  problème,  on  cherche  à  déterminer 
une  inconnue  qui  n'existe  peut-être  pas,  on  est  conduit  à  la  sou- 
mettre à  des  opérations  et  à  lui  appliquer  des  régies  qui  n'ont  été 
démontrées  que  pour  les  nombres  que  l'Arithmétique  considère.  On 
est  donc  amené  graduellement  à  l'idée  de  combiner  des  lettres  dé- 
pourvues de  tout  sens  au  point  de  vue  de  la  quantité,  conformément 
à  des  régies  qu'on  s'impose  et  qu'on  aurait  pu  fixer  d'une  manière 
arbitraire.  Mais,  pour  pouvoir  utiliser  les  résultats  auxquels  on 
parvient  ainsi,  dans  le  cas  où  les  lettres  seraient  la  représentation 
de  nombres,  on  fixe  les  règles  auxquelles  on  soumet  leurs  combi- 
naisons de  manière  à  satisfaire  à  cette  considération  fondamentale  : 
Que  si  ces  combinaisons  prennent  un  sens  arithmétique^,  le  résul- 
tat soit  arithmétiguement  vrai. 

I/ensemble  des  résultats  obtenus  en  combinant  ainsi  des  lettres, 
abstraction  faite  de  toute  idée  de  valeur  ou  de  quantité,  constitue 
y  Algèbre  proprement  dite.  Cit.  B. 
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objets  ou  des  dcMix   deruiers   sur   trois   objets.    11  me 
semble  préférable  de  respecter  le  choix  fait  par  ceux 
(jnl  ont  déjà  écrit  sur  ce  sujet,  Bourget,  Hoùel  (pour  ne 
parler  que  des  Français),  et  d'introduire,  au  lieu  de  la 
dernière  propriété,  la  suivante,  qui  lui  équivaut  d'ail- 
leurs : 

«-f-(6-f-c)  =  a-i-6-+-c     pour  l'addition, 
ax{b>:c)  =  axbxc    pour  la  multiplication. 

Eu  d*autres  termes,  on  apprend  à  ajouter  une  somme, 
^  multiplier  par  un  produit  et  à  multiplier  par  une 
somme,  et  tous  les  théorèmes  sur  les  opérations  n'au- 
ront pas  d'autre  but  que  d'apprendre  à  combiner  ces 
opérations  :  retrancher  une  somme,  ajouter  une  diffé- 
rence, multiplier  par  un  quotient,  etc. 

Enfin  il  est  nécessaire,  pour  définir  l'addition  algé- 
brH|ue,  ou  plutôt  la  soustraction,  de  dire  :  si 

a  -h  b^—  a  -+-  b\ 
îl  en  résulte 

b  =  b'; 

*  >  pour  définir  la  multiplication  algébrique,  ou  plutôt 
^«divîsîon:  si 

a  X  b  —  n  x  b\ 
''^'"•ésulte 

b  =  b'. 
pi 

\  ""^^dn*e  la  soustraction  algébrique  et  la  division 
^    **^^ue  n'ont  chacune  qu'une  solution. 

^^  possédons  maintenant  un  ensemble  d'opérations 
l^tîl  |gg  pourront  être  soumis  les  nombres  entiers, 
"^rr^ifes  fractionnaires  et  tous  les  objels,  nouveaux 
'^^^  »  qu'il  nous  plaira  d'introduire. 

^t/i^iilion  fies  quantités  négativ^es  ou  positives.  — 
^PS*^*|  Ij.  qaantilé  positive  le  binôme  o  -h  a  que  j'écris 
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pour  abréger  -+- «»  (juanlilé  iiégalîve  le  biiiômi*  o — a 
que  j*écrîs  —  a.  Il  est  facile  alors  de  vérifier  que 

6  -h  (-4-  a)  =  6  -H  rt, 
b  -\-  ( —  a)  =  h  —  a, 
b  —  (-h  a)  =  b  —  rt, 
6  —  (—  a)  =  6  -f-  a, 

(+  a)  X  (-I-.6)  =  H-  ab, 

et  ainsi  pour  toutes  les  règles  des  signes. 

Si  a  désigne  un  nombre,  la  quantité  positive  ou  né- 
gative est  dite  nombre  positif  oxx.  négatif,  et  TArithmé- 
tique  a  à  voir  si  Temploi  de  ce  symbole  lui  est  utile. 

Si  a  désigne  une  longueur,  la  quantité  positive  ou 
négative  est  dite  segment,  et  la  Géométrie  a  à  voir  si 
remploi  de  ce  symbole  lui  est  utile. 

P,  6*.  —  Je  m'aperçois  que  j*ai  seulement  signalé  ce 
qui  me  sépare  de  M.  Foucbé.  L'approbation  de  tout  le 
reste  en  résulte  évidemment. 


SUR   LES   FORCES    CENTRALES; 

Par  m.  E.  GARVALLO, 
Examinateur  d'admissioa  à  l'École  Polytechnique. 


1.  Quand  un  mobile  parcourt  sa  trajectoire  confor- 
mément à  la  loi  des  aires,  il  est  classique  de  démontrer 
d'abord  qu^îl  subit  de  Torigine  des  aires  une  accéléra- 
tion fonction  de  la  distance  seule.  On  calcule  ensuite, 
et  en  s'appuyant  sur  ce  premier  résultat,  la  grandeur 
de  la  vitesse  et  celle  de  Vaccélération  en  ibuction  des 
coordonnées  polaires    (r,  Ô)   du    point    mobile   et   des 
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quantités  -^  >  -^^  qui  définissent  la  forme  de  sa  trajec- 

toii*e  au  point  (r,  0).  La  méthode  consiste  a  éliminer  le 
temps  en  le  remplaçant,  dans  certaines  expressions  de 
la  vitesse  et  de  l'accélération ,  par  sa  valeur  tirée  de 
inéquation  des  aires 

dt 

Par  la  même  méthode  de  substitution,  la  Géométrie 
vectorielle  permet  de  calculer  en  outre  les  positions  de 
ces  vecteurs,  vitesse  et  accélération^  et  aussi  celles  dos 
accélérations  des  divers  ordres.  Ce  calcul  est  plus  in- 
tnitif  que  le  calcul  classique;  de  plus  le  résultat  établit 
directement  que  l'accélération  est  centrale,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  donner  de  ce  fait  une  démonstration 
spéciale. 

2.  Soient  : 

M  le  vecteur  qui  va  du  centre  fixe  O  au  point  mobile  iNI 
de  coordonnées  (r,  6); 


/^  , 


ac 


i  le   vecteur  unité  qui  est  pris  pour  origine   des  an- 
gles 0; 
i  le  symbole  imaginaire  (  *  )  ; 
e  la  base  des  logarithmes  népériens. 


(*)  Dans  la   méthode   des    équipollenccs,   cet  opéralcur   a  pour 
effet  d*imprimer  une  rotation  de  H à  tout  vecteur  qu'il  multiplie. 
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Le  vecteur  M  est  représenlé,  clans  la  méthode  vecto- 
rielle, par  la  formule  * 

(i)  M  =  rle''^. 

D'après  cela,  la  vitesse  du  poiut  M  est 


V  =         — 

dt        d^ 


dt       \d^  1  dt 


et,  en  remplaçant  -j  par  sa  valeur  -^  tirée  de  réquatioii 
des  aires, 

m 

I 

Cette  formule  s'écrit  un  peu  plus  simplement,  si  Ton 
représente  par 

-,  =/(«) 

réquatiou*de  la  trajectoire.  Il  vient  alors 

(I)  v  =  A-[-/'(0)-H//(0)]le'ti. 

L^accélération  F  se  déduit  de  V  par  la  même  inéihodi*  : 

dt  ~~  d^  dt  ""  rî  ^e  ' 
et,  en  remplaçant  —zr-  par  sa  valeur  déduile  de  (l), 

(II)  r  =  _ij/'(e)4-/(8)]ie'ii. 

On  calculerait  de  même  les  accélérations  des  divers 

""^^'^^dt'-di^'"" 

Des  formules  (1)  et  (II)  on  déduit  les  conséquences 
connues  : 

i"^  La  formule  (I)  mon  Ire  que  la  vitesse  a  pour  coui- 
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posantes  — f^J^(^)  suivant  OM,  et  -H  A/(8)  suivant  la 
perpendiculaire  à  0\1.  I<a  grandeur  de  la  vitesse  est 
donc 

a^  La  formule  (II)  montre  que  Taccélération  est  di- 
rigée suivant  OM.  L* accélération  est  centrale.  La  gran- 
deur de  cette  accélération,  comptée  positivement  de  O 
vers  M,  est 

T  =  -^[/'(e)-4-/(0)]. 

Voilà,  parmi  tant  d'aulres,  un  exemple  où  la  méthode 
du  calcul  géométrique  peut  rendre  service  k  renseigne- 
ment. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÊGOLB  POLYTBGHIVIOIIB  t\  1893. 


Composition  de  Mathématiques. 

I.  Etant  donnés  un  plan  et  deux  sphères  S,  S\  de  rayons  R 
elR',  ayant  leurs  centres  dans  ce  plan,  on  considère  une  sphère 
variable,  £,  tangente  aux  deux  premières  et  au  plan.  —  On 
demande  : 

i""  Le  lieu  géométrique  du  point  de  contact  de  la  sphère  £ 
avec  le  plan  donné; 

iS*  Le  lieu  géométrique  du  centre  de  la  sphère  Z. 

IL  On  donne  deux  sphères  de  centres  G,  G',  et  un  cône  de 
révolution  de  sommet  O,  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au 
plan  COG';  le  triangle  GOG'  est  rectangle  en  0.  —  On  demande: 
1**  de  former  les  équations  du  lieu  des  centres  des  sphères  tan- 
gentes au  cône  et  aux  deux  sphères  données;  2°  de  discuter  la 
nature  de  ce  lieu  dans  le  cas  011  le  triangle  rectangle  GOG' 
devient  isoscèle,  où  les  sphères  données  sont  égales,  et  où,  de 
plus,  la  sphère  variable  touche  les  sphères  données  toutes  deux 
«•xtéricuremenl,  ou  tonte?  deux  inlérieurrment. 
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Épure, 

On  donne  un  cube  de  16*^"  de  côté  :  sa  face  postérieure  est 
dans  le  plan  vertical;  Taréte  inférieure  de  cette  face  est  sur 
une  ligne  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  feuille,  à  2i°'",5  du 
bord  inférieur,  et  l'extrémité  droite  de  cette  arête  est  à  îà"", 5 
du  bord  droit  de  la  feuille.  Une  sphère  est  inscrite  dans  ce 
cube. 

Un  cône  de  révolution,  tangent  à  la  face  inférieure  du  cube, 
a  son  sommet  au  centre  de  cette  face,  et  son  axe  passe  par  le 
sommet  antérieur  de  gauche  de  la  face  supérieure  du  cube. 

On  demande  de  représenter  :  i"  le  solide  commun  au  cône 
et  à  la  sphère,  en  trait  noir  plein  pour  les  parties  vues,  et  en 
points  noirs  ronds  pour  les  parties  cachées  :  on  indiquera  en 
traits  rouges  la  construction  d*un  point  quelconque  de  l'inter- 
section et  des  points  remarquables,  ainsi  que  celle  des  tan- 
gentes en  ces  points;  2^  la  projection  en  trait  noir  plein  de  la 
courbe  d'intersection  du  cône  et  de  la  sphère  sur  un  plan 
vertical  parallèle  à  l'axe  du  cône  et  situé  à  i2'"",5  du  centre 
de  la  sphère. 

Calcul  trigonom étriqué. 

On  donne  dans  un  triangle  deux  côtés  et  l'angle  compris, 
savoir  : 

a  =  52725",89,         b  =  45586",54,        G  =  55M3'27',63. 
Calculer  le  côté  c,  les  deux  angles  A.  et  6,  et  la  surface. 

Composition  de  Physique  et  Chimie, 

Physique,  —  i*  Exposer  la  méthode  générale  des  mélanges 
qui  sert  à  mesurer  la  chaleur  de  fusion  d'un  corps  qui  est 
liquide  à  la  température  ordinaire.  2**  Application  de  cette 
méthode  à  la  mesure  de  la  chaleur  de  fusion  et  de  la  chaleur 
spécifique  de  la  glace. 

Chimie,  —  Décrire  la  méthode  de  préparation  de  l'hydro- 
gène à  l'aide  du  flacon  à  deux  tubulures.  Indiquer  les  corps 
mentionnés  au    programme  qui  se   préparent   avec   le   même 
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appareil,  en  ne  donnant  pour  tous  ces  corps  (y  compris  Thy- 
<irogène)  que  les  formules  de  préparations. 

Composition  française, 

L'indépendance  absolue  est  une  chimère  :  fût-elle  réalisable, 
t^h  serait  funeste  :  mais  Pesprit  d'indépendance  est  bon. 
Développer  ces  trois  points. 

Composition  de  Langues  vivantes. 

^rsque  la  nouvelle  du  retour  de  Colomb^  après  la  décou- 
verte de  l'Amérique,  arriva  en  Espagne,  Fattente  fut  univer- 
Mlle.  Les  RoiSf  comme  on  appelait  Ferdinand  et  Isabelle,  lui 
nrent  dire  de  venir  les  trouver  à  Barcelone. 

Son  voyage  jusqu'à  Barcelone  fut  une  fête  continuelle  :  toute 
la  ville  sortit  à  sa  rencontre.  Son  cortège  était  celui  d'un  triom- 
phateur antique  :  on  portait  devant  lui  les  présents  des  chefs 
saovages,  l'or  natif  trouvé  dans  les  rivières,  et  les  produits 
divers  ^Q  TAmérique  :  six  indiens  des  lies  marchaient  au  milieu 
des  Espagnols. 
^^»omb  était  à  cheval  entouré  de  l'élite  de  la    noblesse 

^  -fiois  se  levèrent  au  moment  où  il  s'agenouilla  en  les 
^w    ^^t\i,  et  le  firent  asseoir  à  côté  d'eux,  pour  lui  entendre 
t^t-KiTitçi.  ce  voyage  dont  les  résultats  étaient  si  grands. 

TeHut  ce  jour  glorieux,  attristé  pour  nous  par  la  pensée  de 
toot  ce  qu'eut  depuis  à  souffrir  celui  qu'on  honorait  tant  alors, 
et  qui  fut  yn  des  plus  malheureux  parmi  les  grands  hommes, 
comme  il  fut  un  de  ceux  qui  eurent  le  cœur  le  plus  noble  et 
ic  plus  généreux. 
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ÉTUDE  DE  STATIQUE  PHYSIQUE. 
CUCIIL  DES  ACTIONS  MUTUELLES  DES  SOLIDES  EN  CONTACT; 

Par    m.    Louis    BOSSUT, 

Capitaine  du  Génie. 


1.  Hypothèses,  —  Nous  admettrons  dans  la  suitcî 
que,  lorsqu'une  barre  élastique  de  longueur  L,  de  sec- 
tion transversale  (o  et  de  module  d'élasticité  E  s'allonge 
dune  quantité  X  sous  Taction  d'une  forcey  dirigée  sui- 
vant son  axe  longitudinal,  on  a  la  relation 


(  Mo  ) 

ou 

en  posant 

£(» 
(3)  ,x=-^. 

La  forme  (2)  inoutre  que  le  déplacement  X  de  Textré- 
mité  libre  de  la  barre  est  représenté  parle  même  nombre 
que  la  vitesse  "k  que  prendrait,  sous  Taction  d'une  per- 
cussion y,  un  point  matériel  de  masse  u.  Cette  analogie 
nous  permet  de  substituer  à  Tétude  d^un  allongement 
celle  de  la  vitesse  d*uu  point  matériel;  c'est  de  cette 
remarque  que  découle  la  simplicité  de  la  méthode. 

2.  Des  barres  élastiques  situées  dans  un  même  plan 
forment  un  faisceau  au  sommet  S  duquel  est  appliquée 
une  force  F.  Les  extrémités  distinctes  des  barres  sont 
reliées  à  charnière  à  des  corps  fixes  et  Von  demande 
comment  la  force  F  se  répartit  le  long  des  différentes 
barres  dont  on  connaît  d'ailleurs  les  masses  fictives 

qui  varient  d'une  barre  à  l'autre. 

Supposons  le  problème  résolu  et  appel ons/i,^^?  •  •  -^ 
f  ..,^ffi  les  composantes  cherchées.  Sous  l'action  de 
Tune  quelconque  d'entre  elles/}  par  exemple,  le  som- 
met S  se  déplace  suivant  SA/,  d'une  quantité  \i  don- 
née par  la  relation 

(4)    ^  fi=\^àh 

et  le  déplacement  réel  du  sommet  S  est  la  résultante  de 
tous  les  déplacements  analogues. 


(  M.  ) 

Prenons,  sur  chacune  des  directions  ém  an  an  l  de  S  et 
à  une  distance  quelconque  de  ce  point,  un  point  M  et 
supposons  tous  ces  points  entraînés  simultanément  le 
long  des  barres  sur  lesquelles  ils  se  trouvent,  de  telle 
sorte  que  le  point  M  se  déplace  de  X,  le  point  M/ 
de )./,  ....  Si  nous  atrectons  chacun  de  ces  points  de  la 
masse  [jl  ailérente  a  la  barre  correspondante,  nous 
voyons  qu*à  Tétude  des  déplacements  composants  du 
sommet  S,  nous  pourrons  substituer  celle  des  déplace- 
ments des  points  M  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle 
des  vitesses  initiales  qui  leur  seraient  communiquées 
dans  la  direction  des  barres  sous  l'action  de  la  percus- 
sion F.  Connaissant  X/,  la  composante  correspondante 
sera  donnée  par  la  relation  (4)* 

Lorsque  les  points  M  occupent  àvs  positions  quel  con- 
ques sur  les  barres,  Tctude  de  leur  mouvement  initial 
est  assez  compliquée,  car  ils  forment  une  figure  défor- 
mable.  Il  en  serait  tout  autrement  si  les  distances  de 
ces  points  deux  a  deux  restaient  invariables,  car  leur 
ensemble  se  déplacerait  tout  d'un  bloc,  à  la  façon  d'un 
solide  invariable;  il  semble  donc  tout  naturel,  puis- 
qu'on dispose  des  distances  des  points  au  sommet  S  de 
chercher  s'il  existe  un  ensemble  de  points  M/  formant 
une  figure  indéformable  qui,  soumise  à  l'action  de  la 
percussion  F,  acquerrait  en  chacun  de  ses  points  une 
vitesse  dirigée  suivant  une  direction  connue  SA/. 

Supposons  le  problème  résolu  et  prenons  pour  axes 
de  coordonnées  deux  droites  rectangulaires  dont  Tune 
S 2  se  confonde  avec  la  ligne  d'action  de  la  force  F. 

Puisque  l'ensemble  des  points  M  forme  une  figure 
invariable,  son  mouvement  initial  est  une  rotation 
instantanée  autour  d'un  certain  centre  O;  en  outre, 
comme  les  vitesses  doivent  être  dirigées  suivant  les 
rayons  SA,  les  points  M  se  confondent  forcément  avec 
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les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  O  sur  ces 
rayons  SA.  Tout  revient  donc  a  déterminer  le  point  O, 
ce  à  quoi  Ton  arrive  bien  simplement. 

Fîg.  I. 


On  sait,  eu  effet,  que  le  centre  instantané  se  trouve 
sur  la  perpendiculaire  OP  abaissée  du  centre  de  gra- 
vité G  de  l'ensemble  des  points  M,  sur  la  direction  de 
la  force  F  et  à  une  distance  OG  de  ce  point  telle  qu'on 
ait  la  relation 


(5) 


OGxGP  =  ^, 


en  appelant  ^  le  carré  du  rayon  de  gyration  de  l'en- 
semble des  points  par  rapport  à  un  axe  perpendiculaire 
au  tableau  et  passant  par  le  centre  de  gravité.  Donc,  si 
Ton  appelle  a,  y  les  coordonnées  du  centre  cherché 
et  0  l'angle  que  fait,  avec  Sx,  Tune  quelconque  des  di- 
rections données  et  si  Ion  exprime  analytiquement  : 

1^  Que  le  centre  de  gravité  des  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  O  sur  les  directions  SA  a  même 
ordonnée  que  ce  point  O^ 

2^  Que  la  relation  (5)  est  satisfaite. 


(  M3  ) 

On  tix>uvc  qu*il  y  ^  une  infinité  de  centres  O  satisfai- 
sant à    la  question,   lesquels  sont   tous  alignés   sur   la 

droite 

->                                   Y       SusinôcosO 
(  6j  1  —  -- 1- -—  . 

Si  1*011  appelle  ^  la  distance  OM  et  0  la  longueur  OP, 
on  a,  en  général, 

i^*^  considération  d'un  autre  centre  O'  situé  sur  la 
droite  (6)  aurait  conduit  à  la  même  valeur  de  / k  cause 
de'  l^omologie  des  deux  figures  correspondantes. 

^*  Conséquences  des  formules  précédentes.  —  La 
%ç\iAe  inspection  des  équations  (6)  <*l  (7)  conduit  aux 
résuhats  suivants  : 

(a).  Si  Ton  prolonge  indéfiniment  la  ligne  des  cen- 
tres instantanés,  elle  partage  le  plan  en  deux  régions 
telles  que  les  barres  situées  dans  Tune  travaillent  à 
lexlension,  tandis  que  celles  qui  sont  situées  dans 
laulre  sont  comprimées. 

{h).  Lorsque  le  numérateur  de  (6)  est  nul,  la  ligne 
des  centres  instantanés  est  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion de  la  force;  par  suite,  la  distance  du  point  S  au 
point  instantané  est  constante,  et  le  déplacement  de  ce 
sommet  est  un  arc  de  cercle  décrit  autour  du  centre  in- 
stantané. 

(c).  Lorsque  les  propriétés  élastiques  des  différentes 
barres  sont  les  mêmes,  les  relations  de  position  des 
barres  entre  elles  et  avec  la  ligne  d'action  de  la  force 
interviennent  seules  pour  modifier  les  valeurs  des  com- 
posantes dont  l'expression  générale  peut  s'écrire 

2  sin6  CCS 6  sin82cos'0  —  cosO  XsinO  cosO 


(8)     /=F 


2  cos^O        2  sin*8  co?«6~(2  siiift  cosO;^ 
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OU 

^^\  •'"      2ï«"  Zx^z^  —  {lxzy' 

en  appelant  x  et  z  les  coordonnées  Hes  points  qui  se 
trouvent  sur  chacune  des  directions  SA  à  une  distance 
de  S  égale  à  l'unité. 

Les  actions  qui  s'exercent  suivant  deux  directions 
symétriques  par  rapport  à  la  ligne  des  centres  instanta- 
nés sont  égales,  et  elles  sont  proportionnelles  au  cosi- 
nus de  Tangle  de  la  barre  considérée  avec  la  même 
ligne. 

4.  Traiismvision  des  pressions  dans  les  solides  iso- 
tropes. —  Un  solide  isotrope  est  celui  dont  les  pro- 
priétés élastiques  sont  les  mêmes  dans  n'importe  quelle 
direction  autour  de  ses  différents  points;  on  peut  donc 
le  regarder  comme  formé  d*une  inlinité  de  barres  de 
même  module  de  résistance,  tjL=  i,  émanant  du  point 
d^application  de  la  force  dont  on  étudie  Faction.  On 
suppose  le  corps  limité  par  une  surface  plane  et  indé- 
fini d'un  côté  de  cette  surface. 

Premier  cas.  —  La  force  donnée  P  est  normale  à  la 
surface  du  corps. 

Par  raison  de  symétrie,  la  résultante  de  toutes  les  ac- 
tions qui  s'exercent  le  long  des  barres  situées  dans  un 
même  plan  vertical  passant  par  F  est  constante;  appe- 
lons-la p  et  appliquons  les  formules  précédentes  k  l'un 
quelconque  des  faisceaux  verticaux  plans.  Le  centre 
instantané  se  trouve  sur  une  droite  perpendiculaire 
à  P  et  la  pression  qui  s'exerce  le  long  d'une  des  barres 
sur  Tunilé  de  surface  d'un  élément  p'f/'^  normal  à  la 
barre  et  situé  a  l'unité  de  distance  de  A,  a  pour  exprès- 


S'OJI 


(10) 


/. 
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__  ip  cosa 


^^^r  calculer  p,  on  remarque  que  la  projection  sur 


Fig.  a. 


la  verticale  de  toutes  les  forces y„  est  égaie  à  /?,  et  Ton 
obtient  ainsi 


(u) 


P  = 


3P 

4 


*''ïfia  de  fn  on    lire   la   valeur  de  la   pression   qui 
s  exerce  par  unité  de  surface  sur  un  élément  m/i,  paral- 
iele  a  1^  surface-limite  et  situé  à  la  distance  R  du  point 
application  de  la  force,  par  la  relation  simple 


(n) 


cosa 


/-/«-pjî 


H  *  ^©coule  de  la  considération  de  la  figure  ci-contre, 
°*    laquelle  on  a  w/i  =  i   et  AiM=R.  En  associant 

^  ^/ï  (i  i)  et  (12),  on  trouve  donc 


(i3) 


^_  3P  cos*a 


'    ^  appelant  rrla  profondeur  de  rélémenl  considéré 
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au-dessous  dejy, 

C'est  la  formule  donnée  par  M.  Boussinesq  (*). 

Deuxième  cas  :  La  force  ilotinée  Q  agit  tnngen- 
tiellement  à  la  surface  limite. 

On  ramène  ce  cas  au  précédent  :  pour  cela  prenons 
comme  plan  du  tableau  un  plan  vertical  passant  par  Q 
et  menons  par  A,  point  d'application  de  Q,  un  plan 
perpendiculaire  à  cette  force.  Supposons  prolongées  au 
delà  du  point  A  en  AB'  . . .  les  barres  situées  à  gauche  de 
ce  plan  :  à  une  action  suivant  AB  correspondrait,  dans  le 
faisceau  AB',  une  action  égale  et  contraire;  par  suite, 
on  peut  obtenir  les  valeurs  absolues  des  actions  cher- 
chées, en  substituant  au  solide  idéal  primitif  un  solide 
limité  par  le  plan  X'Y'  et  auquel  Q  est  perpendicu- 
laire. 

Donc,  en  appelant  ^  Tanglede  la  direction  considé- 
rée avec  Q  et  a  Tangle  de  cette  même  direction  avec 
la  trace  or^,  on  aura  pour  valeur  de  l'action  par  unité 
de  surface  d*un  élément  parallèle  à  xy 

30 
(i5)  /'=  ^^^cosacos?. 

Troisième  cas  :  La  force  donnée  a  une  direction 
quelconque  par  rapport  à  la  su/face  limite. 

Ce  cas  résulte  des  deux  précédents,  puisqu'on  peut 
décomposer  la  force  en  deux  autres.  Tune  normale  et 


(')  Boussinesq,  Application  des  potentiels  à  l'étude  de  l'équi- 
ibre  et   du  mouvement  des  solides  élastiques.  Gaulhîer-ViUars; 

i885. 


tjoi^    o  langentielle,  el  appliquer  la  loi  de  la  superposi- 
jfVK   ^^s  effets  des  petites  forces;   on  trouve  ainsi,  en 
v^^^nl  V  Taiigle  que  fait  la  ligne  d'action  de  la  force 
QK^unée  avec  la  direction  que  l'on  considère, 

(16)  F  =  ^,--  -*.  cosV. 

Donc,  en  général  : 

Toute  action  extérieure  exercée  en  un  point  de  la 
surface  d'un  solide  isotrope  se  transmet  à  lUntérieur, 
sur  les  couches  parallèles  à  la  surface  limite,  sous  la 
forme  de  pressions  dirigées  exactement  à  l'opposé  de 
ce  point  el  qui  égalent,  pour  l'unité  d'aire,  le  produit 

du  coefficient' — par  la   composante  PcosV  suiv^ant 

leur  propre  sens  de  la  force  extérieure  donnée  par 
V inverse  du  carré  de  la  distance  R  au  point  d'appli- 
cation et  par  le  rapport  de  la  profondeur  z  de  la 
couche  à  cette  même  rf/5/a/ice(BoussiNESQ,  loc.  cit.). 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  8iir  ces  remarqua- 
bles formules,  notre  but  étant  uniquement  de  montrer 
qu  on  peut  les  obtenir  par  des  considérations  presque 
élémentaires,  dont  Tun  des  plus  grands  avantages  con- 
siste à  faire  voir  pourquoi  et  comment  s'introduisent 
les  différents  facteurs,  ce  que  ne  peut  donner  le  calcul 
seul. 

5.  Décomposition  d'une  force  suivant  les  barres 
d'une  gerbe,  — Ce  problème  se  résout  en  déterminant 
les  valeurs  des  composantes  qui  agiraient  le  long  des 
barres  des  faisceaux  plans  obtenus  en  projetant  sur  trois 
plans  coordonnés  les  barres  de  la  gerbe  et  la  force  qui 
agit  en  son  sommet. 
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6.  Une  figure  plane  de  forme  f/iietconf/ue,  mais  in— 
i^ariahle,  est  soumise  à  Inaction  d'une  force  donnée  P 
située  dans  son  plan;  elle  repose  sur  les  sommets  S|, 
So,  .  . . ,  S/i  de  n  faisceaux  de  barres  élastiques  toutes 
situées  dans  le  plan  de  la  figure  et  articulées  à  char- 
nière ai'ec  des  corps  fixes,  et  l'on  demande  les  ac- 
tions qui  s'exercent  suivant  les  différentes  barres. 

Des  considérations  analogues  à  celles  du  n^  2  mon- 
trent qu'il  existe,  dans  le  plan,  une  figure  invariable  de 
forme  et  une  seule,  composée  de  points  matériels  affec- 
tés de  masses  convenables,  et  telle  que  chacun  de  ses 
points  prendrait,  sous  Taction  d'une  percussion  P  appli- 
quée à  leur  ensemble,  une  vitesse  dirigée  suivant  la 
barre  correspondante  et  égale  au  déplacement  compo- 
sant du  sommet  situé  sur  cette  barre.  Le  centre  instan- 
tané O  se  trouve  à  l'intersection  des  deux  droites 

(  Y^fJLArcos^O  — aSjxArsinôcosô—  S{jlA:*cos*9  =  o, 
/  Y^fx    cos*ô— aSfjL    sin6  cos6  —  S jxA-  cos*6  =  o. 

Si  Ton  appelle /7  la  distance  du  centre  instantané  O  à 
une  barre  et  OIL^P  le  couple  de  rotation  ;  la  composante 
suivant  cette  barre  a  pour  valeur 

La  pression  qui  supporte  Tun  des  sommets  est  la 
résultante  des  actions  /'qui  s^exercenl  le  long  des  barres 
aboutissant  à  ce  sommet. 

Si,  au  lieu  de  se  trouver  dans  un  plan,  les  barres  for- 
ment des  gerbes  dans  l'espace,  on  traitera  la  même 
question  au  moyen  de  projections  faites  sur  trois  plans 
coordonnés. 
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.    •   Elude   d*un  cas  particulier   très  important .  — 

>     Numéro  précédent  résout  dans  toute  sa  généralité 

.^^oblètne  qui  consiste  à   déterminer  les  pressions 

Qy  ^n  solide  invariable  exerce  sur  ses  points  d'appui, 

fiati  ^  ceux-ci  appartiennent  à  des  solides  élastiques 

^  **^ls  quelconques. 

J^^  Von  veut  dégager  de  la  loi  générale  de  répartition 
^\n&i  obtenue  celle  qui    ne  dépend   que  des  positions 
relatives  des  points  d*appui  et  des  forces,  il  n^j  a  qu'à 
supposer  que  les  propriétés  élastiques  des  corps  aux- 
quels appartiennent  ces  points  sont  les    mêmes  pour 
<^nacun  d'eux  et  quelle  que  soit  la  direction  considérée. 
£n  traitant  sur  ces   nouvelles  bases  le  problème  du 
uuméro  précédent,  on  arrive  à  ce  résultat  remarquable, 
a  savoir  que  : 

Lorsque  un  solide  invariable  repose  sur  un  ensemble 

^G  corps  solides  isotropes,  les  pressions  çuUl  exerce  sur 
^^s  points  d 'appui  sont  égales  aux  quantités  de  mouise- 
^ent  €fue  prendraient,  à  partir  du  repos  et  sous  Vac^ 

ion  d^ujie  percussion  égale  à  la  force  donnée,  des 
P^irits    matériels  de  masses  égales  formant  un  solide 

^^^irzhle  et  se  confondant  à  V origine  du  mouvement 

^^  ^^s  points  d'appui. 

^^oncé  précédent  est  encore  vrai,  lorsque  les  appuis 
rP^r tiennent  à  des  solides  isotropes  de  nalure  difle- 
^^*^'>    pourvu  qu'on  affecte  de  niasses  convenables  les 
^     ^t-s  matériels. 

^^ci  posé,  on  peut  trouver  facilement  l'expression 

^^  Composantes  des  pressions  qui  s'exercent  sur  chacun 

^^^s  appuis;  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  étudier,  suivant  la 

^élUode  connue,  le  mouvement  initial  de  l'ensemble 

ies  points. 

On  les  rapporte  à  trois  axes  de  coordonnées  se  con- 
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fondant  avec  leurs  axes  principaux  d'înerlie<,  et  Von 
étudie  successivement  Tinfluence  de  la  percussion  de 
translation  et  du  couplo  de  percussion  qu'on  peut  sub- 
stituer à  la  force  donnée. 

En  désignant  par  SX,  2t)Y,  SZ  les  composantes  du 
système  de  forces  donné,  L,  M,  iX  les  couples  compo- 
sants,  enfin  A,  B,  C  les  moments  principaux  d'inertie, 
on  trouve,  pour  valeurs  des  composantes  en  un  point 

^  n  A  C 


( 


ou 


2Z  M  L 


SX  N  M 


^  SY  L  N 


£Z  M  M 

Six 


Ç  =  t^^-|^^B  -^I^yg- 


suivant  que  tous  les  appuis  appartiennent  à  des  corps 
de  même  nature  ou  h  des  corps  qu*on  doit  caractériser 
par  la  masse  Active  u.  en  vue  de  faire  intervenir  leurs 
propriétés  élastiques. 

On  sait  que  le  travail  produit  par  une  force  T  agis- 
sant sur  un  corps   élastique  a  pour  expression  —  T-; 

si  l'on  calcule  la  somme  des  travaux  des  pressions  sur  les 
points  d'appui,  on  trouve,  dans  le  cas,  par  exemple,  où 
jji  rz^  1  pour  tous  les  points  , 

V'     I    MM       2:B»        I  /L»        M»        iN*\ 

{•II)  >     T^^r^ 1-_    (  -U   -^    -4-    -       ). 

^   2  U  9.  /l  2   \  A  B  C  / 


(  ^^'  ) 

^ette  expression  satisfait  au  principe  du  travail  mi- 
'^"^Una,  principe  qui  s'énonce  ainsi  : 

yuand  un  système  élastique  quelconque  se  met  en 

^9^^uihre  sous  l  ^action  de  forces  extérieures,  le  trai^ail 

f^^loppé  dans  V extension   ou    la   compression   des 

'^^  Ou  des  points  d'appui  y  par  suite  des  déplacements 

'^    ^ ifs  des  points  du  système;  ou,  en  d'autres  termes, 

le  ^^^awfliV  développé  par  des  forces  intérieures  est  un 

ftÀnxnuun. 


L'expression  (sr^AfaMMlre  encore  ce  théorème  im- 
portant : 

Le  travail  total  produit  pendant  la  déformation 
est  le  même  pour  tous  les  systèmes  d'appui  ayant  mêmes 
axes  principaux  d'inertie  et  mêmes  moments  princi- 
paux d' inertie . 

8.  Pressions  sur  des  surfaces  d'appui.  —  Si,  au  lieu 
d'être  isolés,  les  points  d'appui  forment  des  surfaces 
coDiinues,  la  question  se  traite  aussi  simplement  et  les 
formules  obtenues  sont  complètement  analogues  à  (19) 
et  (20).  Elles  montrent  immédiatement,  et  entre  autres 
choses,  que,  lorsque  tous  les  corps  ont  même  constante 
disotropie  qu'on  peut  prendre  égale  à  l'unité  : 

1^  Si  le  système  de  forces  donné  se  réduit  à  une  force 
unique,  passant  par  le  centre  de  gravité  de  toutes  les 
surfaces,  les  pressions  résultantes  sur  chacune  d'elles 
sont  proportionnelles  à  leur  aiie  et  passent  par  les 
centres  de  gravité  de  celles-ci; 

2^  Si,  le  système  de  forces  étant  quelconque,  la  sur- 
face d'appui  considérée  a  même  centre  de  gravité  et 
Oiêmes  axes  principaux  d'inertie  que  l'ensemble  des 
surfaces,  la  résultante  de  translation  des  pressions 
^u  e/Je  supporte  est  proportionnelle  à  son  aire;  quant 
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aux  couples  résulianls,  ils  ont  pour  expressions,  eu 
appelant  A',  B\  G  les  moments  principaux  d'inertie  de 
la  surface  considérée, 

(22)  L'  =  L~,         M'  =  M^,         N'=N^'. 

A.  D  Là 

9.  Discussion  des  formules  en  Ç,  "O,  s  {^^)  ^^  (^0* 
—  Nous  n'exposerons  pas  celte  question  que  le  lecteur 
traitera  lui-même;  nous  voulons  seulement  faire  re- 
marquer qu'on  arrive  facilement  au  but  en  substituant 
une  discussion   géométrique   à  celle    des  formules  en 

Ou  remarque,  eu  efiet,  que,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
n^  7,  la  pressiou  en  un  point  est  la  résultante  d'une 
composante  de  translation,  la  même  en  tous  les  points 
par  unité  de  masse,  et  d'une  autre  force,  composante 
de  rotation,  tendant  à  faire  tourner  le  point  autour 
d'un  axe  instantané  conjugué,  dans  l'ellipsoïde  central 
des  n  points,  du  plan  du  couple  de  percussion,  celle 
force  étant  proportionnelle  à  la  distance  du  point  à 
l'axe  et  à  la  masse. 

Ceci  posé,  on  voit  immédiatement  que  : 
i^  Les  lignes  d'action  des  pressions  agissant  sur  des 
points  sit.ués  sur  une  circonférence  perpendiculaire  à 
Taxe  instantané  appartiennent  à  un  hyperboloïde  à  une 
nappe  qui  est  de  révolution  lorsque  cet  axe  se  confond 
avec  la  résultante  de  translation  du  système  de  forces 
donné  ; 

2°  La  condition  nécessaire  pour  que  la  pression 
exercée  sur  certains  points  soit  nulle  est  que  l'axe  in- 
slautanéet  la  résultante  de  translation  soient  rectangu- 
laires; alors  les  points  se  trouvent  alignés  sur  une 
droite  parallèle  à  Taxe  instantané  et  située  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  résultante  de  translation  et  à  une 


>. 
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Question  1637. 

Une  droite  quelconque  rencontre  un  limaçon  de  Pcucal, 
dont  le  point  de  rebroussement  est  O,  en  quatre  points  A, 
B,  C,  D. 

I**  Quelle  que  soit  la  droite,  on  a  la  relation 

O  A  -h  OB  H-  OC  -h  OD  =  const. 

a**  Si  cette  droite  est  de  plus  tangente  à  un  cercle  fixe  G 
ayant  son  centre  en  O^  on  a  aussi 

OA.OB.OC.OD  =  consl. 

3"*  Cette  tangente  au  cercle  C  rencontre  le  cercle  base  de 
la  conchoïde-limaçon  en  deux  points  P  et  Q, 
On  a  la  relation 


OA.OB.OC.OD  =  OP.OQ  . 

(E.-N.  Babisibn.) 

SOLUTION 

Par  M.  J.  Lkmairb. 

Prenons  pour  origine  le  point  double  du  limaçon  et  pour 
axe  polaire  son  axe  de  symétrie,  et  soient 

p  =  a  -4-  6  coso* 

réquation  du  limaçon,  et 

(I»>  P=co,(iI-a) 

celle  d'une  droite  quelconque. 
De  ces  équations  on  tire 

p  —  a 

COSU»  =   1--J , 

o 

—  p'cosa-+-ap  cosa-4- 6p 

sin  ti>  =  — = ji- • 

opsina 

Écrivant  que  la  .^omme  des  carrés  de  ces  expressions  égale  i, 

6* 
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nous  avons,  après  calculs, 


2abp  cos  a  p  -+-  b^p^  =  o  ; 
**  P'  P'y  p'"y  P""  sont  les  racines  de  celle  équalion,  nous  avons 

p'-rp'-f-p'"-+-p»'^  2a  ^consï.  c.  Q   f.  d. 

De  plus 

p'p'p'^p'-r^ôV', 

si  la  droite  (D)  est  tangente   à   un   cercle  fixe   de  centre  O, 
p  est  constant;  d'où  la  seconde  partie  du  théorème. 
Le  cercle  base  de  la  conchoïde-li maçon  étant 

p  =  b  COSb), 

nous  aurons  l'équation  au\  rayons  vecteurs  des  points  com- 
muns à  ce  cercle  et  à  la  droite  D  en  faisant  a  =  o  dans  (i); 
on  a  ainsi 

p*—  b{ipcosa  4-  b  sin*a)  p'-f-  b^p^  —  o. 

Par  suite 

Ôp!  Ôq'  =  b^p^ 

=  OA.OB.OC.OD,  C.Q.F.D. 

Remarque.  —  On  sait  qu'un  limaçon  de  Pascal  est  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  conique  ayant 
son  axe  pour  axe  focal  et  son  point  double  pour  foyer;  on 
aurait  pu  déduire  facilement  les  propriétés  du  limaçon  que 
nous  venons  d'établir  des  propriétés  des  coniques. 

Question  1638. 

On  considère  un  cercle  fixe  C  et  un  faisceau  de  car- 
dioïdes  ayant  toutes  même  axe  de  symétrie  et  même  point 
de  rebroussement  O.  La  somme  des  inverses  des  rayons 
vecteurs  joignant  le  point  O  au  point  d* intersection  du 
cercle  avec  une  des  cardioïdes  est  constante. 

^E.-N.  Barisibn.) 
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SOLUTION 
Par  M.  J.  Lbmaihe. 

Prenons  pour  origine  le  point  de  rebroussement,  el  pour 
axe  polaire  Taxe  de  symétrie,  communs  au\  cardioïdes  du 
faisceau;  soit 

p  —  a(i  -î-  cosb)) 

réquation  de  Tune  de  ces  courbes.  Soit 

p'  —  (m  cosw  -f-  n  sinu))  p  -^ jo  =  o 

réquation  du  cercle  C.  Éliminant  u)  entre  ces  équations,  nous 
obtenons 

[(a  —  /n)*-t-  /i*Jp*-hî[(a  —  m)am  —  an*J  p» 

[ a' m> -t-  %pa (a  —  m )]  p* -r  2 a' mp p  -1- />* a*  =  o. 


Les  racines  de  cette  équation  sont  les  rayons  vecteurs  des 
points  communs  à  la  cardioïde  et  au  cercle  situés  à  distance 
finie  (les  autres  points  communs  sont  les  points  cycliques  du 
plan,  points  doubles  de  la  cardioïde). 

La  somme  des  inverses  des  racines  de  Téquation  (i)  est 

1  a*  mp                   7.  m 
-—f-     ou 

Elle  est  indépendante  de  a,  d'où  le  théorème. 

Remarque.  —  Une  cardioïde  étant  la  transformée  par  in- 
version d'une  parabole  dont  le  foyer  est  le  point  de  rebrousse- 
ment de  la  cardioïde,  la  proposition  ci-dessus  peut  se  déduire 
de  la  suivante,  dont  la  démonstration  directe  n'offre  d'ailleurs 
pas  de  difficulté. 

Soient  un  cercle  fixe  et  un  faisceau  de  paraboles  ayant  même 

foyer   et  même  axe;  si  A,  B,  C,  D  sont  les  points  communs  à 

ces  courbes,  et  F  le  foyer  de  la  parabole,  on  a,  quelle  que  soit 

la  parabole, 

FA  -h  FB  -+-  FC  -h  FD  =  const. 

Question  1639. 

On  considère  une  cardioïde  et  un  point  fixe  P  dans  son 
n/csn.    Un  cercle  quelconque  ayant  son  centre  en  P  ren- 
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contre  ta  cardioïde  en  huit  points,  La  somme  des  lon- 
gueurs des  rayons  vecteurs  joignant  ces  huit  points  au 
point  de  rebroussement  de  la  cardioïde  est  constante. 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  J.  Lbmairb. 

La  cardioïde  admet  les  points  cycliques  du  plan  pour  points 
doubles;  elle  a  avec  un  cercle  quelconque  deux  points  com- 
muns en  chacun  de  ces  points.  La  somme  des  distances  de  ces 
quatre  points  à  l'origine  est  nulle,  à  cause  de  la  définition  des 
points  cycliques. 

Les  rayons  vecteurs  des  quatre  points  communs,  situés  à 
distance  fînie,  sont  les  racines  de  l'équation  (i)  (voir  solution 
de  la  question  1638).  Leur  somme  est 

2f(a  —  m)  am  —  an*] 
(a  —  /n)*-H/i* 

expression  indépendante  de/7. 

Si  le  rayon  du  cercle  varie,  son  centre  restant  fixe,  m,  et  n 
conservent  une  valeur  constante.  Il  en  est  par  suite  de  même 
de  l'expression  ci-dessus;  d'où  le  théorème. 

Remarque.  —  De  cette  propriété,  on  déduit  la  suivante  : 
Si  un  cercle  passant  par  deux  points  fixes,  et  de  rayon  va- 
riable, rencontre  en  A,  6,  G,  D  une  parabole  de  foyer  F,  on  a, 
quel  que  soit  le  rayon, 

I  I  I  1 

-H  T^rr  =  const. 


FA       FB       FG    ■    FD 


Question  1640. 


Lieu  géométrique  des  foyers  des  coniques  qui  touchent 
deux  droites  fixes  chacune  en  un  point  fixe» 

Gas  particuliers.  —  i"*  Les  deux  points  de  contact  sont  à 
égale  distance  du  point  d'intersection  des  deux  droites 
données. 

9.*  Les  deux  droites  données  sont  parallèles.         (  Jambt.) 
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dislaiice  de  Taxe,  laWa  qu'on  a 

/"f  élaut  la  composaiile  de  translation,  />  la  distance  à 
Taxe  el  (o  la  vitesse  angulaire. 

3"  Sur  une  droite  donnée  de  l'espace,  il  ne  peut  y 
avoir  plus  d'un  point  pour  lequel  la  pression  soit  pa- 
rallèle à  une  direction  donnée. 

4^  En  supposant  les  points  dans  un  plan,  on  retrouve 
toutes  les  théories  connues  du  noyau  central  et  des  lois 
de  répartition  des  pressions  données  dans  tous  les  cours 
Je  Résistance  des  matériaux  ;  nous  n'insistous  donc  pas 
davantage  là-dessus. 

10.  Où  l'on  expose  des  vues  noui^elles  à  propos  du 
solide  invariable.  —  On  donne,  en  Mécanique  ration- 
uelie,  le  nom  de  solide  inv^ariable  à  un  ensemble  de 
points  matériels  dont  les  distances  sont  invariables^ 
c'est  là  une  conception  géométrique  simple,  mais  est-ce 
bien  celle  qui  résulte  des  considérations  primitives  qui 
l'ont  fait  édore?  Evidemment  non. 

Quand  on  a  commencé  à  étudier  l'action  des  forces 
sur  lâs  solides,  on  a  remarqué  que  celles-ci  produisaient 
deux  genres  d'action  :  une  déformation  passagère  ou 
permanente  et  un  mouvement^  on  a  eu  alors  Tidée  de 
simplifier  les  recherches  en  étudiant  ce  qui  se  passerait 
s'il  ny  avait  pas  de  déformation,  c'est-à-dire  si  la  rigi- 
dité du  solide  naturel  devenait  infinie.  Le  solide  inva- 
riable s'est  donc  introduit  comme  limite  de  solides  fictifs 
de  moins  en  moins  déformables,  et  c'est  pour  avoir  perdu 
de  vue  ce  point  de  départ  qu'on  est  arrivé  à  dire,  par 
exemple,  que  la  répartition  des  pressions  sur  un  certain 
nombre  d'appuis  est  un  problème  indéterminé.  Si  l'on 
considère  les  appuis  comme  des  corps  géométriques,  le 

Ann.  de  Afathémat.j  3*  série,  l.  \II.  (Juillet  i8|)3.)  19 
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problème  ne  peut  évidemment  avoir  de  solution  déter- 
minée et  du  reste,  dans  ce  cas,  il  semble  absolument 
inutile  de  le  poser,  car  une  pression  étant  une  force, 
c'est-à-dire  une  cause  de  mouvement,  si,  a  priori,  on 
suppose  qu^aucun  mouvement  ne  peut  se  produire,  à  quoi 
bon  chercher  la  cause  d'un  phénomène  qui  ne  peut  se 
réaliser  ? 

Au  contraire,  du  moment  qu'on  évalue,  ainsi  que  le 
recommande  Lagrange,  les  forces  soit  par  le  mouvement 
qu'elles  communiquent  à  un  point  matériel,  soit  par 
celui  qu'elles  lui  communiqueraient  s'il  pouvaitse  mou- 
voir, et  que  Ton  considère  les  solides  comme  des  corps 
déformables,  tout  se  simplifie  et  la  question,  renfer- 
mant les  données  rationnelles  qu'elle  doit  fournir,  a 
une  solution  uni(|ue  et  déterminée. 

Les  formules  et  les  résultats  que  nous  avons  obtenus 
fournissent  cette  solution.  Mais  on  peut  se  demander 
quelle  est  la  série  des  solides  naturels  dont  le  solide  in- 
variable doit  être  la  limite,  pour  que  l'on  retrouve  les 
résultats  que  fournit  la  statique  rationnelle  et  ses  six 
équations  d'équilibre  qui  ne  tiennent  compte  que  des 
relations  géométriques  de  position  et  des  valeurs  des 
forces.  La  réponse  semble  intuitive,  car,  si  l'on  suppose 
que  les  propriétés  élastiques  sont  les  mêmes  eu  tous 
les  points,  elles  ne  produiront  aucune  différence  dans 
l'action  des  forces;  nous  allons  le  montrer  dans  un 
cas  simple,  celui  de  la  décomposition  d'une  force  don- 
née en  deux  autres  parallèles  passant  par  deux  points 
donnés. 

Si  l'on  appelle  [jl^  et  (jl^  les  masses  positives  qui  ca- 
ractérisent les  propriétés  élastiques  des  corps  auxquels 
appartiennent  les  points  A  et  B,  et  X  la  distance  du 
point  d'application  M  de  la  force  P  au  centre  de  gravité 
des  points  jjt^  et  [x^,   enfin  /  la  distance  AB,  on  trouve, 
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eu  appliquant  à  ce  vas  parliciilier  les  formules  (20), 

;a— t>.         T^.a=o;  U=o,         r,b=^h 

,     *•«  =  ;-^a  : î^a .  A*'  TTï z=r-j  > 

hi )      .  '-'''  ""  ^''  î^a .  AG  -f-  |jiA . BG 


/ 


P  P) 

'-'«"^''''^  ;ia.  AG   -r-îJl/,.Bti' 


Si  l'ou  compare  les  valeurs  (li'S)  aux  suivantes,  (|ue 
(loûnt-iit,  les  équations  d*éc|uilibre, 

ouvoiL  <jiie,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ^a  ^'t  [f^b* 
les  valt^iais  seront  dillêrenles  des  secondes  tant  que  l'on 
n'aura    pas 

Il  î*Oiiible  donc  qu'on  peut  énoncer  ce  principe  que  : 
^*  Considération  d'un  solide  invariable  limite  d'un 
corps  naturel  dont  la  rigidité  augmenterait  indéfini- 
nienl  tandis  qu'en  chacun  de  ses  points  les  propriétés 
clasticn^^js  restent  les  mêmes. dans  toutes  les  directions 
donne  1^  valeur  des  pressions  en  chaque  point,  ou  en 
d  autres  termes  : 

i^^s  pressions  quun  solide  invariable  exerce  sur  ses 
points  d'appui  sont,  dans  le  cas  ou  les  propri(kés  élas- 
tiques fiç^  appuis  sont  les  tnênies,  égales  aux  forces  mo- 
iVW^Ç  initiales  qui  mettraient  en  mouvement  chacun  de 
-  joints,  si  leur  ensemble  était  entraîné,  à  partir  du 
^os^  par  le  système  de  forces  donné  et  à  la  façon 
'fan  solide  invariable. 

iSous  limitons  ce  résumé  n  ce  qui  a  trait  à  la  partie 
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absoluineiil  tliéori(|uc',  qui  seule  ))eul  trouver  place  ici; 
mais  nous  devons  faire  remanjuer  (juc  la  ihéorie  que 
nous  venons  d'exposer  nous  a  permis  de  montrer  que 
Piudétermination  n'existe  dans  aucune  des  questions  de 
la  pratique,  par  exemple  dans  celle  qui  a  trait  à  lu  dé- 
termination du  point  d'application  de  la  poussée  dans 
les  voûtes,  dont  la  solution  est  immédiate. 


SUR  m  SYSTEHB  DE  COORDO\.^EES  TWfiEXTlELLES; 

Par  m.  BALITRAND, 

Lieutenant  du  Gi'-iiie. 


Il  arrive  souvent  que  ré(|uatîon  tangontielle  d'une 
courbe  est  simple  et  facile  à  obtenir,  tandis  que  Téqua- 
tion  ponctuelle  de  la  même  courbe  est  difficile  à  trou- 
ver et,  en  outre,  compliquée.  Il  est  commode  alors 
d'avoir  des  formules  qui  permettent  d'étudier  directe- 
ment sur  l'équation  tangentielle  les  propriétés  de  la 
courbe;  ce  sont  ces  formules  <pie  nous  voulnns  obtenir 
pour  en  faire  ensuite  quelques  applications. 

Une  droite  étant  délinie  par  ré(|iiati(>ii 

iix  -\-  vy —  1=0, 

les  coordonnées  tangentielies  ordinaires  de  cette  droite 
sont  les  quantités  u  et  i'  ;  c'est-»î-dire  les  inverses  des  seg- 
ments qu'elle  détermine  à  partir  de  Torigine  sur  les  axes 
de  coordonnées.  Mais  à  cette  équation,  nous  substitue- 
rons le  plus  souvent  IVquatîon 

.rcoso  4-  r  sin©  —  i  —  o. 
et  aux  coordonnées  u  et  r,  les  coordonnées  /;  ri  'j,  eiue 


i 
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nous  a  ppel  leroiis  coordonnées  tangenlielles  polaires,  ou, 
par  abréviation  et  quand  il  ne  saurait  y  avoir  d'erreur, 
coordonn  ces  polaires . 

D*ailiinirs,  on  passe  des  premières  aux  secondes  par 

les  formules 

roso                    sin» 
(  I  )  u  —  —  '  ,  i'  ^ '  y 

P  P 

et,  inversement,  Ton  pasne  des  coordonnées  polaires  aux 
eoordonnées  ordinaires  au  nioven  des  formules 

d')  tangç  =  -»         /?*  = 


u  a'  -h  1^* 

Il  est  impossible  de  ne  pas  remarquer  l'analogie  de 
ces  formules  avec  celles  qui  permettent  de  passer  des 
coordonnées  rectangulaires  (x,  y)  aux  coordonnées  po- 
laires (/•,  6),  et  réciproquement, 

x=rco80,        ^=r5in6, 

Y 
tangO  =  — >        r'=ar'-4-y*. 

On  peut  considérer  Jes  coordonnées  tangentielles  po- 
laires à  un  autre  point  de  vue.  Ce  ne  sont,  en  eflet,  autre 
chose  que  les  coordonnées  polaires  ordinaires  de  la  po- 
daire  de  la  courbe  enveloppée  par  la  droite 

rcos» -4-^sincp — p  =  o. 

A  toute  équation 

/(/?.cp)  =  o 

correspondent  donc  deux  courbes,  suivant  que  Ton  con- 
sidère p  et  ç  comme  des  coordonnées  polaires  ordinaires 
ou  comme  des  coordonnées  tangentielles  polaires. 

FORMULES    FONDAMENTALES. 

JVotations.  —  Soient 

u    et    I'  les  conditions    tangentielles    ordinaires   d'une 
droite  A  qui  enveloppe  une  courbe  C  ; 
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p  et  jp  les  coordoimées  taiigentielles  polaires  de  A,  ou 
les  coordonnées  polaires  de  la  podaîre  delà  courbe  C; 

X  Ql  y  les  coordonnées  du  point  i\!  où  A  touche  son  en- 
veloppe ; 

/•  et  6  les  coordonnées  polaires  du  point  M  ; 

fis  l'élément  de  la  courbe  enveloppe; 

e  Tangle  de  deux  positions  infiniment  voisines  de  A, 
c'est-à-dire  Tangle  de  contingence  de  la  courbe  C  a  n 
point  M; 

0  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C  au  point  M. 

Les  coordonnécîs  du  point  où  la  droite  A  touche  son 
(*nvelo|)pe  sont  données  par  les  deux  équations 

i  ux  ->t-  vy  —  I  =  o. 
(  X  du  -}-y  dv  =  o^ 
d'où  l'on  tire 

^  di'  —  du 

( 3  )  X  =  — -j -f-  y  y  =  —, -j-  ; 

^  udv —  V  du  '^        udv  —  c  du 

de  ces  équations  l'on  déduit 

_  v{dv  d^ u  —  du  d^v)  j    _  —  u{dv  d^ u  —  du d-  v  \ 

{iirdv -  V du)'^       '  •^~  (udv— ç  dur-  ' 

et,  par  suite, 

(  4  )       ds  =  sjdx'^  -h  dy^  =  ' -^ -^. 

L'angle  £  se  calcule  aisément,  et  l'on  trouve 

n  dv  —  !•  du 


(5) 


U"^  -4-  i-'^ 

Les  deux  dernières  formules  donnent  alors 


ds        i  dv  r/2  u  —  du  d'^vM  «^  ^  p2  y 

(  ()  )  û   = — -, j ; 

'  £  {U  d\'  —  i"  (tu  )■- 
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Coordonnées  polaires.  —  II  est  aisé  de  passer  des 
formules  que  nous  venons  d't'lablir  aux  mêmes  formules 
vn  coordonnées  polaires.  Eu  cfiet,  des  relations 

COS9                     sino 
u  =     — i  ,  i'  — » 

P  P 

i^Xï.  di'duit,  en  supposant  c|(ie  co  est  la  variable  indépen- 
dante 

,            p  sino  -4-/?'  coso 
1/  —  —  -î- i — -î '- , 

P^ 
p  roso  —  p  sînQ 

,^       ip^-^pp" — 2/?'*)cosïp  —  2/>yp'sin© 

P' 


OiB  a  alors 


/;3 


dv  du      '    1 

// r  -—  =  — - , 

r/i'    </*  u        du  </*  i'  _       P  -^  p' 
do   rf©'         ï/:;»  ^g*  />^ 


» 


t       I 


P 
et,    par  suite,  on  arrive  aux  formules  tiès  simples 

(y)  9  =  —ip-^p'')y 

(8)  ds  =  pe  =—(/? -+-/?')  c?ï). 

Enfin  les  expressions  (3)  donnent 

(  j^=/?cos<p — p' sino, 
•'  (■/>  =  vsino — /îcos^, 


P 


IIIS 


<IO) 


a:'  =z  —  (p  -i-/?')sin©, 
y=  ^/î-f-/?')ro5?, 
x'  =  —  (/?'  -h  p"'  )  sin  ©  —  (p  -h-p") ros  ïp, 
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Les  forinulos  classiques  pour  calculer  le  rajon  de 
courbure  p  et  les  coordonnées  a  et  ^  du  centre  de  cour- 
bure 

''J    — r  ^^ 

X  y   —  y  2'  *^        '  X  y     -  y  x 

donnent  alors 

(7)  p^-ip^p")^ 

(   |;J=      p  coscp  --/>  sino. 

Ces  dernières  formules  peuvent  s'obleiiîr  direclement 
d'une  façon  très  simple.  En  effet,  Téquation  générale 
des  cercles  en  coordonnées  langentielles  ordinaires  est 


_! t* 


v 


2 


en  coordonnées  tangentîelles    polaires,    elle    prend    la 
forme  très  simple 

p  =  a  cos©  -¥-  3  sino  — /?, 

qui,  dîfférenliée  deux  fois,  donne 

—  a  sincp  H-  p  costp  — p'  =  o, 

—  a  cos  «p  —  p  sin  ©  —  p"  —  o, 

d'où  Ton  déduit  les  relations  (7)  et  (i  1). 

Remarque  I.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons 
supposé  que  cp  était  la  variable  indépendante,  mais 
rien  n'empêche  de  prendre  p  comme  variable-,  les  for- 
mules s'établissent  tout  aussi  simplement.  Les  coordon- 
nées du  point  de  contact  de  la  droite  A  et  de  son  enve- 
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loppe  sont  dctermiiiécs  par  1rs  deux  équalions 


X  co? 


qui  donnent 


s  O  -h    V  SI  11  O  p    =0, 

1 

—  X  sin  o  -h r  cos  q ^,  =  «, 


«ino 

J-—  /7COSC& T^, 

COSÎ5 

Y  =  P  sm  O  H ,-  • 


Pour  obtenir  la  valeur  du  rayon  de  courbure  el  les 
coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  courbe  au 
point  de  contact,  nous  partirons  de  l'équation  géné- 
rale des  cercles 

p  =  acoso  H-  p  sin©  —  p, 

qui,  difTérentiée  deux  fois,  donne 

a  smo -4- a  coso -H   -7=0, 

i 

a  COS 9  -»-  3  sino  —  -L_  =  o; 

d^oii  Ton  déduit 


CD' 


I 

Remarque  IL  —  Les  formules  (10)  peuvent  s'écrire 

a:'=psino,        y'  —  —  pcoso 

et  fournissent  une  interprétation  géométrique  évidente 
des  quantités  x  et  1'. 

Remarque  III.  —  La  quantité^'  peut  aussi  s'inter- 
préter géomérriquemrnr.  Ce  n'est    antre  chose  que  la 
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distance  PM,  du  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  Torigine  sur  A,  au  point  M  où  la  droite  A  touche  son 
enveloppe. 

Cette  remarque  permet  d'obtenir  Téquation  qui 
donne  les  longueurs  des  tangentes  menées  d'un  point 
(x^  y)  à  une  courbe.  En  edet,  soit 

p  =  x  cosçp  -r-  V  sino 
TtVj nation  du  point,  et 

Téquation  de  la  (!(»nrbe.  On  en  déduit 

rt,  eu  éliminant  /;  et  o  entre  et's  ti'oîs  é(|nations,  on  oh- 
li('nt  une  é(|uation  en  />'  (jui  <;st  l'équalion  eliercliée, 

application  aux  courbes  al^ébriijues.  —  L'équa- 
tion générale  des  courbes  algébriques  de  classe  m  s'é- 
crit, en  coordonnées  tangentielles  ordinaires, 

(|3)         a^-h  cpi(w,  ^)-\-  '^iiu,  v)-h,  ..-h  cpm(M,  i^)=  o, 

cp^(ii,  v)  désignant  un  polynôme  homogène  et  de  degré/? 
en  w  et  i^. 

En  coordonnées  tangentielles  polaires,  cette  équation 

s'écrit 

/coso     sino\ 
<7o-i-o,  (  '-n  — ' 

'    \    />  P    I 

(roso     siii'j)\  /coso     sitioN 

P  P    I  '     \    P  PI 


(  26:\  ) 

ou  dévflopjHM' 


-t-  AT;,,  cos"»o  -4-  o,„  co^'"  -^o  sino 


'  -T-  Aff,  coso  sin"»    'o  -r  //«  sin"»o  =  o. 

Si,  clans  IVqiialion  (i4)<)  nous  assis^iions  à  cd  iiiu!  va- 
ItMii'  dcUTiiiiiiéc,  celte  équalioii  a  pour  racines  les  dis- 
lances  de  Toriiîfine  aux  tangentes  paiallèles  à  la  direc- 

lion  —  -h  c.  (Vue  cqiialû)n  dtinne 


On  en  déduit 


1/)  =^  —  —  coso sin©. 

«0  '         ^'o 


l/>  —  —  sino coso, 

\p  —  —  coso  H snio 


cl,  par  suite, 

(1*011  ce*  ihéorènn*,  du,  crovons-nons,  à  Duhamel  : 

Théorème.  —  Si  Von  mena  à  une  courbe  nlgébrique 
(In  classe  m  les  tangentes  parallèles  à  une  direc- 
tion A,  la  somme  fies  rayons  de  courbure  aux  points 
de  contact  est  nulle. 

Des  forinules  (9)  on  déduit  ensuite 

2 x  =  2/?  roso  —  2/?'  sino 

= co*«*o co«o  sino sur  o  H co«o  sino, 

no  •        ^0  •  •        ^'0  ^        fio 

Ij-  = ' 

fin 

(le  même 

^^0 


(  ■>-64  ) 
Théorème   (Chasles).   —   Le  centre  des  moyennes 
distances  des  points  de  contact  des  tangentes  paral- 
lèles à  une  direction  A  reste  jixe  quand  A  varie, 

Lrs  formules  (i  i)  donnent  de  niênic 


a 


0 


13  = 


_1 


el,  si  Ton  appelle  7.,,  el  jâ,,  les  eooidonnérs  du  eentre  do 
eourbure  d*ordre  «,  on  a  également 


a 


0 


2?,.=-r' 


rt 


0 


Théorème.  —  Le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direc- 
tion coïncide  avec  le  centre  des  moyennes  distances 
des  centres  de  courbure  aux  points  de  contact,  et  plus 
généralement  avec  le  centre  des  moyennes  distances 
des  centres  de  courbure  d^ ordre  n  correspondant  aux 
points  de  contact. 

Le  point  (Sx  = ^>   ^J  = ^)»  o"    point    de 

Chasles,  disparaît  si  a^  devient  nul,  c'esl-à-dire  si  la 
courbe  est  tangente  à  la  droite  de  Tinfini.  Son  équa- 
tion 

«o/?  -4-  cfi  coscp  H-  61  sin©  =  o 

ne  dépend  que  du  terme  constant  et  des  tt^rmes  du  pre- 
mier degré  de  Téquation 


(     !>.(J5    ) 

Il  reste  Jonc  le  même  pour  une  ioule  de  courbes 
liées  à  la  courbe  (i3),  et  en  particulier  pour  tontes  les 
courbes  liomofocales  à  la  courbe  (i3).  En  ellet,  l'équa- 
lîou  générale  de  ces  courbes  est 

l'w_2  désignant  un  polynôme  homogène  et  de   degré 
ni  —  2  qui,  déc(»niposé  en  groupes  homogènes,  s'écrit 

En  coordonnées  tangent! elles  polaires,  Tavant-der- 
nière  équation  s^écrit 


.     /coso     sincpX         I               /coso     sino\ 
ftn  ( j  ~  )  H :  r  ,„_j  (  -j  '-  1  —  o, 

\    P         P    /       P^  \    P  P    1 

ou  dévebippée 

-h/^'"-«[<p2(cos3,  sinçp)-f-  -Va]-»-.  •  • 
I       -K/>[?w-i(coso,  sino)-f-^,„_3(cos©.  sin©)] 
r  -h  o,«(cos'f,  sino)H-  '{^m-iCcoscp,  sino)  =  o. 

Cette  é(|uation  nous  montre  que  le  point  de  Chashrs 
est  le  même  pour  la  courbe  (i  5  )  que  pour  la  courbe  (i 3), 
quels  que  soient  les  polynômes  ^. 

THÉORÈ\tE.  —  Le  point  de  Chastes  d'une  courbe  C 
de  classe  m  reste  le  même  pour  toutes  les  courbes  ho^ 
nio focales  à  la  courbe  C. 

On  peut  encore  démontrer  directement  et  de  la  façon 
la  plus  simple  le  théorème  suivant  : 

Le  point  de  Chasles  coïncide  avec  le  centre  des 
moyennes  distances  des  ni  fo^  ers  /  cals  de  la  courbe  (  1 3  ) . 

Kn  ed'el,  si  {x^^y^  ),  (j'a,  j  ..>),  .  .  . ,  (jr.v„,  y,n)  sont  les 
foordon liées  de  //*  foyers  réels,  ré(|iialion  (i3)   peut  se 


(  'Jj)i)  ) 

nicllre  sous  la  fortiir 

(w.ri-î-  i^7i— i)(«.r2-h  rj-2— I)..  .{ux,n  r-  K\r,„—  \) 

-i-(  M*  -h  r^  )  F,„_j(  «,  t^  )  =  u, 

puisque  c\'Sl  l\^(ju  nion  ^éiiéraltr  îles  courbes  de  classe  ///, 
(|ui  ont  pour  foyeis  ixmîIs  \vs  points  (.ri ,  Vi  ),  C^-ii  1  2)»  -  •  ^ 
(j:,«,j)'',«)  et  sous  cette  lornie  la  pro[)o.sitioii  est  évi- 
clenle. 

L'équation  (i5)  peut  ccnKliiire  à  (l'aiitr«îs  consé- 
quences in  téressau  tes. 

En  eifet,  si  dans  Téq nation  (i4)  nous  faisons  /;  =  o, 
nous  obtenons  Péqnation 

;  P//*(co8<ï>,  sino) 
(14')     !        =  a,;i  cos'"o -H  6,;,  cns'w-i©  sino -i-. . . 

'  k,,,  C()«4  0  sin'"-'  C5  -h  l,,,  sin^'o  =-:  o, 

qui  nous  donne  les  valeurs  de  z>  pour  les  tani>enles  h  la 
courbe  C  issues  de  l'origine. 

Faisons  de  même  // :=  o  dans  ré(|uali(in  j[i  :*)),  iioii^ 
obtenons 

tp,;,(cos©,  6inçp)-T-<j^«4_2(coso.sincp) 
=  a,n  cos'"<p  -h  6,;i  c()s'""i  cp  sin  cp  -h . .  . 
-4-  k,n  cos'^  sni'"-ï  o  -f-  /,„  sin'" o 
H-  a/«-2  cos'«-2cp  -+-  b'„i_^  cos'""*<5  sino  h-.  .  . 

-*-  /«^/tt-î  <'OS9  siii"*-»  cp  H-  /;,,_^  sin'«-*o  =  o. 

Pour  rendre  cette  dernière  écjuation  l)omo<^ènc  <'ii 
sincs  et  cos'^^  il  nous  suilit  de  multiplier  par 

sin*cp  -f-  cos^çp  =  i 
et  nous  obtenons  alors 


(16) 


I  («/«  H-  o«i-î  )  cos'^o  -h  (  l)„t  4-  6;„..j  )  ros'"-»  o  <\\\  çp 


'       +(^'//i-^^m--j)<^os9sin'"-''j)H-(/,„-f-/;„_2)siii'«cp  =  o. 
Appelons  cp»,  cpa,  ....  fw    les  racines  de  cette  équa- 


(  v.()7   ) 
liiMi^  ce  sout  les  angles  (|iiu  foiil  aM*<'  O.t:  1rs  langciitcs 
ù  la  coiirbe(ij)  issues  de  rorii^iiie. 

On  a,  d'après  une  formule  l>i(;ii  eoniiue, 

__  s  tangoi  —  ^tani^o,  tango^  lanj^Oj-^-  1  tHri;»Oi  taiij;^;...  laiig<pj 
I  —  2  tan^9i  langoj  -h  2  laiij^oi  laiifrçj  lan^^oj  laii«^cp^  — . . . 

Or  ré(|iialIoii  (i(3)  donne 

llan-o,r=  __         --, 


6?î=  — 7~^rr 


}L  lan<:[9i  tango* 


S  tango,  tango,  tango, -^  ijn-^hn.-^Kr-i 


S  langçp,  tango,  tango,  tango^-  -^ — '^^, — l^ 


-  > 


S  tangoi  tangos  tango,  tango;  tangoj 
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'ar  sut  le 


tan»(oi-+-  o. -t-..  .-ho,,,} 

'/n~^'m-t        (  y /«  "+"  y /Il  -  2  ~i~  ' /«    i  ^ '^{"m  ~^  "ni  —  i~^  J /n-i  )  ~     ••• 

€''esl-n-dire 

.         ,         ,  ,  ,        "i/i       '/Il  "+■  ^T/ii       •  •  • 

tang(^o,-l-o,-r-...-:-0;„)r-     -     -.--—,-  , 

*  fH       ~  J  fil  ~T-    Il  ffl  .    .    . 

(^est  le  même  lésullal  <jue  si  Ton  avait  ealenlé 
laiig  (î3i  -h  '^2  ~H»  •  •  "+"  ?/«)  ^**  moyen  de  ré(|ualion  (i4')* 
D'où  ce  lliéorènie  : 

Théouéuk.  —  Si,  par  un  /toifit  O,  /'o//  màne  les 
langeâtes  à  une  courbe  C  de  classe  ///,  Iti  somme  des 
angles  f/wi /ont  ces  tangentes  avec  un  axe  fixe  reste 
constante  pour  toutes  les  courbes  homofocales  n  In 
courbe  C.  En  particulier,  cette  somme  est  égale  à  celle 


que  J ait  avec  le  uiéme  axe  les  droites  qui  joignent  le 
point  O  aux  m  foyers  réels  de  la  courbe  C. 

Ce  tliéorème  n'est  qu'une  généralisation  d*une  pro- 
priété bien  connue  des  sections  coniques  :  T^cts  couples 
de  tangentes  menées  d'un  point  fixe  à  un  système  de 
coniques  homof ovales  admettent  les  mêmes  bissec- 
trices. 

Propriété  qui  n'est  elle-même  qu'uue  extension  du 
théorème  suivant  : 

Les  tangentes  menées  à  une  conique  à  centre  par  un 
point  fixe  sont  également  inclinées  sur  les  droites  t/uî 
joignent  ce  point  aux  foyers. 

]Nous  venons  de  voir  que  les  angles  que  font  avec 
Taxe  des  x  les  tangentes  à  la  courbe  issues  de  l'origiiio 
sont  données  par  Téquation 

(17)  o,;,(cos<p,  sin<p)  3=0. 

Les  longueurs  de  ces  tangentes  s'obtiennent  par  la 
formule 

où  il  faut  remplacer  o  par  les  m  racines  de  Téq na- 
tion (17).  Cette  relation  a  été  obtenue  en  dilTéreii liant 
IVquation  (14)  et  en  y  faisant  ensuite  p  =  o. 

La  valeur  du  rayon  de  courbure  au  point  de  contact 
de  Tune  des  tangentes  issues  de  Torigine  est  égale,  en 
vertu  delà  formule (7),  à  — />",  puisque  p  =  <i.  L'équa- 
tion qui  donne  les  valeurs  du  rayon  de  courbur«*  pour 
les  points  de  contact  des  m  langtnites  issus  de  Torigine 
est  alors 


ro» 


Vn-\  ?/«-!  'f//i-l 


(  a()9  ) 
Ou  l'ou  tloii  reinplaciii'  9  successivuiuciil  par  ics  m  ra- 
Cilles  de  réqualioii  (17). 

Enfin,  Ton  peul  observer  que,  pour  avoir  les  tangentes 
•'Oinmuiies  à  la  courbe  (i4)  et  à  un  cercle  qu\>n  peut 
supposer  avoir  son  centre  à  Tonginc,  il  suffit  de  donner 
^  Py  dans  l'équation  (i4)>  ^^^  valeur  déienninée. 

'-es   remarques  précédentes  peuvent  servir  à  établir 
c^rtaîiicss  propriétés  des  courbes  algébriques,  mais  nous 
"e  nous  y  arrêterons  pas. 
Revenons  à  la  formule 

^f>    =/>!-+- /»!-+•... -4- />«  =  —  --  COS^p—  --  Slll<p. 

■»^oiis    3avons  qne/>i,/>2,  ...^pm  sont  les  distances 
de  i  Of-îgj-jjg  J^^^  tangentes  à  la  courbe  (i4)  parallèles  à 

\ad\Teci:îon^-t-©. 

POSOÏ». 

P  ^  ^  ^CDnt  alors  les  coordonnées  polaires  du  centre  des 

J^*^:»X«s    distances    des    pieds    des    perpendiculaires 

*^^^^s  de  l'origine  sur  les  tangentes  à  la  courbe  (i4)? 

^       ^^1  es  à  la  direction  — h  f. 

E^ assaut  aux  coordonnées  rectangulaires,  Téquation 
prec^^^^^^  devient 

^^1  Féquation  d'un  cercle.  Le  point  diamélraleinent 

^^ï^^sé  k  rofigine  est  précisément  le  point  de  Chasles. 

'^^^tïie  l'équaiion  du  cercle  ne  dépend  que  du  terme 

.   ^^lant  et  des  termes  du  premier   degré  de  i'équa- 

^  (ï3)j  elle  reste  la  même  pour  toutes  les  courbes  lio- 
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(  270  ) 
mofo€ales  à  la  courbe  (i3).  Ou  a  donc  le  iliéorèine  sui- 
vant : 

Théorème.  —  Si  Von  considère  une  courbe  algé- 
brique C^t  et  si  d^ un  point  O  Von  abaisse  les  perpendi- 
culaires OA|,  OA2,  .  . .,  OAm  sur  les  tangentes  à  la 
courbe  parallèles  à  une  direction  A,  le  lieu  du  centre 
des  moyennes  distances  des  points  A|,  Aj,  ...,  A,„, 
quand  A  varie^  est  une  circonférence  qui  reste  la  même 
pour  toutes  les  courbes  homofocales  à  la  courbe  C. 

Ce  lliéorème  n^est  que  Textension  aux  courbes  aigé-- 
briques  d'une  propriété  du  cercle  que  Ton  peut  énoncer 
de  la  manière  suivante  : 

Considérons  un  cercle  C  et  un  point  0;  menons  au 
cercle  deux  tangentes  parallèles,  et  abaissons  du 
point  O  les  perpendiculaires  OA|,  OA2  sur  ces  tan- 
gentes. Le  milieu  du  segment  A|  Aj  décrit  une  circon- 
férence qui  reste  la  même  pour  tous  les  cercles  concen- 
triques au  cercle  C. 

De  la  relation  (18)  on  déduit 

/v      \»       /^i\*       •         la^bx  /biY  .  ^ 

et,  par  suite,  réquation(f4)  donnant 

^PxPt  =  —  cos'o-^  —  coscp  sin^  H — -  sin'o, 
on  a 
2/>î=(S/>,)«— 2S/>,/>a 

=  -i-— ^ cos«<p  +  2  -î— -^ coso  smo  -4-     *        ^    ^   *  sin«o 

=  A  cos^o  H-  2B  coso  sino  -h  c  sin*o. 
En  posant 


(  >7'  ) 

le  point  qui   a  pour  coordonnées  polaires  p  ei  o  décrit 
une  courbe  qui   en  coordonnées  rectangulaires  a  i>our 

équation 

m  (  or* -f- ^*  )•  —  Aaf*  —  ihay-^Cy*  =  o. 

Cette  courbe  n^est  autre  chose  que  la  podaire  de  Tori- 
gîiie  par  rapport  k  la  conique  qui  a  pour  équation  en 
coordonnées  tangentielles^ 

A  a' -h  9.  B  i/p  -H  Ci'«  —  m  —  o, 

corame  il  est  facile  de  le  vérifier.  Donc  : 

TnÊoBèitE.  —  Si  d\in  point  O  l'on  abaisse  les  per- 
pendiculairesOAi^  OA2,  • . . ,  OA/»  sur  tes  tangentes  à 
une  courbe  C  parallèles  à  une  direction  A  et  que  Von 
prenne  le  point  A  déterminé  par  la  relation 

mOA«  — OA}-i-OA|  ^-...-f-OAJ,, 

le  lieu  de  ce  point  quand  A  varie  est  une  courbe  qui 
coïncide  avec  la  podaire  du  point  O  par  rapport  à  une 
conique  ayant  pour  centre  le  point  O  ;  autrement  dit, 
si  par  le  point  A  on  élève  une  perpendicidaire  à  la 
riroite  OA,  V enveloppe  de  cette  droite  est  une  conique 
avant  pour  centre  V  origine. 

L'équation  (14)  nous  fournit  encore  la  relation 


E; 


'/« 


et,  en  posant 


P  P\  P\  Pm  9 


m 


le  point  (/>,  'f  )  décrit  une  courbe  qui,  en  coordonnées 
polaires,  a  pour  équation 

y,   ^^  (i,n  COH'" O -\-  b,„  cos'"    '  z>  sin  o  -f-.  .  . -^  /,„  sin'"'^ 


(  ^72  ) 
et  en'coordonnées  rectangulaires 

-+-  rn{amy"'  -4-  bfny"^-^x  -h. .  .-h  /,„a7'n)=  o; 

d'où  ce  théorème  : 

Thêobème.  —  Si  dUin  point  O  l'on  abaisse  les  per^ 
pendiculaires  0A|,  OA2,  . . . ,  OA^»  sur  les  tangentes 
à  une  courbe  C  parallèles  à  une  direction  A,  le  centre 
des  moyennes  harmoniques  K  des  points  A|,  A 2,  ..., 
A,n  décrit^  quand  Ùl  varie,  une  courbe  d^ ordre  m  +  i 
passant  par  les  points  cjcliq ues y  ayant  à  V origine  un 
point  multiple  d^ ordre  m  et  admettant,  comme  tan- 
gentes en  ce  point,  les  tangentes  à  la  courbe  G  issues 
de  V  origine. 

Si  la  courbe  C  est  un  cercle,  le  lieu  du  point  A  est 
une  cubique  circulaire  unicursale  droite,  et,  réciproque- 
ment, il  est  aisé  de  voir  que  toute  cubique  circulaire 
unicui'sale  droite  peut  ôtre  obtenue  par  ce  mode  de  gé- 
nération. 

II  existe  une  classe  de  courbes  algébriques  qui  jouis- 
sent de  propriétés  intéressantes  et  que  nous  voulons  si- 
gnaler; ce  sont  celles  dont  les  tangentes  parallèles  à  une 
direction  ùk  se  divisent  en  couples  tels  que  le  produit 
des  distances  à  i*origineM'un  couple  de  tangentes  soit 
constant  et  égal  à  R^.  Mais  auparavant  nous  allons  indi- 
quer quelques  propriétés  de  la  transformation  suivante, 
dont  le  lieu  avec  notre  sujet  est  manifeste  : 

Étant  donnée  une  courbe  C  de  classe  m,  on  mène  la 
tangente  à  cette  courbe  en  un  point  M  et  sur  la  per^ 
pendiculaire  OP  abaissée  d'un  point  Jixe  O  sur  cette 
tangente  on  prend  une  longueur  OP|  telle  que 

OP  X  OP,  =  R«; 


(  ■^73  ) 

étudier  la  courbe  enveloppée  par  la  parallèle  à  la 
tangente  menée  par  le  point  P, . 

On  voit  que,  les  courbes  C  et  C|  étant  polaires  réci- 
proques par  rapport  aujcercle  de  rayon  R  et  de  centre  O, 
la  transformation .  peut  être  idéfinie  de  la  façon  sui- 
vante : 

Étant  données  deux  courbes  polaires  réciproques  C 
et  C|,  étudier  la  courbe  em^eloppéç  par  les  droites 
menées  par  les  différents  points  de  il^^  parallèlement 
aux  tangentes  à  la  courbe  C  aux  points  correspon-^ 
dants. 

Les  coordonnées  tangentielles  polaires  des  droites 
PM  et  P|  M(  sont  liées  par  la  relation 

/?i  =  ■—'         ?i  =  ?» 

et  les  coordonnées  tangentielles  ordinaires  parles  rela- 
tions 

_  ZX  _  V 

qu*il  est  impossible  de  ne  pas  rapprocher  des  formules 
de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
Les  formules 

i  jr  =  pcosç? — p'sino, 
(9)  .    •      \       • 

\  y  =  P  siuo  -\-  p  COS'^, 

donnent  pour  les  coordonnées  du  point  Mi  où  la  droite 
Pi  M|  touche  son  enveloppe 

H» 

Xi  =  —  (/?coso  — /?'sin:p), 

H*        . 
Kl  =  — ^  ip^xno^p  cosç>), 

t*t,  par  suite,  on  appelant  ;•  el  /•,  les  rayons  verleurs  des 


rî  =  ^  /'«, 


{   274   ) 
points  M  el  M|,  on  a 

d  où 

on  voii  aisément  en  faisant  la  figure  qu'il  faut  prendre 
le  signe  — ,  et,  par  suite^  Ton  a 

't       Pi     " 
1-  ^—  =0, 

1         p 

d'où  la  construction  très  simple  suivante  : 

Pour  avoir  le  point  où  la  droite  P^M^  touche  son 
enveloppe,  mener  la  droite  OM  ^ui  coupe  Pi  M|  en  M\ , 
et  prendre  le  sj' métrique  du  point  M\  par  rapport  au 
point  P| . 

Le  rayon  de  courbure  au  point  Mi   est  donné  par  la 

formule 

9i  =  —  {pi-^pVh 

c'est-à-dire 

R* 
?i  =  -  -iiP^-^-ip'^-  PP)^ 

expression  qui,  après  une  transformation  facile,  s'écrit 


c'est-à-dire 


R» 


R«        .  >.R«r* 

(«9)  ?^  +  ^yP-^-^^«- 

Mais  on  a 

H^  =  ppu 

p    =  rsin  V, 
Pt  =  r,  ?inV, 

V  dc'sigiianl  l'angle  OMP,  /'i  le  ravon   vecteur  O.M, .  La 


(  a'à  ) 
*   relation  (19)  s'écrit 

Ti        /•       sinV 

C'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Revenons  aux  courbes  que  nous  avons  signalées  plus 
haut,  et  remarquant  que  ce  sont  des  antipodaircs  de 
courbes  anallagmatiques,  nous  conviendrons  de  les 
désigner  sous  le  nom  iV anallagmatiques  tangentielles. 
Il  faui  rappeler  que  le  type  général  des  équations  de 
degré  m,  réciproques  suivant  le  module  R^,  c'est-à»dire 
telles  que  les  racines  se  divisent  eu  couples  dont  le  pro- 
duit soit  égal  à  R^,  est 

(2f)       { 

i  -h  R"*-*a,ar«-+-  R'«-«ai.r  ^  R"*ao  =  o, 

de  telle  sorte  que  l'on  a,  en  général, 

cVst-à-dire  que  les  coefficients  équidistantsdes  extrêmes 
sont  égaux  à  une  puissance  de  R^  près. 

Il  faut  de  plus  que  m  soit  pair,  puisque  les  racines 
vont  par  couples.  Posons  donc  m=  2{x.  L'équation 

a^/j'H- H- />*!'■-*  ©i(coso,  sinç)-+-/>'H'-*Ot(coscp,  sinç)-+-.. . 

-h  R»^l*-*'/>  çi(cos«p,siii«p)-i-R*(^ao=  o 


ou,  en  coordonnées  tangentielles  ordinaires , 

ao  R«l^(  tt»  -^v*)V"¥-  R*<l*-«'  (  tt«  -H  p»  )l*  -  »  o,  (  a,  p  ) 

représente  une  famille  d'anallagmatiques  tangentielles 
de  classe  m.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  seules  auallagma- 
tiques  tangentielles  de  classe  m.  En  eilet,  Téquation 

pi  o,n-t(  coso,  s\n^)  -f-/><p,„-i(coscp,  sintp) 

-\-  R*9;„_j(cos'^,  sino;=  o 


(  »:6  ) 

OU  bien 

(il)      R«(Z««  -♦-  V^)  0,„-î(m,   f  )  ■+-  0/;,-|(W,  V)  -f-  Ç«i-  î(  W,  f  ) 

représente  encore  une  famille  de  courbes  de  classe  m 
répondant  h  la  question. 

Si  l'on  suppose  que  n  et  i^,  au  lieu  de  représenter  les 
coordonnées  d'une  droite,  représentent  les  coordonnées 
d'un  point  (jo^j)^  Téquation  (^a)  devient 

Ces  courbes,  transformées  par  dualité  des  courbes 
(aa),  ont  été  rencontrées  par  M.  Picquet  (Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVII, 
p.  460)*  C'est  M.  Picquet  qui  a  montré  le  premier 
que  :  «  outre  les  courbes  du  quatrième  degré  qui  pas- 
sent deux  fois  par  les  points  cycliques,  courbes  désignées 
par  les  géomètres  anglais  sous  le  nom  de  quartiques 
bicirculaires y  qui  sont  les  seules  courbes  anallagmatiques 
de  ce  degré  qui  ont  été  considérées  par  les  savants  qui 
ont  traité  de  ce  sujet,  il  convient  encore  de  ranger  dans 
cette  catégorie  les  courbes  du  quatrième  degré  qui  ont 
un  point  double  et  dont  les  quatre  points  à  Tinfini  sont 
les  points  cycliques  une  fois  et  les  deux  autres  respec- 
tivement sur  les  tangentes  au  point  double.  » 

De  même,  les  anallagmatiques  de  quatrième  classe  se 
divisent  en  deux  familles  qui  ont  respectivement  pour 
équations 

(  3>     i  «o/>*-+-/>*Pi(cos9,  sino)-+-/?'çi(cos©,sin<p) 

I  -h  R'/>Oi(coscp,  sin<p)-h  aoR*  =  o 


et 


/  -H  R*02(cosç,sino  )  —  O 


(>77) 

<>u,  en  coordonnées  tangenlielles  ordinaires, 

<a6)     Rî(i|t-j-  f;«)<pj(a,  V)  -H  çs(a,  p)-*-  ©tC".  ^)  =  »• 

Les  premières  correspondent  aux  quarliques  bîcîrcu- 
'3Îres.  Les  autres  sont  caractérisées  par  les  propriétés 
suivantes  : 

Imites  sont  bitangentes  à  la  droite  de  Vinjini  et  ont 
^fi  foyer  tel  que  les  tangentes  issues  de  ce  point  vont 
passer  par  les  points  de  contact  de  la  courbe  et  de  la 
droite  de  l'injini. 

G)inine  cas  particulier  de  l'équation  (24)  considérons 
1  équation 

/   ,..        l  /?*Oi(co8(p,8in(p) -f-/>0|(coso,  sin<p) 

I  -h  R*Oj(cos9,  sinç)  =  o. 

Soient />!  et/>2  les  racines  de  l'équation  (24')  et  po- 
sons 2p=z pi-^ P2.  On  a 

o,(cos<P,  sino) 
Ot(cos9,  sinç) 

ou,  en  coordonnées  tangentielles  ordinaires, 

(28)  (a*  -I-  <'*)«pi(w.  i')-*-  2  0î(m,  f  )  =  o. 

Mais  si  nous  supposons  que,  dans  les  équations  (24') 
et  (27),  petf  désignent  des  coordonnées  polaires  ordi- 
naires, ces  équations  représentent  des  courbes  qui  ont 
pour  équations  en  coordonnées  rectangulaires 

et 

(3o)  ^?t(^, r)  -H  9i{x,y)  r=  o. 

//équation  (2^)  est  rcMpiation  rangonlfelle  de  la  dé- 


(  ^7»  ) 
férentc  de  rauallagmalique  de  seconde  espèce  (  29)  ou  de 
Fantipodaire  de  la  conique  (3o). 

Nous  pouvons  alors  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  Von  considère  l' anallagincUique  (24')  tiu  qua^ 
trième  ordre  et  de  seconde  espèce,  le  lieu  du  milieu  de 
la  corde  qui  joint  deux  points  correspondants  est  une 
conique  qui  passe  à  l'origine  et  dont  les  points  à  Vin- 
fini  sont  sur  les  tangentes  à  Voiigine  à  Vanallagma^ 
tique,  La  déférente  est  une  courbe  du  quatrième  ordre 
et  de  troisième  classe,  c'est-à-dire  une  quartique  à 
trois  rebroussenients.  C'est  V antipodaire de  laconique 
précédente.  Elle  a  pour  foyer  V  origine  et  elle  est  bi- 
tangente  à  la  droite  de  V infini  aux  points  situés  sur 
les  tangentes  à  V origine  à  V anallagmatique. 

QUELQUES    COURBES    CÉLÈBRES. 

Courbe  p=a^,  — Considérons  la  courbe  dont  l'équa- 
tion est 

(3i)  p  =  a^. 

Pour  reconnaître  la  nature  de  cette  courbe,  le  moyen 

le  plus  simple  consiste  à  recourir  aux  formilltis  (1 1)  qui 

donnent 

a  =  —  asino, 

3  =      acosç; 
d'où 

La  courbe  est  une  développante  de  cercle  et  comme 
Téqualion  (3 1)  en  coordonnées  polaires  ordinaires  repré- 
sente une  spirale  d'Ârchimède,  on  ace  théorème  : 

La  podaire  de  la  développante  d'un  cercle  C  par 
rapport  au  centre  du  cercle  C  est  une  spirale  d  'Archi- 
mède  ayant  pour  pôle  le  centre  du  cercle  C. 


(  ^79  ) 


Courbe   pz=.~-  —  Celte   courbe  est  l'anlipodairv 

d'une  spirale  hyperbolique;  on  voit  encore  que  les  tan- 
gentes de  cette  courbe  sont  les  transformées  par  rayons 
vecteurs  réciproques  des  tangentes  d*ane  développante 
de  cercle,  la  transformation  étant  celle  que  nous  avons 
définie  plus  haut. 

On  sait  que  la  propriété  caractéristique  de  la  spirale 
hyperbolique 


P  = 


a 

CD 


est  d  avoir    une    sous-normale    constante,  .  propriété 
exprimée  par  la  formule 


(-;)■= i 


De  même  de  Téquation  p^=  -  o\\  déduit 


d*où 


\pj        a 


P  _ 


Ou  a  ensuite 


X  = 


y  = 


a  = 


a 


~  (©  coso  -h  sino), 


a 


--  («psincp  — coscp); 


a 


(çp  sincp  -    1  cos«p), 


a 


?  =    -  -  j  (o  coso  H-  2  sintp  ), 


? 


et, 

par 

SUJtO, 

r2 

=-  x^'\-y^  — 

(1 

r\ 

—  a2-+-  S»  = 

(î 

?'). 


".2 


). 


P 


a     "^ 


'•'^^v/i/''+"«'- 


(  28o  ) 

formules  qui  permettent  de  déterminer  le  point  M  où 
la  tangente  touelie  son  enveloppe,  et  le  centre  de  cour- 
bure au  point  M. 

Courbe  p  =  ae^,  —  De  ré(| nation 

(32)  p  =  ae?, 

qui  représente  une  spirale  logarithmique,  on  déduit 
immédiatement 

p'r=zae?y        p"  =  ae^y         •  •  •  »• 
d'où 

On  a  ensuite 

r  =^      ae?(coso  —  sino), 

v==      rte?(coso -h  sino), 

(33)  {"  \        .  if> 

a  =  —  ae?(rosçp -h  sino), 
P  =      a  e?(  cos  ip  —  sin  r,  ). 

On  en  déduit,  en  désignant  par  r  le  rayon  vecteur 
d*un  point  de  la  courbe, 

d'où 

Les  formules  (33)  donnent  ensuite 

L'équation 

p  =  —  —  ae-9 

représente  évidemment  aussi  une  spirale  logarithmique 
et  les  coordonnées  (j^tx)  <l'un  point  de  celte  nouvelle 
courbe  s'expriment  par  les  formules 

X  =  ae-?(sino  -f-  coso), 
V  — 'Tr(?-?C «in ^    -  rn<i^^. 


(  •^«'  ) 

Des  formules  précède  nies   i*ésulteiit   la   plupart  des 
propriétés  de  la  spirale  logarîtliniique. 
Tout  d*abord  on  voit  (|ue  les  formules 


X 

-  =  e7(cos<p  —  sin^), 


y  _ 


a 


e?{coso  H-  sino) 
^1  I  • 


représentent  une  spirale  logarithmique  {Journal  rie 
Mathématiques  spéciales,  p.  172). 

Dans  la  spirale  logarithmique,  les  rayons  vecteurs 
qui  partent  du  pôle  coupent  la  courbe  sous  un  angle 
constant. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  un  point  est 
égal  à  deux  fois  la  distance  du  pôle  à  la  tangente  en  ce 
point. 

La  projection  du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vec- 
teur est  avec  lui  dans  un  rapport  constant. 

Le  lieu  des  extrémités  de  la  sous-normale  polaire 
coïncide  avec  la  développée  de  la  spirale  logarithmique. 

La  développée,  la  podaire,  Tantipodaire,  la  polaire 
réciproque,  la  transformée  par.  rayons  vecteurs  récipro- 
ques d'une  spirale  logarithmique  sont  des  spirales  lo- 
garithmiques. 

Courbes  p^=^  a'^  smmo,  —  De  cette  équation  on 
déduit 

et,  par  suite,  en  appelant  V  Tanglesous  lequel  le  rayon 
vecteur  coupe  la  courbe  au  point  M,  on  a 

tangV  =  ~  =z  tangm<p; 

d'où  '' 

V  —  mo, 

cVst-à-<lîre   que   Tangle   V  varie   proportionnellement 


(    '^^82     ) 

k  (f.  a  La  courbe  s*inflécliit  d'un  mouvement  uniforme 
sur  le  rayon  vecteur  quand  celui-ci  lourne  lui-même 
d'un  mouvement  uniforme,  n  {Nouvelles  Annales ,  i883, 
p.  1 i8.) 

Ce  résultat  était  d'ailleurs  évident,  puisque  la  podaire 
d'une  spirale  à  inflexion  proportionnelle  est  une  spirale 
de  même  nature. 
.   Le  rayon  de  courbure  donné  par  la  formule 

est  égal  à 

p  =  (m  —  i)asin"*      m^, 

formule  qui  peut  s'écrire 

(m  — i)/? 


p  = 


sin*/no 


Mais  si  Ton  appelle  N  la  portion  de  normale  com- 
prise entre  la  rourbe  et  la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  au  pôle,  on  voit  facilement  que  Ton  a  (IVou- 
\f  elles  Annales  y  i883,  p.  ia6) 

^■=^i.m  —  t)N. 

Cette  propriété  peut  servir  a  déterminer  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  en  un  point. 


APPLICATIONS    DIVERSES. 

Tlhéorhme  fondamental  de  la  théorie  des  dévelop^ 
pées.  —  En  désignant  par  ds  et  d^  les  différentielles 
des  arcs  d'une  courbe  et  de  sa  développée,  on  a  les  for- 
mules 

ds 

« 


(    9M    ) 

d'où 

d^       d^ 
d9  ^  d^=iOf 

<j —  p  =  const. 

C^tyrrlonnées  intrinsèques,  —  La  posîlioD  d'un 
point  IVI  sur  une  conrbe  C  est  fixée,  si  Ton  connait  la 
longueur  de  l'arc  qui  sépare  le  point  M  d'une  origine 
fixe  O,  choisie  sur  la  courbe,  c'est-à-dire  la  distance  du 
point  \L  au  point  O  évaluée  sur  la  courbe.  Le  rayon  de 
courbure  p  de  la  courbe  au  point  M  est  une  fonction  de 

l'arcOlVI  =  5,     . 

?  =  ?(«)• 

^®  ï-te  équation  est  l'équation  intrinsèque  de  la  courbe; 
mtnusÀqae,  parce  qu'elle  permet  d'étudier  les  pro- 
priétés de  la  courbe  sans  l'intervention  d'aucun  élé- 
ment extérieur. 

V^^ud  ou  connaît  Téquation  tangentielle  polaire 
dtti*e  courbe,  il  est  facile,  au  moins  ihéoriquement, 
do     ^ixir  son  équation  intrinsèque.  En  effet,  soit 

Véquation  de  la  courbe.  On  a  les  relations 

ds  =:  p  do^ 

d'où  Ton  déduit 

en  éliminant  ^  entre  cette  équation  et  l'équation  qui 
donne  p,  on  obtient  une  relation  en  Ire  i  et  p,  c'est- 
n-dire  l'équation  intrinsèque  de  la  courbe. 

Prenons  comme  exemple  la  courbe  enveloppée   par 


(  ^84  ) 
une  droite  de  longueur  constaule  dont  les  exlréuiilés 
décrivent  deux  droites  rectangulaires;  c'est-à-dire  une 
hypocycloïde  à  quatre  rebroussements. 
Sou  équation,  facile  à  obtenir,  est 

p  =  H  sin*<p; 
on  en  déduit 

p  =z  —(p  ^p")^  3R  sinaip  =  3/?: 

d'où  ce  théorème  : 

Le  rayon  de  courbure  de  l 'hypocjcloïde  à  quatre 
rebroussements  en  un  point  est  égal  à  trois  fois  la 
distance  du  centre  de  la  courbe  à  la  tangente  en  ce 
point,  (Voir  Nouvelles  Annales,  1886,  p.  278.  Le 
théorème  est  attribué  à  M.  Lamarle.) 

On  a  ensuite 

/-? 
s=—  I     Rsin2  9^o  —  2RCOS20, 


4 


=  —  I  RC0S2Ç>, 

p  =      3R  sina^; 


par  suite, 


45«H-p«=9R«  : 


c'est  Téquation  intrinsèque  de  la  courbe;  les  arcs  sont 
comptés  à  partir  du  point  qui  se  trouve  sur  la  bissec- 
trice de  l'angle  j^Oo:.  L*arc  compris  entre  deux  points 
de  rebroussements  est  égal  à  3R,  d'où  ce  théorème  : 

La  longueur  de  Vhypocjcloïde  à  quatre  rebrousse^ 
ments  est  douze  fois  le  rayon  du  cercle  inscrit, 

L'é(|uation 

p  =  R  sin2o 

représente  en  coordonnées  polaires  ordinaires  la  po- 


(  285  ) 
daire  de  l'hypocycloïde  par  rapport  à  son  centre;  c'est 
une  rosace  à  quatre  branches. 

Comme  second  exemple,  prenons  riiypocycloïde  a 
trois  rebrouâsenients.  Son  équation  tangentielle  est 

On  y  arrive  facilement  en  la  considérant  comme  l'en- 
veloppe d'une  droite  dont  le  milieu  de  la  portion  com- 
prise entre  les  axes  décrit  le  cercle  qui  a  pour  équation 

37* -h  ^«  —  aRar  =  o. 

En  coordonnées  langentielles  polaires,  Téquatiou 
précédente  devient 

^  =  4  R  sin'o  coscp  =  'aRsina^  coscf, 

ou  par  une  transformation  facile 

p  =  R(cos^  —  cos3o). 
On  a  par  suite 

^'=  R(--  sin^  -h  3sin3^), 

/?"  =  R  ( —  cos  «p  -h  9  cos  3  ©)  ; 
d'où 

p  =  —  8R  cos39, 

'  8 

5=  — 8R  /      cos3<p  — —  ;r  RsinS© 


=-8R  r 


et,  par  suite, 

c'est  l'équation  intrinsèque  de  l'hypocycloïde;  l'origine 
est  un  sommet  de  la  courbe.  La  longueur  d^un  arc  com- 

pri  s  entre  deux  points  de  rebroussement  est  —  R,  d'où 
ce  théorème  : 

La  longueur   de  Vhypoc^cloïde  est  seize  fois  le 
rayon  du  cercle  inscrit. 
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(  S486  ) 

Los  formules 

p  =  R(costp  —  cos39), 

p  =  —  8Rcos3^ 


donnent 


p 
—  R  coso  =  y^" 
8 


De  U  résulle  le  théorème  suivant,  dû  à  M.  de  LiOiig- 
champs  {Journal  de  Mathématiques  spéciales,  i884)  ' 

Le  rayon  rie  courbure  de  Vhypocjcloïde  à  trois 
rebroussements  en  un  point  est  égal  à  huit  fois  la 
distance  du  centre  de  la  courbe  à  la  tangente  en  ce 
point. 

L'équation 

p  =  n(coscp  —  cos3o) 

est  Téquatîon  de  la  podaire  de  Thypocycloïde  ;  cV«t  un 
foliuni  double. 


AGRÉGATION  DBS  SCIENCES  NATHÊNATIOIIBS 
(CONCOURS  DE  1893). 


Mathématiques  élémentaires. 

Étant  donnés  deux  cercles  G  et  Ci  qui  ont  même  centre  A 
et  un  troisième  cercle  S  dont  le  centre  est  O,  on  considère  les 
cercles  S  orthogonaux,  à  G  et  tels  que  Taxe  radical  de  chacun 
d'eux  et  du  cercle  S  touche  le  cercle  Gi. 

!•  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  £  est  un 
cercle  S|. 

{Pour  abréger  le  langage^  nous  dirons  que  le  cercle  Si 
correspond  au  cercle  S.) 

51**  On  suppose  que  deux  cercles  G  et  C|  sont  confondus  et 
Ton  propose  d'étudier,  dans  cette  hypothèse,  la  position    rcla- 


(  a»:  ) 

^ve  des  cercles  S  et  S|  qoand  on  fait  varier  le  rayon  du  cercle 
^>  le  cercle  G  et  le  centre  O  du  cercle  S  restant  Gxes. 

3**  Désignons  par  St  le  cercle  qui  correspond  à  Si,  par  S^  le 
cercle  qui  correspond  à  Sj,  et  ainsi  de  suite. 

En  supposant  encore  les  cercles  G  et  G|  confondus,  on  pro- 
pose de  chercker  si  le  cercle  S»  tend  vers  une  position  limite 
<IutBd  n  augmente  indéfiniment,  mais  seulement  dans  les  hy* 
pothèses  suivantes  : 

rf<R,        rf=R,        rf=3R, 

d  représentant  la  distance  AO  et  R  le  rayon  du  cercle  G. 

Trouver,  dans  les  hypothèses  rf  =  R  et  rf  =  3R,  l'expression 
du  rayon  du  cercle  S^,  en  fonction  de  R  et  de  n. 


Mathématiques  spéciales, 

yB  Considère  un  hyperboloTde  à  une  nappe  H  et  le  cône  S 
qui  est  l'enveloppe  des  plans  normaux  aux  génératrices  de  cet 
nyperboloïde  menés  par  un  point  donné  M. 

^^erminer  les  sommets  du  tétraèdre  MMiM^Ms  conjugué 
^'  H  ^FK>rt  à  toutes  les  quadriques  qui  passent  par  l'intersec- 
"^^  Tro     ''•'yperboloïde  H  et  du  cône  S. 

^^er  le  lieu  G  des  sommets  Mi,  Mj,  Ms  de  ce  tétraèdre 

^^^>  le  point  M  restant  fixe,  Thyperboloïde  H  se  modifie 

(Q  testant  concentrique  et  homothétique  à   un  hyperboloïde 

^"^  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  ligne  G  lorsque  le 
point  M  décrit  une  droite  donnée  D,  et  déterminer  les  posi- 
tions qu'il  faut  donner  à  cette  droite  D  pour  que  cette  surface 
soit  de  révolution. 

3*  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  u>  de  la  sphère  cir- 
conscrite au  tétraèdre  MMiM^Ms  en  fonction  des  coordonnées 
du  point  M  pour  un  hyperboloïde  donné  H. 

Trouver  le  lieu  de  ce  centre  a>  lorsque,  le  point  M  restant 
fixe,  l'hyperboloïde  H  se  modifie  en  restant  concentrique  et 
homothétique  à  un  hyperboloïde  donné. 

4**  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  le  centre  co  de  la  sphère 
circonscrite  au  tétraèdre  MMi  M^Ms  au  centre  de  gravité  G  de 
ce  tétraèdre  passe  par  un  point  fixe  ï  lorsque,  le  point  M  res- 
tant fixe,  l'hyperboloïde  H  se  modifie  en  restant  concentrique 
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et  homothétique  à  un  hyperboloïde  donné,  et  faire  voir  que  le 
point  G  est  le  milieu  de  u>T. 

Composition  sur  VA  nalyse  et  ses  applications  géométriques. 

Soient  R  {z)  un  polynôme   du  huitième  degré,  ai,  a«,..., 
a%  ses  racines  supposées  toutes  distinctes  et  différentes  de  o. 
Soient  j/*  une  fonction  de  z  définie  par  la  relation 

et  ±^^0  les  valeurs  de^  pour  z  =  o. 
On  considère  l'intégrale 


-s. 


(/?=  1,2,3) 


obtenue  en  allant  de  l'origine  au  point  {x)  par  un  chemin 
quelconque^  la  valeur  de^,  pour  ^  =  o,  étant  -»-^o« 

On  désigne  par  I  la  valeur  de  V  qui  correspond  à  un  chemin 
déterminé  OBa?,  et  par  Ay  la  valeur  de  V  qui  correspond  à  un 
chemin  déterminé  OCaj  allant  de  l'origine  au  point  (ay), 
(J  ^  1, 11,..  .,8). 

Gela  posé,  on  propose  de  démontrer  que  toutes  les  valeurs 
que  peut  prendre  V  s'obtiennent  en  ajoutant  aux  quantités  I 
et  2  Al — I  des  multiples  quelconques  positifs  ou  négatifs  de 
six  constantes  u>y,  définies  par  les  relations 

«oi  =  2(Ai  — A,),  <oi=ii(A,— A,), 

0)3  =  2(  Al  —  A,-4-  A,—  At),  wt  =  2(  A^—  Ag), 

ft)5  =  2(A|  — Aj-f-  As  — Ai-H  Al — Ae),        W4=  ^(Aj —  A-). 

Les  constantes  coy  sont  appelées  les  périodes  de  l'intégrale 
V,  et  l'on  dit  que  ces  périodes  sont  distinctes  s'\[  n'existe  entre 
elles  aucune  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  en- 
tiers. 

Application.  —  On  suppose  que  la  fonction  R(z)se  réduise 

au  trinôme 

5»  -{-  az^  -h  I 

et  l'on  considère  les  deux  intégrales 

z^dJi 


.  =. C'A   .  =  r 
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1^  Démontrer  que,  pour  chacune  de  ces  intégrales,  les  six 
périodes  se  réduisent  à  quatre  distinctes,  qui  peuvent  être 
mises  sous  la  forme 

pour  rintégrale  eu,  et  sous  la  forme 

pour  l'intégrale  u. 
t  Entre  les  périodes  Û/  et  Xi  on  a  les  relations 

3*  Montrer  que  Ton  peut  trouver  pour  les  constantes  A  et  B 
une  infinité  de  valeurs  telles  que,  pour  Tintégrale  Aa>  +  Bu, 
le  nombre  des  périodes  se  réduise  à  deux  distinctes. 

Composition  de  Mécanique  rationnelle, 

1*  Une  plaque  pesante  ABC  dont  le  périmètre  contient  un 

.«egmeot  rectiligne  AB  s*appuie  par  ce  côté  AB   sur  un  plan 

fixe  qui  est  horizontal  et  sur  lequel  AB  glisse  sans  frottement. 

Cette  plaque,  qui  est  immobile  à  l'origine  du   temps,   est 

abandonnée  à  Faction  de  la  pesanteur. 

On  demande  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que, 
pendant  le  mouvement,  le  côté  rectiligne  AB  se  déplace  paral- 
lèlement à  sa  position  initiale. 

a*  La  condition  demandée  est,  en  particulier,  satisfaite  pour 
une  plaque  homogène  dont  le  périmètre  est  une  demi-circon- 
férence de  cercle. 

On  considère  une  plaque  homogène,  demi-circulaire,  dont  le 
rayon  est  égal  à  i*;  on  suppose,  en  outre,  qu'à  Torigine  du 
temps  la  plaque  est  immobile  et  fait  avec  le  plan  horizontal  un 
angle  de  So". 

On  demande  de  trouver,  dans  ces  hypothèses  particulières, 
une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  du  temps  qui 
sëcouJe  depuis  l'origine  jusqu'à  l'instant  où   la   plaque  semi- 
circulaire  vient  coïncider  avec  le  plan  horizontal. 
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GONCaORS  D'ADMISSION  A  L'ÉGOLE  NORMALE  SIIPÉRIBI'RI 

EN  1893. 


Ma  thématiq  ues . 

1°  Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  (G)  étant  repré- 
sentées par  les  formules 

a  3  'ji 

t  —  a  "^        t  —  6  /  —  c 

où  t  désigne  un  paramétre  variable  et  a,  b,  c  sont  trois  con- 
stantes différentes^  on  considère  tous  les  segments  de  droite 
dont  les  deux  extrémités  sont  sur  la  courbe  (G)  et  Ton  demande 
de  trouver  la  surface  (S)  lieu  des  milieux  M  de  ces  courbes. 

2°  Démontrer  que  la  surface  (S)  contient  la  courbe  (G)  et 
ses  trois  asymptotes. 

V  Montrer  qu*à  chaque  point  M  de  cette  surface  correspond 
une  seule  corde  de  la  courbe  (G)  ayant  son  milieu  en  M.  Dis- 
cuter analytiquement  et  mettre  ainsi  en  évidence  trois  droites 
tracées  sur  la  surface  (S). 

4**  Délimiter  la  région  du  plan  des  xy  où  doit  se  projeter 
un  point  M  de  la  surface  (S)  pour  que  la  corde  dont  ce  point 
est  le  milieu  joigne  deux  points  réels  de  la  courbe  (G). 

5^  Trouver  toutes  les  droites  situées  à  distance  finie  sur  la 
surface  (S). 

&"  Trouver  le  lieu  des  cordes  de  la  courbe  (G)  dont  les  mi- 
lieux sont  sur  une  droite. 

Physique, 

I.  Une  spbère  de  verre,  de  rayon  a,  est  percée  d*une  cavité 
sphérique,  concentrique,  de  rayon  6,  remplie  de  mercure.  Un 
point  lumineux  est  placé  extérieurement  à  une  distance  D  du 
centre. 

On  demande  : 

1**  D'étudier  la  marche  des  rayons  centraux; 

^"  De  distinguer  les  différentes  régions  que  les  rayons  mar- 
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l^inauY.  éclairent,  soit  par  transmission,  soit  par  réflexion  sur 
Je  na«rcure. 
^n   examinera  Tinfluence  de  la  dispersion. 

Il .  Une  goutte  d'eau  à  eéro,  pesant  un  demi -gramme,  est 
P'^<^^e  dans  une  cavité  au  fond  d'un  cylindre  de  ao**  de  dia- 
■netre,  dont  les  parois  sont  rigoureusement  imperméables  à  la 
chaleur.  Un  piston,  poussé  à  fond,  ne  laisse  qu'un  espace  nui- 
sible nëgligeable;  on  soulève  ce  piston  de  38*";  il  ne  reste  plus 
qu'un    globule  de  glace  à  zéro. 

*-^*i   demande  : 

^     Quel  est  le  poids  de  la  glace  : 

'^  Quelle  est  la  chaleur  de  fusion  de  la  glace. 

^^■»sion  maxima  de  la  vapeur  d'eau  à  zéro  . . .     4**,  6 
^^Qfcleur  de  volatilisation  de  l'eau  à  zéro G6o 

rour*    x^épéter  l'expérience  classique  de  Leslie,  on  met  ordi- 
naireto^^^  la  goutte  d'eau  dans  un  bouchon  placé  à  peu  de 
istaac^    au-dessus  d'un  large  crîstallisoir  contenant  de  l'acide 
"'''*ï^je  concentré.  Quel  rôle  joue  cet  acide  sulfurique? 


Dissertation  française. 
Expl5 


«  L.e 


^uer  et  discuter  cette  phrase  de  d'Alembert  : 


^  vérités  mathématiques  sont  en  quelque  sorte  l'asym- 

^-'^^s  vérités  physiques,  c'est-à-dire  le  terme  dont  celles-ci 
temt  ^   indéfiniment  approcher,  sans  jamais  y  arriver  exac- 


*•    » 


&VK    \i^|2  pogHULi;  GÉNÉRALE  DE  LA  MESURE  DES  VOLUMES; 

pae  m.  a.  de  saint-germain. 


\]ne  formule  très  générale  et  très  simple 


0/  '  "  6 


V  =  H^B-+-  B -i-  iB"). 
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donne,  comme  on  sait,  le  volume  d'un  solide  S  limité 
par  deux  faces  parallèles  à  un  plan  P,  lorsque  l'expres- 
sion ^{z)  de  Taire  de  la  section  faite  dans  S  par  un 
plan  mené  parallèlement  à  P,  à  la  distance  quelconque  z^ 
est  un  polynôme  du  deuxième  ou  du  troisième  d«gré 
en  z  :  cette  formule  est-elle  applicable  avec  d'autres 
formes  de  cp(z)  quand  l'une,  au  moins,  des  bases  de  S 
peut  être  prise  a  une  distance  arbitraire  de  P?  Je  n'ai 
pas  vu  que  la  question  ait  été  posée,  mais  il  est  facile 
d'y  répondre  négativement  dans  le  cas  très  général 
où  f{z)  pourrait  s'exprimer  à  l'aide  d'une  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  positives  de  z. 

Comptons  z  à  partir  de  la  face  de  S  qui  est  donnée 
et  soit  2 A  la  hauteur  du  solide;  supposons  que  o{z) 
soit  donné  par  une  série  de  la  forme 

«0 

(p(^)=Ao-4-2A«a«-, 

1 

ai,  a2,  ...  étant  des  exposants  positifs  quelconques, 
mais  croissants,  et  la  série  convergente  tant  que  z  est 
inférieur  à  une  certaine  limite  qui  n'atteint  pas  non 
plus  2 h.  On  devrait  avoir 

ou,  en  développant  ®(z)  et  effectuant  les  calculs. 

Les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  h  dans  les 
deux  membres  doivent  être  égaux  :  cela  a  lieu  pour  les 
termes  en  /t;  mais,  pour  qu'il  en  soit  de  même  des 
termes  en   A*«"*"',  par  exemple,  il  faut,  si   A^  n'est  pas 


«iUl 
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que  l'exposant  a^,  satisfasse  à  une  équation  qu^on 
P^ttt  mettre  sou»  la  forme 

T(x)=  (5  —  ar)2'-'— a?  —  i  =  o; 

^ctte  équation  a  pour  racines  réelles  i ,  a  et  3,  et  elle  ne 
^aurait  en  avoir  plus  de  trois,  car  F''^(x),  égale  à 

loga[(5  —  a?)  loga  —  a]  e*"*, 

'*®  s  annule  que  {>our  une  valeur  réelle  et  finie  de  x  : 
Qone  o(«)  se  réduit  nécessairement  à  la  forme 

^   i^cî    peut  d'ailleurs  considérer  des  solides  dont  les 

*^Uc>^^  s  auraient  des  aires  infinies. 

J*  *  .  • 

^^ tiquerai  une  démonstration  très  élémentaire  de  la 

^^le  (i)  dans  le  cas,  qui  est  le  plus  important,  où 

y  ^    "•^*est  que  du  second  degré.  Imaginons  un  prisme  T, 

n  ^    l^s  bases  soient  situées  dans  les  plans  des  bases 

,  '  ^^      de  S  et  deux  pyramides  T',  T*'  ayant,  Tune  sa 

>    l'autre  son  sommet  dans  le  plan  de  Bet  inverse- 

I        ^     clans  le  plan  de  6'  :  il  est  facile  de  déterminer 

•  .   '^'^ses  de  T,  T',  T"  de  manière  que  la  somme  (algé- 

i.j^^^^)  des  aires  des  sections  faites  dans  les  trois  so- 


I  par  tout  plan  parallèle  à  P  soit  égale  a  l'aire  de 

,^     ^^tîon  faite  dans  S.  Le  volume  de  S  sera  égal  à  la 

j^       ^^e  des  volumes  de  T,  ï',  T''  et,   comme  la  for- 

^1  ^^   (i)  est  évidente  pour  le  j)risme  et  les  pyramides, 

^era  également  vraie  pour  S. 
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SDR  LES  GDBIQDBS  A  POINT  DE  REBROUSSEMBNT  ; 

Par  m.  Gh.  BIOGHE. 


1.  Dans  les  Leçons  de  Géométrie  de  Clebsch  (trad. 
Benotst,  t.  If,  p.  345)  on  trouve  la  propriété  suivante 
des  courbes  du  troisième  degré  qui  possèdent  un  point 
de  rcbroussement. 

Si  d'un  point  Mo  de  la  courbe  on  mène  la  tangente, 
si  du  point  de  contact  M|  de  cette  tangente  on  mène 
encore  la  tangente,  et*  ainsi  de  suite,  on  obtient  une 
série  de  points  M^,  M| ,  . . .,  Ma  tels  que,  Iqrsque  n  aug- 
mente indéfiniment,  le  point  Mjt  tend  vers  une  position 
limite,  qui  est  celle  du  point  d'inflexion. 

Inversement,  si  l'on  mène  la  tangente  en  Mo  elle 
coupe  en  un  point  M^4  ;  la  tangente  en  M.i  coupe  en 
M_2  et  ainsi  de  suite.  Le  point  M.a  tend  vers  le  point 
de  rebroussement. 

2.  Cette  propriété  peut  se  généraliser  parla  méthode 
même  de  Clebsch.  Si  l'on  prend  un  triangle  de  référence 
formé  par  la  droite  qui  joint  les  points  d'inflexion  et  de 
rebroussement,  et  par  les  tangentes  en  ces  points,  la 
cubique  peut  se  représenter  par  l'équation 

Si  l'on  pose  j^  =:  \x^  à  chaque  valeur  de  X  correspond 
un  point  de  la  cubique.  Les  points  d'intersection  de  la 
cubique  avec  une  conique  dont  l'équation  serait 
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sont  délerminés  par  Inéquation 

A'X«-f-2B>*-+.2B'X»-4-  A'X«^arX-h  A  =  o. 

On  voit  que  dans  une  telle  équation  la  somme  des  ra- 
cines est  toujours  nulle.  C'est  ce  qui  permet  d'établir 
facilement  les  résultats  suivants. 

3.  Considérons  une  série  de  coniques  dont  chacune  a 
avec  la  cubique  un  contact  du  quatrième  ordre  et  telles 
que  le  point  de  contact  de  l'une  soit  le  point  d'intersec- 
tion de  la  suivante.  En  partant  d'un  point  de  paramètre 
^0»  on  peut,  comme  dans  le  problème  de  Clebsch,  dé- 
terminer deux  suites  de  points, 


on  voit 


que 


^0»      ^l»  •  •  •  >      ^ny         •  •  •  » 

X,=(-l)'.X., 


de  sorte  que  le  point  Xn  a  pour  limite  le  point  \  =  o, 
c^est-à-dire  le  point  d'inflexion.  De  même 

X^„=(-5)»X0, 

de  sorte  que  le  point  X_„  a  pour  limite  le  point  X  =  oo, 
c'est-à-dire  le  point  de  rebroussement. 

4.  Si  l'on  considérait  une  suite  analogue  formée  de 
coniques  ayant  chacune  avec  la  cubique  deux  contacts, 
l'un  du  premier  ordre  et  l'autre  du  troisième,  on  retom- 
berait sur  le  problème  de  Clebsch;  car,  dans  ce  cas,  les 
coniques  se  réduiraient  à  des  droites  doubles.  Je  me 
borne  à  signaler  ce  fait,  qui  est  facile  à  vérifier. 
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5.  Si  l'on  considère  des  coniques  ayant  deux  contacts 
du  deuxième  ordre,  les  paramètres  des  points  de  contact 
sont  liés  par  l'équation 

Ces  points  ne  forment  donc  plus  une  suite.  Ils  sont 
deux  à  deux  sur  des  droites  passant  par  le  point  d'in- 
flexion-, la  corde  qui  les  joint  est  divisée  harmonique- 
ment  par  le  point  d'inflexion  et  par  le  point  où  elle 
coupe  la  tangente  au  rebrousscmeut. 

6.  On  peut  assujettir  les  coniques  n  passer  par  des 
points  fîxes  de  la  cubique.  La  somme  des  paramètres 
des  points  variables  n'est  plus  nulle  en  général,  elle 
est  toujours  constante.  On  obtient  alors  des  résultats  du 
même  genre  que  ceux  qui  précèdent^  j'indiquerai  seu- 
lement le  suivant. 

Si  l'on  considère  une  cubique  circulaire  à  point  de 
rebroussement,  et  une  série  de  cercles  osculateurs  tels 
que  le  point  de  contact  de  chacun  d'eux  soit  le  point 
d'intersection  du  suivant  avec  la  cubique,  on  a,  comme 
précédemment,  des  suites  de  points 

^0»      ''l»         •  •  •  »      ^If»  •  •  •  » 

Aq,  '^  —  1)  •••!  ^  —  /l»  «   •    •    . 

le  point  X_„  tend  vers  le  rebroussement,  et  le  point  X^ 
vers  le  point  où  le  cercle  osculateur  a  avec  la  cubique 
un  contact  du  troisième  ordre.  Ce  point  est  distinct  du 
point  d'inflexion  si  celui-ci  est  à  distance  finie. 
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Soienl 


SOLUTION 
Par  M.  J.  Lkmairk. 


Ox,  O^  les  deux  droites  fixes; 
A  le  poiQt  fixe  donné  sur  Ox; 
B  le  point  fixe  donné  sur  O^. 

Soit  F  un  foyer  d'une  conique  tangente  en  Ai  O^:-,  en  B 
à  O^'  : 

On  sait  que  FO  est  bissectrice  de  BFA  ou  de  son  supplé- 
ment; cette  propriété  permet  de  trouver  facilement  Téquation 
du  lieu  demandé  en  coordonnées  polaires,  OA  étant  Taxe, 
O  l'origine.  - 

Supposons  que  FO  soit  bissectrice  de  AFB,  et  désignons  OA 

par  a,  OB  par  by^Ox  par  6,  et  les  angles  AFO  et  BFO  par  a; 
nous  avons  (yî^.  i) 

a  p 


sina        sin((i)  -f-  a) 

*  _        p 


'iiia        s»iu(a-T-0  —  to  » 
Kig.  I. 


Ces  relations  sont  vraies  dans  tous  les  cas  de  figure;  elles 

s'écrivent 

(p  —  acosoi)  sina  =  asincocosa, 

[p  —  b  cos(6  —  cD)lsina—  6sin(0  —  w)  cosa; 
d'où,  en  éliminant  a, 

(  Q  —  a  costo)  h  i)'in{i)  —  <i))  =  [  ^o  —  A  coh(6  —  w  i]n  sintu. 


/ 


et,  par  suite^ 


P  = 


(38*  ) 

a6sin(0  —  aw) 
6sin(0  —  (i>) — asincu 


telle  est  l'équation  du  lieu. 

Ce  lieu  est  une  cubique  circulaire  facile  à  construire  :  elle 
admet  O  pour  point  double,  et  ses  tangentes  en  ce  point  sont 

les  bissectrices  de^Oâ?  et  de  son  supplément;  elle  passe  éga-' 
lement  par  À  et  B,  par  la  projection  G  de  O  sur  AB,  et  sur  la 
perpendiculaire  à  AB  en  son  milieu  {fig*  2). 

Fig.  a. 


Son  asymptote  est  parallèle  à  la  médiane  du  triangle  OAB 

issue  de  O. 

Cette  courbe  se  présente  dans  plusieurs  questions  :  elle  est 
en  particulier  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes,  et 
des  pieds  des  normales  issues  de  O  aux  coniques  ayant  pour 
foyers  les  points  A  et  B. 

Ca$  où,  OA  =  OB.  —  L'équation  de  la  courbe  prend  alors  la 

forme 

asin(6  —  aw) 

^  ""  8in(0  —  eu) —  sinco 


ou 


.0  = 


a  cos  1- toj   sini-  —  cuj 

ces  -  sni  (  -     -  oi  I 


(39*  ) 

Le  lieu  se  décompose  en  une  droite 

sin  ( co  j  =  o, 

bissectrice  de  5^  O^r,  et  en  un  cercle 

('  -») 


acos 


P  = 


0 
cos  - 

'2 


qui  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  OAB. 

Ce    résultat  pouvait  se  prévoir   :   dans  le  cas  en  effet  où 

OK  =  OB,  il  est  clair  que  la  bissectrice  de  AOB  fait  partie  du 

lieu,  qui  se  décompose  par  suite  en  une  droite  et  une  conique: 

cette  conique  est  un  cercle,  puisque  la  cubique  passe  par  les 

points    cycliques;    ce    cercle    doit    d'ailleurs    passer    par    O, 

Â  et  B. 

Cou  oà  les  droites  sont  parallèles.  —  Soit  G  une  conique 
tangente  à  D  en  A,  à  D'  en  B,  D'  et  D  étant  deux  droites  pa- 
rallèles, F  et  F'  les  foyers  (Jlg.  3).  On  a 


FA 


D*=raD^, 


AF  et  BF  sont  les  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  ho- 
mographiques. 

Fig.  3. 
D  A 


Le  lieu  des  foyers  est  dans  ce  cas  une  conique  passant  par 
A  et  B.  Elle  a  évidemment  pour  centre  le  milieu  O  de  AB. 

Les  directions  pour  lesquelles  deux  rayons  homologues  sont 
parallèles  sont  la  direction  des  droites  D  et  D'  et  la  direction 


(  4«*  ) 

perpendiculaire.  Par  conséquent  le  lieu  est  une  hyperbole 
équilatère  de  centre  O,  passant  par  A  et  B,  et  ayant  pour 
asymptotes  la  droite  équidistante  de  D  et  D'  et  la  perpendicu- 
laire à  cette  droite  menée  par  O. 

Question  1642. 

Soit  une  conique  inscrite  à  un  triang^le  ABC  en  A',  B', 
G';  a,  6)  c  les  milieux  de  BC,  CA,  AB;  a,  ^,  y  ^^^  polaires 
de  a,  by  c  par  rapport  à  la  conique.  Démontrer  que  les 
trois  points  (a,  B'C),  (P,  C'A'),  (y,A'B')  sont  en  ligne 
droite.  Généralisation.  (Lbmaire.) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Sondât. 

Appelons  I,  H,  K  les  points  (a,  B'C),  (?,  C'A'),  {^,K'K). 
Gomme  a  et  A  ont  pour  polaires  a  et  B'G',  I  est  le  pôle 
de  A  a.  De  n»ém>e  H  et  K  sont  les  pôles  de  B  6  et  G  c. 

Pour  que  les  points  I,  H,  K  soient  en  ligne  droite  il  suffît 
que  les  droites  polaires  Aa,  Bft^Gc  soient  concourantes,  con- 
tion  qui  est  ici  remplie. 

Questioii  1646. 

Étant  donnés  trois  triangles  ABC,  AiBtCi,  A|BiGs,  ho- 

mo logiques  par  rapport  à  i»n  axe,  si  Van  joint  chacun  des 

points  du  tableau 

A       B     G 


Al    n, 

Al    B, 


Cl 


à  son  associé  mineu^r,  on  aura  neuf  droites  concourantes 
[Vassocié  de  A  est  le  point  (  Bi  Cj,  Bj  G|  ),  (P.  Sondât.) 


Reprcsenlonps  par 

Xi 


SOLUTION 
Par  M.  P.  SoxDAT. 


ABC 
Al     B,     Cl 
Aj     Bj    C, 


(axe  Xjr/> 
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I 

V 


lis  FIGURES  SBMBLABLB1IENT  VARIABLES  AYANT  UN  CENTRE 
PERMANENT  DE  SIMILITUDE,  ET  DONT  UNE  COURBE  PASSE 
PAR  UN  POINT  FIXE; 

pab  m.  j.  Réveille. 


1.  Soit  C  une  courbe  liée  à  une  ligure  semblablement 
variable  dont  le  point  O  est  un  centre] permanent  de 
simili lude.  Je  suppose  que  la  courbe  C  passe  par  le 
point  (ixe  A^  soit  Co  une  certaine  position  de  la  courbe 
C;  je  vais  cherclier  la  ligne  décrite  par  le  point  A  con- 
sidéré comme  appartenant  à  la  iignre  variable. 


Soit  A'  la  position  de  ce  point  rjuand  la  figure  a 
tourné  de  Tangle  a,  et  soit  A"  le  point  de  la  courbe  Co 
ijui  vient  en  A  après  cette  rotation. 

On  a  les  relations 

a  =  A'OA  =  AOA\-  ^  =  ^     ou      OA  =  OA'  x  OA'. 

UA  UA 

Le  point  A'  symétrique  du  point  A"  par  rapport  à  la 
droite  OA  se  trouve  sur  OA';  il  est  aussi  sur  la  courbe 
C|  symétrique  de  C©  par  rapport  à  cette  droite  OA  ;  et 

a 

la  relation  OA  =OA'JxOA'  nionlre  que  le  point  A' 

Ann.  de  Maihémat.,  3-  série,  t.  XII.  (AoiU  i8(j3.)  2'.> 


(  298) 
appartient  «1  la  courbe  Fi  inverse  de  C|.  Tous  les  autres 
points  de  la  figure  décrivent  des  courbes  F  semblables 
à  F|. 

Projetons  maintenant  le  centre  O  au  point  (o  sur  une 
droiteD  de  la  figure  semblablement  variable;  ce  pointer 
décrit  une  courbe  F,  et  l'enveloppe  de  D  est  alors  la 
podaîre  négative  de  F,  c'est-à-dire  une  courbe  sem- 
blable à  la  polaire  réciproque  de  C|,  le  cercle  directeur 
ayant  son  centre  au  point  O. 

Si  la  courbe  Ccst  anallagma tique,  les  courbes  F  et  C 
sont  semblables  ;  si  la  courbe  C  est  égale  à  sa  polaire 
réciproque,  la  droiteD  enveloppe  une  courbe  semblable 
n  la  courbe  C. 

II.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  C,  au  lieu 
de  passer  par  un  point  fixe,  touche  une  droite  fixe  A. 

Transformoùs  la  figure  par  la  méthode  des  polaires 
réciproques  en  prenant  un  cercle  directeur  de  centre  O. 
jNous  obtiendrons  une  figure  semblablement  variable, 
dont  une  courbe  K  passe  par  un  point  fixe. 

D'après  ce  qui  précède,  une  droite  de  celte  dernière 
figure  enveloppe  une  courbe  semblable  à  la  polaire  ré- 
ciproque de  la  courbe  K,  c'est-à-dire  semblable  à  la 
courbe  G. 

Donc  un  point  de  la  figure  donnée  décrit  une  courbe 
semblable  à  la  courbe  K,  c'est-à-dire  à  la  polaire  réci- 
proque de  la  courbe  C.  Quant  à  une  droite  de  cette 
figure,  on  voit  sans  peine  qu'elle  enveloppe  une  courbe 
semblable  à  la  podaire  négative  de  la  polaire  réciproque 
de  la  courbe  C. 

III.  Etant  parti  d'une  figure  semblablement  variable, 
dont  une  courbe  passe  par  un  point  fixe,  nous  sommes 
arrivé,  par  la  méthode  de  transformation  des  polaires 
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réciproques,  à  uue  ligure  dont  une  courbe  touche  une 
droite  fixe. 

l^SL  mélhode  d*in version  conduit  maintenant  à  une 
figure semblableinent  variable,  dont  une  courbe  touche 
une  circonférence  fixe  passant  par  le  centre  permanent 
de  similitude. 

Une  nouvelle  transformation  par  les  polaires  réci- 
proqucs  amène  à  une  figure,  toujours  semblablemeiit  va- 
riable, dont  une  courbe  est  tangente  à  une  parabole 
ayant  le  centre  permanent  de  similitude  pour  foyer-,  et 
ainsi  do  suite.  On  pourra  allerner  indéfiniment  ces  deux 
inélliocles  de  transformation. 

IV-     I^ar   suite  de  ces  transformations  successives  la 
courJb<3   iZ  et  le  point  fixe  A,  par  lequel  elle  passe,  se 
tfansfr>x*j lient  indéfiniment.    Mais  il    n'en   est   pas   de 
même  clos  courbes  décrites  par  les  points,  ou  envelop- 
pées j>ai*    les  droites  des  figures  semblablement  varia- 
bles sixcTc^eîssivement  obtenues. 

En  ofïVjt,  nous  avons  vu  que,  dans  le  premier  cas, 
un  point  delà  figure  décrit  la  courbe  réciproque  delà 
courbe  CJl ,  et  une  droite  enveloppe  la  polaire  réciproque 
decettti     courbe  G. 

t  ar   s  tacite  de  la  première   transformation  par  polaires 
recip i«c>cjvie.s,  un  point  de  la  nouvelle  figure  décrit  la 
cowT'oo     i^^rimitive  C,  et  une  droite  enveloppe  la  podaîre 
we^^tivf^   de  C  ou  la  polaire  de  son  inverse. 

Lne  i  1:1. version  donne  maintenant  une  troisième  figure, 
dont  v&rt    point  décrit  l'inverse  de  la  courbe  C,  et  dont 
une  O-roite  enveloppe   la  polaire   réciproque  de    celte 
courbe   G. 

INous  sommes  ainsi  ramené  aux  résultats  du  pre- 
mier cas,  et  les  résultats  suivants  se  reproduisent  pé- 
riodiquement. 
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V.  Les  considérations  qni  précèdent  permettent  de 
résoudre  immédiatement  un  assez  grand  nombre  de 
problèmes,  parmi  lesquels  j'énoncerai  les  suivants,  la 
plupart  très  connus,  et  qu'on  pourrait  d'ailleurs  mul- 
tiplier indéfiniment. 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  ayant 
unfojer  commun  et  passant  par  un  point  fixe  est  un 
limaçon  de  Pascal;  V enveloppe  de  chaque  asymptote 
est  un  cercle. 

Le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  con- 
centriques et  passant  par  un  point  fixe  est  une  lemnis- 
cate;  V enveloppe  des  directrices  est  une  hyperbole 
équilatère. 

T^e  lieu  dufoj  er  d'une  parabole  dont  le  sommet  est 
fixe  et  qui  passe  par  un  autre  point  fixe  est  une  c/5- 
soïde;  V enveloppe  de  la  directrice  est  une  parabole, 

I^e  lieu  des  sommets  des  ellipses  concentriques  et 
semblables  qui  passent  par  un  point  fixe  est  la  courbe 
inverse  de  l'ellipse  qui  a  ce  point  fixe  pour  sommet  ; 
les  directrices  enveloppent  une  ellipse. 

Jje  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une  car- 
dioïde  et  passant  par  le  point  de  rebronssement  est  un 
cercle, 

Etant  donnés  deux  cercles  égaux  et  tangents  exté- 
rieurement, si  une  lemniscate  a  son  point  double  au 
point  de  contact,  et  si  elle  est  tangente  aux  deux  cer^ 
des,  le  lieu  de  ses  sommets  est  une  lemniscate. 

L'enveloppe  de  l'asymptote  d'une  cissoïde  qui  est 
tangente  à  un  cercle  fixe  passant  par  son  point  de  re- 
bronssement est  une  parabole. 
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BÊMOXSTRATIOX  DU  THÉORÈIR  DE  DALEMBERT; 

Par  m.  E.  JABLONSKI, 
Prafesseur  au  lycée  Cliarlemagne. 


J'ai  doiiué  deriiîèromoiit  dans  le  Bulletin  scieiUi- 
Jîi/ue  iic  M.  Li;b()ii  uni;  démoiistratioii  de  ce  ihéorùnie 
(|ue  je  croyais  nouvelle^  M.  Brisse  m*a  fait  observer 
qu'elle  avait  été  donnée  jadis  par  Sturni  et  arrangét; 
par  LiouvilJe.  Ku  voici  une  autre  c|ue  je  crois  j>rél"é- 
rable,  et  qui  ne  laisserait  rien  à  désirer  si  l'on  pouvait 
établir  d'une  manière  plus  élémentaire  le  leninie  sur 
lequel  je  m'appuie. 

Lemme.  —  On  peut  toujours  trou\^at'  dans  le  plan  au 
moins  une  valeur  finie  de  z  telle  que  le  module  d'un 
polynôme  f{z)  pr  .nne  une  valeur  moindre  quun 
nombre  donné  e,  si  petit  qu'il  soit. 

En  eil'et,  si  pour  toute  valeur  de  z  le  module  àej\z) 

était  supérieur  à  e,  celui  de-? — -serait  inférieur  à  -» 

nombre  fixe  donné;  donc  cette  dernière  fonction  qui  est 
holomorplie  dans  toute  l'étendue  du  plan  serait  une 
constante^  en  vertu  du  théorème  de  Liouville.  11  en 
serait  donc  de  même  de  ^*(  3),  c'est-à-dire  que  tous  les 
«'oedicients  seraient  nuls,  sauf  le  terme  indépendant 
de  z,  ce  qu'on  ne  suppose  pas. 

THl^ORÊ\^K.  —  Si  une  équation  algébrique  de  degré 
m  — 1  admet  m  —  i  racines,  toute  équation  algébrique 
de  degré  m  admet  m  racines. 
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Soit 

/(z)=  Ao5'«-h  A,5'"-»-f-..  .-h  A,„  =  o 

une  équaliou  algébrique  de  degré  m.  L'équation  dérivée 
f'(z)=,  o  est  de  degré  m —  i  et  admet,  par  hypothèse, 
m —  I  racines  a^b^  c^  ...,/.  Si  I*iin  dos  nombres y(a), 
f{b)^  f{c),  . . .,  /(/)  est  nul,  le  théorème  est  démontré . 
Sinon  soit  n\oàJ'{a)=  h  :^  o\  on  peut  décrire  de  a 
comme  centre  un  cercle  de  rayon  p  assez  petit,  mais 
iîxe,  tel  que  dans  tout  l'intérieur  de  ce  cercle  on  ait 

• 
mod/(-5)>  -  . 

Donc,  si  Ton  suppose,  ce  qui  est  permis,  que  A  est  le 

plus  petit   des  modules  des  nombres  f{^)jf{b),  . . ., 

f{l)^  cette  condition  sera  satisfaite  dans  tout  l'intérieur 

de  tous  les  cercles  de  rayon  p,  de  centres  rt,  i,  c,  ...,  / 

et,  par  conséquent,  si  pour  un  point  z  on  a 

mod f{z)<  -, 

le  point  z  sera  extérieur  à  tous  ces  cercles. 
Or  on  a 

f'{z)=  mXo{z  —  a)(z  —  b),..{z  —  f); 

donc,  pour  tout  point  extérieur  aux  cercles  p, 

mocl/'(-s)>  mJioP"*   *         ou         P. 

On  peut  ensuite  décrire,  de  l'origine  comme  centre, 
une  circonférence  de  rayon  p'  assez  grand,  mais  fixe,  tel 
que  pour  tout  point  extérieur  à  celte  circonférence  on 

ait 

mod/(  j)>  M, 

M  étant  un  nombre  donné. 
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Donc  tout  ()oiiU  z  tel  que/'(5)<^  M  est  à  Tîntéricur 
de  ce  cercle  p'  et  les  modules  de 

;/•(-),  ^/-(.),  ^/■'(.).  ••..  ^/"•(.) 

sont  tous  moindres  qu'un  nombre  assignable  IVF  fîxc. 

Cela  posé,  je  puis  choisir  z^  tel  que  le  module  de 
/{zq)  ou  Ro  soit  moindre  que  le  plus  petit  des  nombres 

-9     M,     p,      -rp     OU     -; 

2  (/Il  —  i)  M  a 

il  sera  intérieur  au  cercle  p' et  extérieur  aux  cercles  p^ 
en  particulier  Roa  <^  i . 
Je  fais  z  =  ZqH-  //,  d*oti 

donc 

mod/(.«o-+-  A) 
ou 

R,<hHm-i)  M'<  RJ  ^"^"j;^'^^^'  =  RJa  <  Ro, 

donc  le  point   Zi  =  Zq-{-  h  jouit  des  mêmes  propriétés 
que  Zq. 

Je  fais  ensuite  z  =  S|  4-Ar  puis  Xr  =  —  -'(.,,     [  et  j'ai,  en 

posant  R2=  mod/(5|  4-^), 

Rj  <X-n/w-i)M'<Rîa  <RJa3<Ro(Roa)ï<  Ro, 


(  3<>4  ) 

donc  le  point  Z2=  z^  -h  A*  jouit  des  mêmes  propriétés 
que  z^  et  Cq  et  ainsi  de  suite.  Je  forme  ainsi  une  suite 
de  nombres  ou  points 

bien  déterminés,  tous   intérieurs  au   cerele  o'  et   exté- 
rieurs aux  rereles  p. 
Si  pour  n  iiin'.  on  a 

\i',  tliéorèmc  est  démontré. 

Sinon  la  suite  se  prolonge  indéfiniment  et  Ton  a 

ino(i/(5u)  =  Ho. 
mod/(w,)=:  R,  <Uo(Hoa), 
niod/(50  =  K,<Ro(Roa)*i 
mod/(;;j)=  R3<  Ro(Roa)', 


mod/(^„)=R„<Ro(Roa)«. 

Donc  R,<  tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment. 
Or 

H«  Ri  R.  R«-i 


"""*"'         /'(^O)  /'(3,)  f(^)         •••         /•(^,-,)' 

qui  l'orme  une  série  lorsque  Ton  imagine  que  n  croit 
indéfiniment. 

On  a,  quel  que  soit  /?, 


iiiod 


TfeHTe^-)^^ 


donc  la  séiie  est  absolument  convergente  et  Zn  tend 
vers  une  limite  finie  et  bien  ftéterniinée  X,  niaisy(r„) 
tend  versy(X)  :  doncy(X)=  o. 

L'équalion  admet  donc    la    ra<'ine  X    et,   par  suite, 
admet  m  racines. 
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DBIOXSTRATieiV  D'IIKE  PeRMULB  «III  BONKB,  SOIS  FORME 
EXPLICITE,  LA  RÉSULTANTE  DE  PLUSIEURS  ÉQUATIONS 
ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Soient  /^i^fa,  •  •  -  ,/)*  des  polynômes  entiers  en  x  de 
degré  ?/i,  choisis  de  telle  sorte  que  les  jjl  =  m"  solu- 
tions 


••••  ■••! 


^iji>    ^iy.) 


•  •  •  ï       *^{1-1A 


des  équations 

(I)  /i  =  o,         ft=0,-"Jn=0 

soient  finies  et  distinctes*  ^ 

Soient  ©j,  Çoj  •  •  •  ?  ?//+!  ,«■+-!  polynômes  entiers  en 
Xj ,  Xs,  ...,x«  et  de  degré  m  également.  On  pourra 
poser  d*une  infinité  de  manières 

les  ojy  désignant  des  polynômes  de  degié  tu  —  1    par 
rapport  aux  x/  et  aux  x/y  ;  nous  poserons  encore 


ô(Xn  arj,  ...,  Xtij  a^n-,  ...)  = 


T2« 


?1« 


=  Oo/, 


6(ari/,  a-j/,  . . . ,  Xijy  Xij,  . .  .)=  0/y 

et  il  est  clair  que  Ton  peut  supposer  0/y=  Oy/,  mais  cela 
n'est  pas  nécessaire  pour  ce  qui  va  suivre.  Considérons 
le  déterminant 
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et  comiiiançons  par  évaluer  son  degré  par  rapport  à 
toutes  les  variables  x/y  :  le  degré  de  O/y  est  évidemment 

m-hn{m  —  i) 
et  celui  de  B  est  en  apparence 

mais  il  est  en  réalité  moindre;  pour  nous  en  assurer, 
remplaçons  x/y  par  aijtjf  les  fonctions  6/y  prendront  la 
forme  tïj(//,  tj)  et  B  deviendra 

Le  degré  de  Bi  en  tt,  ^27  •  •  •  ^*st  le  degré  de  B  par 
rapport  aux  X/y  et  nous  allons  l'évaluer  :  à  cet  effet, 
posons 

0(0 


$/  = 


{t-ti)G'(fi) 


La  formule  d'interpolation  de  Lagrange  donnera 

> 

ct(/,  /{!.)=  Wi{i5i  +  Wîjj.$i-h..  .H-'Hji.plÎijl; 

si  dans  ces  formules  on  fait  ^  =  ai ,  a^^  ...»  ^jj^^  ^1  ?  •  • 
désignant  des  arbitraires,  on  voit  que 

Tïj(a,,/,)     T!j(aj, /i)     ...     Ts(a^,  ti) 
nj(ai,  /j)     ni(a,,  ^5)     ...     CT(rtp.,  ^j) 


G(ai)G(aj). . . 


=  e,  Sdz 


(r,  — a,)(^8-«2)...  G'(^)G'(^)... 


^Q    G(aOG(ai)...  G(cf^)  n(//~/y)  n(q/  — gy) 
'  G'(^)G'(/î)...G'(/j,)  ll(a,-a,) 

-  ±  B    G(<n;,)...  G(flf{^)    II(//  — 0)n(a/  — gy) 
*  G'(^)..  .  (V(/jj,)  G(ri,)G(aj)  ...  G{a^)' 


(  -"^o;  ) 
Reinplaroiis  les  membres  extrêmes  de  celte  suite  d'é- 
galités par  leurs  degrés  relatifs  aux  t\  en  appelant  3  le 
degré  de  0|,  nous  aurons 

car  n(f/ —  tj)  est  égal,  à  un  facteur  constant  près,  à 

G'(f,)G'(^2).... 

Ainsi  0  est  de  d<*gré  \».n{^m  —  i). 
Maintenant  posons 

D/  =  l>{Xxiy  Xiif  .  .  . ,  Xni  ), 


et  considérons  le  quotient 


e 


DjD, ...  Dp,' 

le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  de  même  degré 
(jL/i(m  —  1)9  ^  s'annule  quand  les  équations  (1)  ont  une 
solution  double,  le  dénominateur  D|  D2  .  . .  aussi,  0  et 
I)|D2  . .  •  sont  nuls  eu  môme  temps  :  donc  O  est  divi- 
sible par  D|  D2  .  • .,  donc  le  quotient  considéré  ne  con- 
tient pas  les  Xij.  On  peut  donc  évaluer  sa  valeur  numé- 
rique en  donnant  aux  x/y  des  valeurs  arbitraires  solutions 
d'équations  de  degré  m.  Prenons  alors  les  Xij  égaux  aux 
solutions  des  équations 


(3) 


o,  =  o,         9i  =  o. 


•  » 


9n  =  o; 


Hij  se  réduit  alors  à 


o 
o 


=    ?/H-l  (-a?!!,   Xî/,     .    .    .)    X/y, 


'frt_n(Xi/,  Tii,   .  .  .)       ... 

Â/y  désignant  une  quantité  indépendante  des  coefricients 


(3o8) 
du  o,;^i  ;  ou  peut  donc  écrire 


0 


A  ne  dépendant  pas  de  o„+i  \  donc  B,  ^ui*  e5/  de  tlfgrc  a 
y;«r  rapport  aux  coejficieiits  rf<?©i,  Ça,  ...9  'fw+o  s  an- 
mile  quand  les  équations 


(4) 


?1  =  o, 


<Pj  =  0, 


•  î 


Çrt^_i  =  o 


ont  une  solution  commune,  et  par  suite 

e  =  o 

est  la  résultante  des  équations  (1). 

Il  reste  à  prouver  que  6  n'est  pas  identiquement  nul  5 
mais,  avant  d'étaldir  ce  point,  je  ferai  observer  que  dans 
la  pratique  ou  pourra  supposer 


Jn  =  ( ^n  —  -^«l  )  { ^n  —  ^nt  )  •  •  •  (^n  —  ^nm  )  î 


le  tableau  des  ûTij  sera  alors 


^11»      ^21  >      •  •  •  »      ^«25 


•  •   •  9  «   • 


•  ) 


Pour  prouver  que  0  n'est  pas  identiquement  nul,  il 
suffit  de  montrer  que  A  nVst  pas  nul  en  général^  or  A 
est  un  déterminant  dont  Télément  général  est  de  la 
l'orme  ^/(xiy,  a^y,  .  .  . ,  ^wy),  la  valeur  de  $/  étant 


î/(^l»  J'2>    .  .  .)  = 


?n 

?12        • 

•  ■     ?U 

?'.. 

?i2  ■ 

•  .       ?in 

•      •      » 

•   •   •            • 

•    ■              •    •    • 

?;.. 

?/i2        • 

?ii/i 

lesx,7  étant  censés  solutions  de  (4).  Or  li  est  nul  p<)ur 
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.r,  =  T/y,  Xti  ^=  Jr.2j\  .  .  .  excepté  pour  /  =  /  cl  alors  il  se 
réduit  à 

r^(?»-?î ?/')  I  ^^^: 

le  déterminant  A  est  donc  égal  à  A|  A^  .  . .  A(x  qui  iiVst 
pas  nul  en  général. 

Maintenant  supposons  la  fonction  ^„^t  remplacée  par 
•iz  4-c3„^.i,  z  désignant  une  arbitraire  et  '}  une  fonction 
de  degré  /m;  dans  ce  cas  B  devient 

^-h  zBi-^.  ,.-4-  5^-0}i. 

et  Véqualioii 

a  pour  racines  les  diverses  valeurs  que  prend  —  •*— r" 

• 

quand  on  y  remplace  les  x  par  une  solution  des  équa- 
tions (3).  Les  coefficients  de  cette  équation  divisés 
par  BpL  font  alors  connaître  des  fonctions  symétriques 
(les  solutions  de  (3)  et  en  particulier,  si  Ton  suppose 
'}='♦?«+!  surcessi veulent  égal  à  Xi,  x^,  ..., x^,  xj,  .... 
Ou  peut  ainsi  se  procurer  très  facilement  ce  que  Ton 
appelle  les  fonc fions  simples  et  beaucoup  d'autres. 

On  voit,  en  particulier,  que  les  fonctions  sj'inélriques 
entières  des  soluti<insde  (.^)  neconlienneiit  en  dénomi- 
nateur que  OjjL  et  que  leur  numérateur  est  enti<'r  par 
rapport  aux  coefficients  des  o.  Or  (è^  est  la  valeur  que 
prend  0  quand  on  y  fait  'f,t^\  =  i  -  c'est  la  quantité  que 
nous  avons  désignée  plus  baut  par  A;  elle  est  divisible 
par  DiDj  . . .  1)^,.  Rien  n'empéclie  de  supposer  que  Ton 
a  enlevé  ce  facteur  de  B,  mais  alors  S^  est  manifeste- 
ment de  poids  nul  et,  pour  l'évaluer,  on  j)eut  supposer 
les  fonctions  o  réduites  à  leurs  termes  de  degré  m.. 

Il  est  bon  d'observer  que  Ton  peul  déduire  de  la 
ihéorie  précédente  l'expression  de  ce  que  l'on  appelle 


(3.0) 

les  polj  nomes  multiplicateurs;  il  suffit  pour  cela  de 
supposer  une  solution  des  équations y*i  =:  0,^2  =  o,  ..., 
f„  =zz  o  variable,  en  la  désignant  par  x^^  0:3,  -  .  -,  x^, 
et  en  supposant  que  x^=^Xt^,  Xo  =  X2(i7  •••  par 
exemple;  la  quantité  0  sera  alors  fonetîon  de  x^y  x^-  ««m 
x„.  Oron  a,  en  désignant  ^i^  par  ft<, 

^     àe  .       de  ^  de  . 

et,  en  remplaçant  0|,  O^,  .  .  .  par  leurs  valeurs  qui  sont 
de  la  forme 

on  a 

/  de  .        de  .  \ 

Les  coefficients  de  Çi,  Ça?  •••  dans  cette  formule  sont 
évidemment  les  polynômes  muliîplîcateurs. 

Supposons  B  =  o,  les  équations  (4)  ont  une  soluticm 
commune,  mais,  le  déterminant  6  étant  nul,  il  doit 
exister  une  même  relation  linéaire  entre  les  éléments 
d'une  même  rangée  :  on  doit  donc  avoir  des  quantités  Ç| , 
2^27  •  •  •  7  satisfaisant  aux  relations 

611  îi  -i-  Onïî  -h. . .+  6i|xîn  =  ^' 


quand  les  formules  (4)  ont  une  solution  commune; 
dans  le  cas  contraire,  les  premiers  membres  des  équa- 
tions précédentes  ne  sont  pas  nuls.  On  pourra  prendre 


Ci  = 


0,       0, 

O21        Ôj2 


0, 


4jJL 


e,^,    0 


'pii 


-i{ 


Oi 


{15 

de 


0 


|X|J. 


:  e 


fi    ^       \ 

-^^^'d^r.'") 


Î3  = .  ■ .  ; 


(  3..  ) 

li's  fondions  ^  jouiront  alors  de  la  propriété  suivante  : 
I"  î^/  se  réduira  à  un  pour  X|  =  Jt'i/,  X2  =  Xj/,  ...  ; 
'!"*    w/  sera  nul  pour  1  ^/  sî  Xi  =  Xij,  x^  =  ^27^  •••»  ^'^ 

l'ou  aura 

^îiïiH-  e«;,-h. .  .-h  o,(j,Çjjt  =  0,, 


ces  équations,  quand  6,  =  o,  Q,  =  o,  ...  font  con- 
naître les  fonetions  X^  de  la  solution  commune  aux 
équations  (4). 

Je  ferai  enfin  observer  que,  si  les  mineurs  de  6  sont 
nuls,  les  équations  (4)  ont  une  solution  double;  si  les 
mineurs  du  seeond  ordre  de  6  sont  nuls,  elles  ont  une 
solution  triple  et  ainsi  de  suite.  On  pourrait,  en  niodi- 
liant  un  peu  celte  métliode,  indiquer  le  moyen  de  eal- 
culerla  solution  commune,  mais  les  calculs  théorique- 
ment possibles  ne  seraient  d'aucune  utilité  en  prati(|ue 
a  cause  de  leur  longueur. 

La  reclierclie  de  la  résultante  a  jusqu'ici  été  subor- 
donnée à  la  théorie  des  fonctions  symélriques;  dans  ce 
qui  précède  je  fais  dépendre  au  contraire  la  théorie  des 
Ionctioii3  syinétri(|ues  de  la  théorie  de  Téliminatiou  :  le 
résultat  est  évidemment  plus  simple.  Mais,  même  dans 
ancienne  théorie,  on  n'était  p^s  parvenu  à  mettre  la  ré- 
sultante sous  forme  explicite;  on  peut  combler  cette 
lacune  comme  il  suit  : 

Au    point   de  vue  pratique,   le    résultat   que  je    vais 
'"  '^JUer  n'a  évidemment  aucune  valeur,  car  le  calcul 

Onctions    symétriques   restera  toujours  très  labo- 
rieux •    »^     •       •!  »  •  .    •  •  .  .1    ' 

>  "Xiais  il  peut  avoir  une  certaine  importance  theo- 
^  ^»   ^n  tout  cas,  c*est  Texpression  d'une  identité  re- 


(    3l2    ) 


Supposons  que 


•^«1 


•  •  » 


a: 


A|A 


soiml  les  solutions  des  équations  (4).  Désignons  par 
(Oi,  (Oo,  (i>3,  . .  . ,  a)||^  les  diflférents  termes  du  produit  (eu 
nombre  [x) 

(H-a:i-ha-î-»-...-l-a!*7*-*)(i-f-jr,-h  t*-!-.  .  .-h  xj»~*) . .. 

et  par  «o/y  la  valeur  que  prend  toi  quand  on  fait  Xi  =  Xtjy 
X2=  X2j'i  .  • . .  Désignons  toujours  par  A  le  déterminant 
fonctionnel  de  tpi,  «a,  ...,©„  et  par  Ay  la  valeur  qu'il 
prend  pour  J?|  =  Xiy,  Xj  =  JTay,  ....  Le  déterminant 
Sdz  a>ii,  (0|2,  ••M^|i|Ji  s'annule  toutes  les  fois  que  deux 
solutions  des  équations  (4)  deviennent  égales  et  il  en 
est  de  même  de  A|  As  .  .  .  Ajj.;  le  carré  du  premier  déter- 
minant est  de  même  degré  :  donc 

G  désignant  une  quantité  indépendante  des  solutions 
de  (4)  et  par  suite  ne  dépendant  que  des  coefficients 
des  termes  du  degré  le  plus  élevé  dans  les  o.  Considé- 
rons alors  les  deux  déterminants 


tOj, 


'^"'■'    A, 


Y/;  ^  1 


'a 


10. 


{J.2 


(i> 


l*ï 


•""»    Al 
^"^»    A, 


w, 


^|X 


dans  lesquels  «J,^,  désigne,  pour  abréger, 

©rt+i  (J'iif  a:2/.  . . . ,  :rai)     et     S  ih  w,i  w»  . .  .  o>^^ 


(  3.3  ) 


le  premier  est  égal  à 


AiÀi . . .  Art 


S  dt  et>i|(i)st ...  b) 


|i|ii 


leur  produit  sera  donc  <p^*,^,  <pj^,  . . .  f^^.,,  à  un  facteur 
près,  qui  ne  dépend  que  des  termes  du  degré  le  plus 
élevé  dans  fi,  ^2,  •••,  ^;,;  en  égalant  ce  produit  à 
zéro,  on  aura  la  résultante,  qui  est  par  conséquent 


v  ?«+«*■»? 

^  <pn-t-t«»iO>t 

2d    "À 

2à            \                '             ' 

^  ?«+«  «»J 

2i        A 

=  G. 


Tous  les  termes  du  déterminant  sont  des  fonctions 
symétriques^  calculables  par  la  méthode  de  Jacobi.  Ce 
résultat  montre  comment  on  peut  arriver  de  proche  en 
proche  à  former  la  résultante  en  passant  successivement 
par  des  systèmes  à  deux,  trois,  etc.  inconnues. 

Les  fonctions  symétriques  de  Jacobi  \]  —  sont  en  gé- 
néral difficiles  a  calculer;  il  en  est  cependant  un  certain 
nombre  qui  sont  nulles,  ce  qui  dispense  d'en  faire  le  cal- 
cul ;  il  y  en  a  un  certain  nombre  d'autres  que  Ton  peut 
encore  calculer  pratiquement  en  évitant  la  méthode  de 
Jacobi  que  Ton  ne  peut  pas  matériellement  employer. 

Posons 


4-(a?rt-ar„y)(p^^, 


:  A/. 


fi  =  <ft(<Pijj  af»y,  •  • 

.)  +  (. 

Ti  —  a 

•tj)<fii+- 

?'.. 

?'.. 

••■      ftn 

Ç/  = 

?i. 

?'.. 

• 

•  •  •      ftn 

?'-. 

f'n. 

'  •  •      fnn 

Si  Ton  désigne  par  F  une  fonction  quelconque  de  oti, 
^2î  • . . ,  JC/i)  de  degré  inférieur  à  m  et  par  F/  la  valeur 
Ann,  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  XU.  (Août  iBgS.)  ^3 


(3.4) 
qu'elle  prend  pour  x^  =  Xi/,  x^  =  ^21,  . . . ,  on  aura 

F  =  F,Çt-f-F,|,-h...^-F^Ç,4, 
en  particulier 

Si  Ton  fait  ridendfîcation  des  deux  membres  de  la 
formule  prëcédeute,  on  trouve  des  formules  qui  sont 
des  cas  particuliers  de  la  formule  de  Jacobi. 

On  peut  donner  à  la  résultante  des  équations  (4)  ou 
plutôt  aux  éléments  du  déterminant  6  une  forme  qu'il 
est  bon  d'indiquer  :  soit/(a:i ,  X2y  •  •  • ,  Xn)  un  polynôme 
entier,  04,029  . . .,  c^  des  quantités  quelconques.  Po- 
sons 


F 

'0 


on  aura 


àx 


^  r^  V 

1      Jù 


0 
ÔF 


—  =J    /,(c,-h<a-i— /,,  c,-f-«a?,— c,,  ...)^«, 


dx^ 

"         "0  \ 


on  en  conclut 


'à 


/t  % _^        
^./{cfhtxt—ci,  Ci-htxt  —  c't,  .,,)dt 

Il  résulte  de  là  que  les  fouctions  que  nous  avons  dé- 
signées par  Q  sont  des  déterminants  fonctionnels,  et  si 


(3.5) 
l'on  fait 


/i jf 


on  aura 


07(*i,ar„  ...,ar„)=  ^^*'^**«> *n^t./) 

au  signe  près^ 


MG»NNAiTU  SI  IIN  POLYNOIB  A  PLUSIEURS  VARIABLES 
PEUT  ÊTRE  MGOMPOSÉ  EN  PAGTEURS  ENTIERS; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Soient  J'^f/ij  •  •  'j/n  des  polynômes  entiers  en  Xi, 
Xs,  •  •  •  9  ^n  de  degré  m.  SoieDt 

3?ii,    3?ji,     •  •  •  )    ^/iif 

*it»    ^ti-    •  •  •  I    ^iii» 

•••f     ••••    •■•}     ■■•f 

les  [i.  =  /n''  solutions  supposées  finies  et  distinctes  des 
équations 

On  peut  poser 

//  =//(^iy»  ^*y»  •  ••)-+-//,  (art  -  ar,y)-+-. .  .^f/^^(^x^~x„j), 
fii  9/129    •  •  •  désignant  des  polynômes  entiers  de  degré 


(  3'6  ) 
m —  I  et  cela  d'une  infinité  de  manières;  posons  alors 


?-= 


f\\       f\% 

fit    fit 


•  •  •     Jin 

•  •  •     Jtn 


a    •    •  •   • 


Jni    jm     •••    y» 


na 


Les  [X  quantités  Si,  ^2?  •••)  i(i  jouiront  des  propriétés 
suivantes  (nous  supposerons  toujours  que  ^i  se  change 
en  Çy*  quand  Xi/,  X21,  . .  •  se  changent  en  Xiy,  x^y,  .  •  . , 
ce  qui  est  évidemment  permis)  : 

1°  Entre  les  ^  il  ne  saurait  exister  de  relations  ho- 
mogènes à  coefficients  constants.  En  effet,  on  peut  re- 
marquer  que  Ç/  est  nul  en  même  temps  que  les  /,  excepté 
pour  X|  =X|j,  X2  =  X2i^  ...  et  que  pour  ces  valeurs 
des  X  il  se  réduit  à  Tunité;  si  l'on  pouvait  avoir 

en  faisant  X|  =  Xt ,  X2  =  X2t  . .  • ,  on  aurait 


a,  =  0; 


on  verrait  de  même  que 


at  =  o, 


2®  Si  Ton  a 


âf ,  £129  •  •  •  9  ^1 9  ^2?  •  •  •  étant  des  constantes,  on  en  con- 
clura 

ai=  bt,        aj^bt,         ...; 

3**  Si  Ton  désigne  par  F  un  polynôme  entier  en  jc 
qui  prenne  pour  x^i^  Xzi'i  ...  la  valeur  F,-  quel  que 
soit  I,  on  aura 


F^F,t,^-F,t,^...^F^jj^, 


(3.7  ) 
le  signe  ^  désignant  une  égalité  dans  laquelle  on  né- 
glige des  multiples  àej^yf^^  .  •  "tfa\  ^n  eflet,  les  deux 
membres  de  la  formule  précédente  sont  égaux  quand 
les  y  sont  nuls. 

D|Ç|  est  de  degré  n{m  —  i)  euxu*,  x^i^^  . . . .  D/  dési- 
gnant la  valeur  de 

à(xt  •• . Xfi) 

pour  X{  =Xt<,  X2  =  x^i't  . .  •,  les  termes  de  D/^/  qui 
contiennent  X\^  x^.  ...  ou  x^  sont  de  degré  inférieur  : 
donc,  d'après  un  théorème  connu  de  Jacobi,  dans  la 
somme  S^/  tous  les  termes  contenant  les  variables  X|, 
0:29  •  •  •  seront  nuls^  ainsi  SÇ/  ne  dépend  pas  des  x\  or 
pour  des  valeurs  des  x  annulant  les  y,  S^i  est  égal  à  un, 
donc  ; 

4°  On  a  la  relation 

5**  De  (a)  on  lire 

(3)  ^  5iEt-^  U  -+-... -H SjÎ,i  =  Sî, 

(  ; 

6**  \i\j  est  nul  en  même  temps  que  les  /,  \]  aussi, 
excepté  pour  X\  =  Xi\ ,  x^  =  x^h  ...  et  alors  il  est  égal 
à  un  ;  on  a  donc 

Cela  posé,  considérons  un  polynôme  F  de  degré 
m  —  I  au  plus  \  on  peut  poser 

F  =  ¥(xuy  a?i/,  . . .)  (^1  —  x\i)  F*;  -4- . . . H- (a?a—  Xni)  Ff^, 

F'^,  Fj,  . .  .  désignant  des  polynômes  de  degré  inférieur 


\ 


km 


(3.8) 
I  et  Ton  aura,  en  posant 

F/=  F(a?,/,  a?j/,  .- .)» 
F -F,      F*;      F',     ...     Fi 

/i         y  11      y  il 


•  •  •    y» 


AA 


=  o. 


y»        /ai 
ce  que  Toa  peut  écrire 

(F  -  F/)îf  D/  ==  Xi/,-4-  ^,/,-^. .  .-h  X«/„, 

X|,  )^29  •  •  •  désignant  des  polynômes  de  degré  Inférieur 
a  /z  (m  —  I  )  ;  on  en  tire 

(F-F,)î/=^^/,-^...^-X;,^^. 

Si  dans  cette  formule  on  fait  î=  i,  a,  •  •  •  et  si  Ton 
ajoute  les  résultats  obtenus,  on  aura,  eu  vertu  du  théo- 
rème de  Jacobi  déjà  invoqué^ 


2(F-F/)î/  =  o 


et,  en  vertu  de  (2), 


(4) 


F  =  F,5,-hF,Çt-+-...-hFMÇ  . 


Le  signe  =  devrait  être  remplacé  par  ^  si  le  degré 
de  F  surpassait  m  —  i . 

Supposons  que  le  polynôme  F  de  m  —  i  soit  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  <p,  A  des  degrés  n,  p^  n  -+-/><«', 
on  aura 

'l' - 'l'i 5i -H '{'s $î -+- . . . -H  i|/(iÇ|i, 

<pi,  ^i  désignant  ^{x^i,  Xj/,  . . .)  et  '!f{Xii,  OTai,  . . .)  et 
par  suite 

remplaçons  dans  cette  formule  ^j  par  sa  valeur  tirée 


I 


(  3.9) 
de  (  3  ),  uous  aurons 

et,   en  vertu  de  (  4), 

c  est  «ne  relation  entre  les  Ç/,  Çy  :  il  existera  ainsi  entre 
ces  quantités  une  infinité  de  relations,  mais  il  est  clair 
qu*eiJes  ne  seront  pas  toutes  distinctes.  ' 

Dans  la  pratique,  il  conviendra  de  prendre 


•  •  •  • 


alors  les  Ç/  seront  de  la  forme 

ftA"/n        __       J i^ 

/i(«/)/s(^y)---        ^1  — «1  ^t—bj 

Pour  former  les  relations  identiques  du  second  degré 
entre  les  Ç/  nous  calculerons  les  Ç/,  Çy  en  observant 
qu  Ils  sont  égaux  à  des  sommes  de  fractions  simples, 
abstraction  faite  du  facteur /^/^  ...  et  qu'ils  sont  par 
suite  exprimables  linéairement  en  fonction  de  quantités 
^*^  forme /i yiyi,  ...  Ç  pourvu  quMIs  ne  contiennent 
pas  cîj^  dénominateur  de  facteur  carré. 

Considérons  d'abord  les  produits  \i  Çy,  dans  lesquels 
es  lettres  a^b^c^..,  n'entrent  qu'avec  les  indices  i,  a^ 
^^"^  <i^eux  contiendra  en  dénominateur 


(ar,  —  ai )  (ar,  —  a, )  (ar,  —  6i  )  ( j:j  --  6,) . . .  ' 

R 

^^    Pï^oduit  que  Ton  peut  obtenir  en  prenant  les  fac- 
**^  Ç  de  plusieurs  manières  est  le  seul  que  l'on  pourra 

*^er  :  il  en  résulte  l'égalité  de  plusieurs  produits  de 

la  f  2'* 

^'^tne  i/Çy;  ces  produits  sont  au  nombre  de  —  =  2"~* , 


(  i'io  ) 

et  fournissent  a**"*  —  i  relations  entre  les  Ç/,  ^j\  mais,  au 
lieu  de  combiner  les  lettres  portant  les  indices  i,  a,  on 
peut  choisir  deux  indices  quelconques  :  le  nombre  total 
des  résultats  obtenus  sera  a"'*  —  i  multiplié  par  le 
nombre  de  combinaisons  de  mn  lettres  où  il   y  aura 

deux  <2,  deux  i,  etc.,  c'est-à-dire  -~^  •  Ce  n'est  pas  tout  : 

nous  avons  dit  que  les  produits  \i\j  s'exprimaient 
linéairement  au  moyen  des  f\^f^y  •  •  '^fni  \i  entre  les 
relations  qui  expriment  les  i/Çy)  on  pourra  en  général 
éliminer  les^^i^y^,  • .  •^fn^  \ij  ce  qui  fournira  de  nou- 
velles identités  entre  les  \i  \j. 

Quels  que  soient  les  polynômes  y*  dont  on  fera  usage, 
les  identités  entre  les  \i\j  ne  renfermeront  pas  les  (/, 
car  devant  avoir  lieu  pour  jTf  =  Xn ,  X2  =  :r:2i)  ...  leurs 
coefficients  seront  nuls,  etc. 

Lorsque  Ton  aura  formé  les  identités  entre  les  \i  Çy, 
il  sera  facile  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Etant  donné  un  polynôme  F  de  degré  m  —  i ,  recon- 
naître s'il  est  réductible  et  dans  ce  cas  le  décomposer 
en  facteurs  entiers. 

Pour  cela  on  ajoutera  à  l'identité 

F  =  LF/^,-  2Ç,.  =  SÇ,Çy(F/+  Fy), 

toutes  les  identités  qui  ont  lieu  entre  les  ^/,  \i  respecti- 
vement multipliées  par  des  facteursXi,  )^3, ....  Eprendra 
la  forme 

F  =  Sa/yÇ,Çy, 

où  les  aij  contiennent  les  \  linéairement.  S'il  existe 
alors  des  valeurs  non  nulles  des  X  pour  lesquelles 
2^^'/yj  \i\j  se  réduise  à  une  somme  de  deux  carrés,  F  ne 
sera  pas  irréductible,  et  réciproquement  si  F  est  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  enlieis  -«/y,  Ç/Çy  pour  des  valeurs 


(    .$21    ) 

^^cnables  des  X,  se  réduira  â  une  somme  de  carrés  :  il 

■te  ' 

\  ^^ra  autant  de  systèmes  de  valeurs  de  X  satisfaisant 
^^Ue  condition  que  de  manières  de  décomposer  F  en 

*^^urs  entiers. 

,  ^our  exprimer  que  F  est  une  somme  de  deux  carrés, 
'9ut  écrire  qu'une  certaine  équation  bien  connue 

^  i^  ' —  a  racines  nulles,  ee  qui  fait  p.  —  2  conditions  à 
<''i*/re  et,  comme  F  n'est  généralement  pas  un  produit,  le 
^^I>M^^  des  X  est  inférieur  au  —  a  :  le  nombre  des  iden- 
*****  Ire  les  Ç/  Çy  est  donc  inférieur  à  (x  —  a. 


'^^^^CIOURS  VAIMIISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1893 

(PREHIBRE  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

Et^.rm^.  donnés  deux  axes  rectangulaires  et  sur  l'axe  des  x 

dettV     p» oints  A,  B  dont  les  abscisses  sont  a  et  6,  sur  Taxe  des^ 

uop^^^  v-^t  C  dont  l'ordonnée  est  c,  on  considère  le  faisceau  des 

^yp&v^&>oles  équilatéres  qui  passent  par  les  trois  points  A,  B,  C. 

i*     ^"ormer  l'équation  de  celle  de  ces  hyperboles  qui  a  une 

asy^'^P^ote  dont  le  coefficient  angulaire  est  un  nombre  donné  X, 

^t  î^^ï'iii^r  l'équation  de  cette  asymptote. 

T^T'   un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  une  ou  trois 

^roit^es     telles   que   chacune   soit   une    asymptote   d'une   des 

byP^^'^oles  considérées.  Former  l'équation  du  lieu  des  points 

par  lesquels  passent  trois  droites  qui  satisfont  à  cette  condi- 

v\ot^<)  et  qui  de  plus  sont  telles  que  deux  d'entre  elles  sont  rec- 

vat*Ç"^3i*"'es.  Construire  ce  lieu,    indiquer  les  points  où  il  ren- 

cofllre    les  côtés  du    triangle   ABC;  puis,  prenant   un    point 

quelconque  M  sur  ce  lieu,  trouver  le   oenlrc  de  chacune  des 
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hyperboles  considérées  qui  a  une  asymptote  passant  par  ce 
point  M. 

2^  Former  Téquation  de  celle  des  hyperboles  considérées 
qui  a  un  axe  dont  le  coefficient  angulaire  est  un  nombre 
donné  yi,  et  former  l'équation  de  cet  axe. 

Par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  une  ou 
trois  droites  telle^s  que  chacune  soit  un  axe  d'une  des  hyper- 
boles considérées. 

Former  Téquation  du  lieu  des  points  par  lesquels  passent 
trois  droites  qui  satisfont  à  cette  condition,  et  qui  déplus  sont 
telles  que  deux  de  ces  droites  ont  des  coefficients  angulaires 
égaux  et  de  signes  contraires.  Construire  la  ligne  représentée 
par  cette  équation;  et,  sur  cette  ligne,  limiter  les  parties  sur 
lesquelles  doit  être  un  point  pour  que,  par  ce  point,  passent 
trois  droites  réelles  satisfaisant  aux  conditions  de  renoncé. 


Calcul  trigonométrique. 

Calculer  les  côtés  et  les  angles  d*un  triangle  dont  on  donne 

les  médianes  a,  p,  y^  issues  respectivement  des  sommets  A, 

6,  C  du  triangle 

a  =  laoooo, 

p  =    90000, 

Y  =    60000. 

Physique. 

I.  Un  thermomètre  pesant  A  grammes  ne  pèse  plus  que 
B  grammes  dans  Teau.  Déduire  de  ces  données  le  poids  ap- 
proximatif de  mercure  qu'il  contient. 

Application  numérique  : 

Poids  spécifique  du  mercure 8  =  i3 ,6 

Poids  spécifique  du  verre d=^   2,4 

A  =  a3«%76,        B  =  20»^o4. 

II.  Dans  un  miroir  concave  de  rayon  R  dont  l'axe  est  ver- 
tical on  a  versé  un  liquide.  Sur  l'axe  à  distance  p  est  une 
source  monochromatiqu«  P;  l'indice  du  liquide  pour  les  radia- 
tions qu'elle  émet  est  n. 
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On  demande  d'établir  la  formule  qui  permet  de  calculer  la 
distance  p*  à   laquelle   se  formera  le  foyer  conjugué  P'  du 


P\ 


poînl  P  pour  les  rayons  centraux,  le  système  optique  étant 
supposé  sans  épaisseur. 


Chimie. 

I.  Des  propriétés  chimiques  du  chlore.  Insister  tout  spécia- 
lement sur  les  réactions  d'addition,  de  substitution  et  d'oxyda- 
tion données  par  ce  métalloïde. 

II.  Établir  la  formule  de  Facide  chlorhydrique.  Vérifier  la 
formule  trouvée  par  la  considération  du  poids  moléculaire,  con- 
naissant la  densité  1,27  du  gaz  chlorhydrique. 


Ép 


ure. 


L'axe  d'un  cône  de  révolution  supposé  plein  est  situé  dans 
le  plan  horizontal  de  projection;  on  considère  les  deux  demi- 
nappes  de  ce  cône  situées  au-dessus  du  plan  horizontal  et  li- 
mitées à  des  plans  parallèles  ;  on  les  coupe  par  un  cylindre 
oblique  à  base  de  cercle;  on  enlève  du  cône  les  parties  situées 
dans  rintérieur  du  cylindre.  On  demande  de  représenter  par 
ses  projections  le  demi-cône  solide  dans  lequel  on  a  pratiqué 
ainsi  une  entaille  cylindrique. 

L'axe  du  cône  est  la  bissectrice  de  l'angle  en  s  du  triangle 
par  l'axe  asb. 

Le  côté  ab  coïncide  avec  la  ligne  de  terre,  et  l'on  a 

ara  =  0",  076,  .      a6  =  o'",i29,        6^  =  o™,o65. 
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Les  plans  parallèles  qui  limitent  le  cône  sont  les  suivants  : 
i"*  Le  plan  mené  par  la  ligne  de  terre  et  dont  la  partie  supé- 
rieure fait  avec  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal  un  angle 
de  60"; 

2^  Le  plan  parallèle  au  précédent  dont  la  trace  horizontale 
cd  est  déterminée  par 


se   =    ©""jOyO. 


La  base  du  cylindre  est  un  cercle  de  o^jOÔo  de  rayon,  situe 


^ 

ç. 

^ 


b 

•                                        • 

■      / 
•    » 

CL'- -^ 

y 


dans  le  plan  vertical  de  projection  au-dessus  de  la  ligne  de 
terre  et  tangent  en  6  à  cette  ligne;  les  génératrices  horizon- 
tales du  cylindre  sont  parallèles  à  sb. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  : 

i*"  Un  point  quelconque  de  Tintcrscction  et  la  tangente  en  ce 
point; 

là"  Un  point  quelconque  de  Tune  des  bases  du  cône  et  la 
tangente  en  ce  point; 

3*"  Un  point  quelconque  de  la  trace  du  cylindre  sur  Tun  des 
plans  de  base  du  cône  et  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur  :  Cône  entaillé  par  un  cylindre. 
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Les  titres,  en  lettres  dessinées,  sont  de  rigueur.  Le  cadre 
a  o*",  45o  sur  o'",27o. 

La  ligne  de  terre  est  parallèle  au\  petits  côtés  du  cadre  à 
o"*,  a63  du  petit  côté  inférieur  et  à  o"",i87  du  petit  côté  supé- 
rieur. 


SOLUTION  BU  PROBLÈME  Bl  MÉGANiOUE  PROPOSÉ 
AU  CONCOURS  B'AGRÉGATION  BE  1893; 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


J^  'vais,  comme  je  le  fais  depuis  plusieurs  années, 
prcse;nter  à  quelques  lecteurs  des  Nouvelles  jinnales 
une  solution  du  problème  de  Mécanique  proposé  au 
^^'^^^i^r  concours  d'agrégalion  des  Mathématiques  :  elle 

*  ^*^t-îcint  bien  facilement.  Résumons  Ténoncë. 

^^  périmètre  ABC  d'une  plaque  pesante  contient  un 
s®g*x^^int  rectiligne  AB  assujetti  a  resUîr  sur  un  plan 
^'^^  l:iorizontal  P,  sur  lequel  il  peut  glisser  sans  frotte- 
^"^^■^^  :  la  plaque,  d^abord  immobile,  est  abandonnée  à 
*  *^^^îon  de  son  poids.  On  demande  la  condition  néces- 
sai  K^^^  et  suffisante  pour  que  la  droite  AB  reste  parallèle  à 
***^*^^ — ^xnême.  Cette  condition  est  satisfaite  pour  une 
P'^^^ae  homogène  ayant  la  forme  d'un  demi-cercle  dont 
-^"      serait  le  diamètre  limite  :  en  supposant  AB  égal 

*  "^^^  et  Tangle  initial  de  la  plaque  avec  l'horizon  égal 
a  oo^,  on  demande  une  limite  inférieure  et  une  limite 
s**p«rîeure  du  temps  que  la  plaque  met  pour  arriver  en 
coïi^^i  jg^çç  avec  le  plan  P. 

"^iis  le  plan  de  la  plaque  et  par  son  centre  de  gra- 

^'*'^>  naenons  deux  axes  Go:,  Gj/",  le  premier  parallèle, 

^utre    perpendiculaire    à    AB;   la  direction   positive 
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de  Gy  esl  telle  que  rordonnée  des  divers  points  de  AB 
ait  une  valeur  négative  — &•  Soient  M  lâ  masse  de  la 
plaque,  m  celle  d*un  de  ses  éléments  dont  le  centre  de 
gravité  a  pour  coordonnées  x^jr\  nous  poserons 

Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangulaires  fixes 
dont  les  deux  premiers  sont  dans  le  plan  P;  GX|,  GY|, 
GZf  des  axes  parallèles  aux  premiers,  menés  par  le 
centre  de  gravité  de  la  plaque  :  la  position  de  celle-ci 
peut  être  déterminée  par  Fangle  0  que  fait  son  plan 
avecGX|Y|  ou  avec  le  plan  P,  l'angle  ^  de  Gx  avec 
GX|,  enfin  par  les  coordonnées  Ç,  7^,  ^  du  point  G  par 
rapport  aux  axes  fixes;  Ç  est  égal  à  /isinO. 

On  obtient  la  condition  demandée  en  considérant  le 
mouvement  relatif  de  la  plaque  par  rapport  aux  axes 
GX|,  GY|,  GZ|  :  relativement  à  GZ{,  le  poids  et  les 
réactions  exercées  le  long  de  AB  ont  des  moments  nuls  ; 
la  somme  |jl  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
relatif  autour  de  GZ|  doit  être  constante. 

Si  AB  conserve  une  direction  fixe,  ^  sera  constant  et 
nous  pouvons  le  supposer  nul  ;  on  a  alors,  pour  les  coor- 
données de  l'élément  m, 

d'où 

à  l'instant  initial,  |x  est  nul  :  il  restera  donc  égal  k  zéro. 
Or  ^  ne  peut  être  constamment  nul  que  si  la  plaque 
est  en  équilibre  et  cela  exige  évidemment  que  0  soit 
d'abord  égal  à  db  -;  à  cette  condition,  AB  restera  im- 
mobile,  quelle  que  soit  la  constitution  de  la  plaque.  On 
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peut,  à  un  certain  point  de  vue,  supposer  que  sinQ  reste 
nul,  la  plaque  restant  couchée  sur  le  plan  fixe;  c'est 
une  position  d'équilibre  possible,  â  condition,  toutefois, 
de  supposer  que  toute  la  plaque,  et  non  pas  seulement 
la  droite  AB,  puisse  être  retenue  par  le  plan  P.  En 
mettant  à  part  ces  deux  cas  exceptionnels  d'équilibre, 
la  condition  générale  pour  que  |x  reste  nul  et  ^  con* 
stanty  c^est  que  F,  ou  Hmxy,  soit  nul,  c'est-à-dire  que 
Gx  et  ijjr  soient  les  axes  principaux  de  la  plaque  en 
son  centre  de  gravité. 

On  peut  retrouver  cette  condition,  s'assurer  qu'elle 
est  suffisante  et,  en  outre,  déterminer  le  mouvement  de 
la  plaque  au  moyen  des  équations  de  Lagrange,  toujours 
si  précieuses.  La  force  vive  de  la  plaque  est,  d'après  le 
théorème  de  Kœnig, 

aT  =  M(Ç'»-+-  Tji-h  (;'t)-h  2m(X;«-4-  ¥',»-+.  Z;«); 
or  on  a,  ^  étant  quelconque, 

Xi  =  a?  cos  4^  — y  cos  6  sin  ^, 
Yi  =  ar  sin  ^  -^-y  cos  6  cos  tj', 
Zi  =j^siD6; 

d'où,  par  un  calcul  des  plus  faciles, 

2T  =  M(Ç'»-+-  7)'»-+-  A«e'«  cos'O) 

-h  A(e'»-f-  4/'*  cos«0>-i-  B^J;'*—  aFe'4^'  sinÔ. 

Le  travail  virtuel,  pour  un  déplacement  compatible 
avec  les  liaisons,  des  forces  agissant  sur  la  plaque  est 
—  M^A  cosQ  S6  et  les  équations  de  Lagrange  prennent 
la  forme 

(2)  ^  (Af  cos«e  +  B^/'-  FO'sine)=  o, 

J  (A-+-xM/iScos»e)0'— M/i20'2sinOcose 
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Pour  (jue  ^'  soit  coiistainmenl  nul,  Téqualiou  (a) 
inonire  que  F6'  sin8  doit  être  constant  et,  par  suite,  nul 
d*après  les  conditions  initiales  :  c'est  le  résultat  que 
nous  avons  obtenu  et  interprété  tout  à  riieurc.  D'ail- 
leurs, avec  ^'  =  o,  les  équations  de  Lagrange  et  les  con- 
ditions initiales  peuvent  être  satisfaites  pour  des  valeurs 
de  ^,  Tt,  0  que  nous  trouverons  bientôt;  le  mouvement 
dans  lequel  AB  garderait  une  direction  lixe  est  donc 
possible  :  suivant  Tun  des  principes  de  la  Dynamique, 
il  aura  certainement  lieu. 

Les  équations  (i),  avec  la  condition  que  i^  et  y^^  soient 
nuls,  montrent  que  le  centre  de  gravité  G  reste  sur  une 
même  .verticale,  fait  aisé  à  voir  directement.  En  suppo- 
sant ^'nul,  les  deux  membres  de  l'équation  (3),  multi- 
pliés par  2O',  sont  des  dérivées  exactes  :  intégrant  et  se 
rappelant  que  6^  est  nul,  on  trouve 

(4)  (A-+-MA*cos«e)e'»  =  2iM^A(siiieo— sin6); 

cette  équation,  qui  se  déduirait  de  l'intégrale  des  forces 
vives,  permet  d'obtenir  t  par  une  quadrature  en  fonction 
de  6. 

Dans  le  cas  d'une  plaque  semi-circulaire  homogène, 
l'axe  de  symétrie  Gj  est  visiblement  axe  principal  pour 
tous  ses  points  et  le  mouvement  considéré  aura  lieu. 
Le  rayon  du  demi -cercle,  étant  égal  à  l'unité,  on  sait, 

ou  l'on  trouve  aisément,  que  h  est  égal  à  r;;  et  le  rayon 

de  giration  autour  de  AB,  à  ^;  d'où,  par  une  relation 
bien  connue, 

.=M(l-.)=ïï(.-«). 

Divisant  tous  les  termes  de  l'équation  (4)  par  M  et 
faisant  sinOo  ^g^l  ^  7^  ^^  trouve 


résolvons  par  rapport    à  dt  et  intégrons  en  faisant  va- 
rier 9  de  X-  à  G  :  si  nous  représentons  — -  par  A*,  nous 

aurons,  pour  le  temps  que  la  plaque  met  à  tomber  sur  le 
plan  P, 

(5)       ,,  =  i,/E  f'.^U^^^^^,. 


On  demande  enfin  une  limite  inférieure  et  une  limite 
supérieure  de  t\  :  la  question  est  embarrassante  en  ce 
sens  qu'elle  comporte  une  infinité  de  réponses.  On  peut 
donner  pour  limites  de  t^  zéro  et  l'infini;  ce  sont  au 
moins  les  plus  faciles  à  trouver.  Voici,  toutefois,  com- 
ment on  en  peut  obtenir  de  plus  rapprochées.  Trans- 
formons Tintégrale  (5)  en  posant  sinO  =  -jcosf  :  on  a 

JA                   sinQ  rf?  .   ^  .  .  I 

aO  = ======>  i  — riSinO  ~  2  8in*  -  ç. 

/         1  •^' 

Quand  6    varie  de  ^  à  o,   o  croît  de  o   à  —  et  Ton 


% 

trouve 


ir 


/     V  *  —  1  ^^^  ? 


(<^)        't  =  7l/.Ti      /        4   /'       V  "     ^^»^^?^?' 


On  reconnaît  aisément  que  la  valeur  du  radical  croît 
avec  celle  de  cos^y;  elle  est  donc  comprise  entre  i  et 

â /l  (i  — A^),  soit  environ  i,o4554.  Comme  on  a  d'ail- 


leurs 

T, 
\ 


il  en  résulte  que  ti  est  compris  entre  -i/ —  et  le  pro- 
Ann.  de  Afathémat,,  3»  série,  t.  XII.  (Août  1893.)  2:« 
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duît  de  cette  quantité  pari/^(i  —  h^).  On  peut  avoir 

des  limites  plus  rapprochées  si  Ton  remarque  que  le 
radical  de  l'intégrale  (6)  est  compris  entre  i  -j-  acos^f 
et  1  -f-  i  cos'çp,  ou  Ton  a  posé 

ces  inégalités  se  démontrent  sans  peine  en  considérant 
les  carrés  des  quantités  que  Ton  compare  :  comme  on  a 


« 


1       COS*^  COS  -  (p  rfç  =   — r  \/9., 


8 

ar  I  -f-  -T  a 

i5 


^1  est  compris  entre  les  produits  de  -4/  —  p 

8 
et  par  i  H — ?  b^  soit  environ  par  i,oi863  et  1,02429. 

On  pourrait  obtenir  une  infinité  de  systèmes  de  limites, 
aussi  resserrées  que  Ton  voudrait.  On  peut  remarquer 
que  si  le  point  G  tombait  comme  un  point  pesant  libre, 

le  temps  de  sa' chute  serait  t— 1/ — ">  *'  ^?^  moindre  que 
la  première  des  limites  inférieures  données  pour  f|. 


ÉCOLE  NAVALE  (CONCOURS  DE  1895). 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE; 

Par  m.  E.-N.  BARISIEN. 


Oxy  étant  deiix  axes  rectangulaires,  et  A,  A',  B 
trois  points  situés  sur  ces  axes  à  une  même  distance 
de  t' origine,  disposés  comme  l'indique  la  figure 


OA  -:OA'  =  OB=  R 


(  ;«'  ") 

i^  Équation  des  paraboles  circonscrites  au  triangle 
AA'B,  en  prenanf  comme  paramètre  variable  le  coef- 
ficient  an  g  niait  e  m  de  l'axe 

\y 


B 


Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  de  ces  para- 
boles :  distinguer  les  régions  du  plan  pour  lesquelles 
ces  deux  paraboles  sont  réelles. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  axes  de  ces 
deux  paraboles  sont  rectangulaires  est  une  circonfé- 
rence (C). 

Construire  en  coordonnées  polaires  le  lieu  du  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  O  sur  les 
axes  de  toutes  les  paraboles  circonscrites  au  trian- 
gle  ABA'. 

2"  Lorsqu'un  point  M  décrit  la  circonférence  (C),  le 
point  de  rencontre  des  axes  des  deux  paraboles  pas^ 
sanf  par  ce  point  décrit  également  une  circonférence. 

3"  L'hyperbole  équilatère,  circonscrite  au  triangle 
ABA'  et  dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  des 
deux  paraboles  passant  par  un  point  M  de  la  circon- 
rence  (C),  passe  par  ce  point  M. 

i  L'équation  générale  des  paraboles,  ayant  un  axe  de 

coeflScîent  angulaire  m,  est 
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OU)  en  développant, 

(y  —  m ^)* -h ( 2 X  —  ^ni)y  —  ( a X m  -h p ) ar -h  X*  —  p|jL  =  o. 

Exprimons  que  cette  parabole  passe  par  les  points  A 
et  A'  :  on  trouve,  en  faisant  j/*  =  o,  les  deux  relations 

(i)  aXm  H-  p  =o, 

(2)  X»~-pji  =  -m*R«. 

On  trouve  de  même,  en  exprimant  que  la  parabole 
passe  par  B',  la  relation 

(3)  R»  — R(2X  — pm)-hX«~pji  =  o, 
ou,  d'après  (3), 

(4)  aX  — p/?i  =  R(i  — m»). 

Les  relations  (1),  (a)  et  (4)  permettent  de  déter- 
miner X,  p  et  [JL  en  fonction  de  m. 

La  valeur  de  \  seule  nous  intéresse   :  elle  a  pour 

expression 

.  _  (I  — yn<)R 

""  2(1-1-  m»)  ' 

En  tenant  compte  de  (i),  (2)  et  (4),  Téquation  géné- 
rale des  paraboles  devient 

(5)  {y  —  ma?)«-h(i  —  m')  R7  —  m«R«  =  o. 

Cette  équation  s'écrit,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  m, 

(6)  /n*(a:*— Rj^— R*)      rkmxy  -\-y'^-\-Ky  ^  o. 

Donc,  par  un  point  {x^j)  du  plan,  il  passe  deux 
paraboles  répondant  aux  deux  valeurs  de  m  fournies 
par  (6).  Les  deux  paraboles  seront  réelles  si  l'on  a     . 

x^y^—{y^-\-Ky){x^'—Ky—K'^)lo 
ou 

y(y-\-x-\''^){y  —  x  -hR)^o. 


(  333  ) 

y^  voit  donc  que  si  le  point  est  à  rintérieur  du 

l^^gle  ABA'  ou  dans  le  prolongement  des  angles  de  ce 

^^^gle,    les  paraboles  sont  imaginaires.  Lorsque  le 

^^^t  est  dans  le  reste  du   plan,  les  paraboles  sont 

'belles. 

*^^eu  des  points  pour  lesquels  les  axes  des  deux  pa- 
^^les  sont  rectangulaires.  —  Si  m'  et  /m*  sont  les  ra- 
^*"»e$de(6),  ondoit  avoir 


m' m"  =  —  I 


^^  par  conséquent, 

7' -H  R.y       __ 

ou  -^ 

^  -ijeu  de  ces  points  est  donc  le  cercle  de  centre  O 
et  de  r^y  ^„  r. 

^**   ^e  la  projection  du  point  O  sur  les  axes  des 
\       ^^^^j.  —  L'axe  d'une  des  paraboles  a  pour  équa- 

y  —  mx  -I-  X  =  o 
^  ^  tre 

t»a  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  cet  axe  a  pour 
équation 

(8)  mjr^x  =  o. 

En  éliminant  m  entre  (7)  et  (8),  on  trouve  l'équa- 
tion 

C'est  une  quartique  dont  Téquation  en  coordonnées 
polaires  est 

/•  =  —  sinO  cos';îO. 
•i 


(  334  ) 
Cette  courbe  fermée  a  pour  axe  de  symétrie  l'axe 
des  y  :  le  point  O  est  un  point  triple  (*).  C'est  un  trî- 
foiium  dont  le  rayon  maximum  de  la  plus  grande  boucle 

est  —  et  le  ravon  maximum  des  deux  autres  boucles 

2  " 


est 


R 


3/6 


a®  Soient  a?i  et^i  les  coordonnées  d'un  point  M  de 
la  circonférence  (C).  On  a  donc 

(9)  x\^y\  =  f{K 
L'équation  (6)  devient  alors 

ou^  en  tenant  compte  de  (g), 

(10)  m*(^i-t- R)-4- 2/WTi  — (j^i-h  R)=  o. 

Si  m!  et  m"  sont  les  deux  racines  de  (lo),  les  équa- 
tions des  axes  des  deux  paraboles  passant  par  !VI  sont 


(II) 

(12) 


(i— m'»)R 
y  —  m'x  H : frr-  =  O, 


•2(1 -h  m») 

(I  — m'«)R 
y  —  m'x  H ^r—  =  o. 

-^  '2(H-/7l'«) 


L'équation  (lo)  fournirait  m!  et  m!'  en  fonction  de  JCi 
etj'i,  et  il  resterait  à  éliminer  Xt  et  j'i  entre  (9),  (11) 
et  (12).  On  évitera  cette  élimination  laborieuse  en  remar- 

(*)  Ce  Irifolium  offre  en  outre  la   propriété  remarquable  ci*a?oir 


son  aire  équivalente  au  j'|  de  Taire  du  cercle  de  rayon  K. 


(  335  ) 
quant  que  l'équaiion 

(i3)  y  —  mx-^ ^=0 

doit  admettre  les  racines  m'  etm^dc(io).  Celte  équa- 
tion (i3)  peut  s'écrire 

(i4)      2m* JT — '{ly  ^  R)m*-^-  -j^mj?  — (aj^n-  R)  =  o. 

Si  m^  est  la  troisième  racine  de  (14)9  on  a 

(i5)  (m'-f-m'')-f-m"'=  ^■>''~^, 

(16)  (m'-i-  m'jm'^-h  ni  m"  =  1, 

(17)  (m'm'')m'"=  ^-7"^^, 

Mais,  d*après  (10), 

m-f-m'  = !-,  rnm=  —  i. 

Les  équations  (i5),  (16) et  (17)  deviennent  alors 

(15)  ^^-.-^     -t-m    = — — - — 9 

Vi  -4-  K  7.x 

(16)  m   =^  '^—--  > 

Xx 

(17)  m^rs ^^ • 

En  portant  la  valeur  (17)' de  ni"  dans  (iS)',  il  vient 

C'^)  ri  ■+-  *^         ar  ' 

En  comparant  (16)'  et  (17)',  on  a 

j^i  -4-  R  _  2 j'  -f-  R 

(«9)  ~7;  ~    ~    2^"' 


(  336  ) 

En  multipliant  membre  à  membre  (i8)  et  (ig),  on 
trouve 

R 
C'est  un  cercle  de  rayon  ji  tangent  à  Torigine. 

3^  L'équation  générale  des   hyperboles  équilalères 
circonscrites  au  triangle  AA^B  a  pour  équation 

(20)  x^ — j^»-i- îBa?^  — aRj'— R*=  o. 

L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  axes  de  cette 
hyperbole  est 

(21)  ''*^"b — ^^^'' 


d'où 


B=     ^^^    . 


I  —  m* 
Par  conséquent  l'équation  (ao)  devient 

(m)  ;r«— y»-4-^i^^^  — 2Rv-R«=o. 

Cette  hyperbole  équilatère  a  ses  axes  parallèles  à 
ceux  de  la  parabole  (5). 

Or,  si  l'on  fait  x^=  R* — j^  dans  les  équations  (aîa) 
et  (5),  on  trouve  qu'elles  sont  identiques.  Donc,  si  la 
parabole  (5)  passe  par  un  point  de  la  circonférence  (C), 
l'hyperbole  (22)  passe  par  le  même  point. 


(4.*) 

le  système  des  trois  triangles  homologîqoes  seloa  i'a\e  X|lv, 
chacun  des  centres  Xi,  (jli,  vi  étant  celui  des  deux  triangles 
noa  écrits  sur  l'horizontale  où  il  se  trouve,  et  ces  trois  centres 

étant  d*  a  illeurs  en  ligne  droite.  Désignons  les  points  associés 

par  les  lettres  grecques  correspondantes. 
On  a  les  nouveaux  systèmes 


K 

A|     B|     Cl 

K, 

A 

B      C 

H 

A 

B 

c 

H, 

1  Aj     Bt     Gj 

,       I 

A,     Bj     Cl 

,      Il 

A, 

Bi 

Cl 

À| 

;  «     p     If 

1*1 

«1     ?i     Yi 

V| 

*i 

3. 

Yt 

et,  par  suite 

h; 

a      ?      Y 

«1    h    Ti 

XjJlV. 

'i 

*\ 

«1    h    ït 

(axe  X;jiv), 


Or  le  système  (i)  donne  naissance  au  système  inverse 


!X 


A    A,     At 

B     B,     B, 

G    C,     C, 


^l|A|V| 


et,  par  conséquent,  aux  suivants 


.   I  B     Bi      B, 

C     Cl     C, 

3         tti         «t 


A 


A     Al    A,  I 

G     C,     C»    , 

?     Pt     p. 


A 
B 

Y 


A,  A, 

B,  B, 

Yi     Y« 


(axe  Xifxjv,), 


en  éliminant  les  centres  inutiles. 

Il  résulte  de  là  que  les  droites  «lat,  Pi  pt,  YiYs  passent  par 
le  point  de  rencontre  Xi  des  droites  AiAj,  B|B,,  Ci  G,,  ou  X', 
se  confond  avec  X|.  De  même,  ]x\  se  confond  avec  fii  et  v^ 
avec  vi;  en  d'autres  termes,  le  système  (i)  entraîne  le  suivant 


X,  I  a      P      Y 
(2)  1*1  ;  «1     pi     Yi 

vi   !  «1     Pj    y» 

et  on  a  les  triangles  homologiques 


XfXV, 


b> 


I  A    B     C 

i  «  ?  Y 


0)1 


A,     Bi 

«1      Pi 


G, 

Yi 


a>, 


A,     B, 


G. 

Yï 


(axe  X|xv). 
8* 


Il  reste  à  prouver  que  les  trois  centres  co,  (di,  ws  coïncident. 
£n  efiet,  le  système 


(3; 


H, 

A 

B 

G 

(l> 

Ai 

B, 

c, 

vi 

a 

P 

Y 

(axe  Xjjiv), 


traité  comme  le  système  (i),  entraine  le  suivant 


X|AV, 


P,  Q)  R  étant  les  associés  de  Ai,  Bi,  Ci  dans  (3).  Donc  <i>t 
coïncide  avec  eu.  On  prouverait  de  même  que  oi>|  se  confond 
avec  tù. 


H, 

A, 

B, 

C. 

0), 

P 

Q 

R 

Vl 

«1 

Pi 

ï« 

Remarque, 
tableau 


—  En  combinant  trois  à  trois  les  colonnes  du 


(  B    Bi     B,     p     pi     p. 

)  C    Cl    C,    Y    ïi    ïî 


on  obtient  vingt  systèmes  de  deux   triangles   homologiques 
(centre  X)  et  dont  les  axes  sont  les  droites 


Xi     Hi     K 
(4)  Ai{ji,vi,  ^  [Al     I       K, 
vi      II      H 


Xi  I  II 
i^i  H  H, 
vi     K    Kl 


Xi  H  Kl  (u 
[Xi  II  K  (i> 
V|      I      Hi     eu 


c'est-à-dire  que  XiHKi,   {JiiIiK,  vilfli   sont  trois   nouvelles 
droites  passant  par  co. 
Il  résulte  des  droites  (4)  que  dans  l'hexagone 

I    11     H     Hi     K    Kl 

les  côtés  opposés  se  coupent  aux  points  Xi,  fzi,  V|  en  ligne 
droite,  et  les  diagonales  principales  HKi,  IiK,  IH|  sont  con- 
courantes en  (o.  Cet  hexagone  est  donc  à  la  fois  de  Pascal  et 
de  Brianchon* 


(   13*  ) 


Question  1653. 

C  étant  le  cercle  osculateur  en  un  point  M  d'une  para- 
bole, démontrer  géométriquement  que  le  foyer  divise  dans 
le  rapport  de  i  à  Z  la  droite  MD,  D  étant  le  symétriqiie 
par  rapport  à  la  normale  en  M  du  point  où  le  cercle  C 
rencontre  le  diamètre  de  la  parabole  relatif  au  point  M. 

(E.   ROUCHÉ.) 

SOLUTION 

Par  M.  P.  MiCHBL. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  osculateur;  je  le  projette  en  A  sur 
la  droite  MD;  on  sait  que  le  foyer  F  est  le  milieu  de  la  lon- 
gueur MA.  (Question  1361,  solution  par  H.  Brocard,  IVoU' 
ve  lie  s  Annales,  septembre  1892.) 

Or 

MD  =  2MA; 
par  suite 

MF  =  1FD. 

C'est  ce  que  Ton  demandait  de  démontrer. 


Question  1649. 

On  donne  une  ellipse;  on  prend  le  triangle  XCB  formé 

par  les  deux  tangentes  CA,  GB  à  cette  courbe  et  par  la 

corde  de  contact  AB.  Sur  les  côtés  de  ce  triangle  comme 

diamètres,  on  décrit  des  sphères;  elles  se  coupent  en  deux 

points,  réels  ou  imaginaires  : 

1°  Quel  est  le  lieu  (M)  de  ces  points  lorsqu'on  déplace  X^ 
parallèlement  à  la  même  direction; 

2"  Quel  est  le  lieu  des  lignes  (M.)  lorsqu'on  fait  varier  la 
direction  de  KB.  (Manmieim.) 

SOLUTION. 

Par    M.    X***. 

Le  lieu  des  points  d'où  sont  vus  sous  un  angle  droit  les  trois 
c6iés  du  triangle  formé  par  deux  points  quelconques  d'une  el- 


(44*) 

lîpse  donnée  et  par  le  pôle  de  la  corde  qui  les  joint  est  un  cas 
particulier  de  la  surface  de  Tonde  lumineuse. 

En  général  les  deux  points  M^  M',  d*où  les  trois  côtés  d*un 
triangle  ABC  sont  vus  chacun  sous  unangle  droit,  s'obtiendront 
de  la  manière  suivante  :  considérant  la  sphère  circonscrite  au 
triangle  ABC  et  ayant  son  centre  O  dans  le  plan  de  ce  triangle, 
on  la  coupera  par  une  perpendiculaire  au  plan  du  même 
triangle  menée  par  le  point  de  concours  H  de  ses  hauteurs  :  on 
aura  ainsi  deux  points  NetN';  ces  points  ne  sont  pas  encore  ceux 
qui  sont  demandés;  mais,  pour  les  obtenir,  il  suffira  de  réduire 

dans  le  rapport  —-z  les  distances  HN  et  HN'.  Ou  bien  encore 


on  considérera  Tellipsoïde  de  révolution  aplati,    ayaat  pour 
équateur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  pour  petit 

axe  -—9  et  on  le  coupera  par  la  perpendiculaire  au  plan  du 

triangle  passant  par  le  point  de  concours  H  de  ses  hauteurs. 
En  effet,  soit  décrit   un    demi-cercle  sur    le    côté    hQ  du 

triangle,  et  soit  la  hauteur  AHA'a  prolongée  jusqu'en  Mi  où 
elle  coupe  ce  demi-cercle,  le  triangle  BMfC  est  rectangle  en 
Ml,  et  si  on  le  fait  tourner  autour  de  son  hypoténuse  jusqu'à 
ce  que  le  sommet  Mi  vienne  en  M  sur  la  perpendiculaire  élevée 
en  H,  je  dis  que  le  point  M  est  Tun  des  points  cherchés.   Pour 


(45*) 

le  montrer,   il  suffit  de  considérer  l'expression  du  carré  de  la 
distance  HM, 


HM   =  A'Mi  —HA'  . 
Or,  en  premier  lieu, 


et  Ton  a 


A'M,    =BA'.A'C, 

BA'  ==  c  cos  B  =  2  R  cos  B  sm  C, 
A'C  =  6cosC  =  2RsinB  cosC; 


par  suite, 


A' Ml    =  4RS  sinB  cosB  sinC  cosC. 
On  a,  d*autre  part,  HA'  =  A'a,  et 


AA'.A'a  =  BA'.A'G; 


d*ailleurs  la   hauteur  AA'  est  égale  à  aRsinBsinC  :  il  vient 
donc 


A'H  =  Mol  =  iRcosB  cosG 
et,  conséquemment, 


HM    =  4  R*  cos  B  cos  C  (sinB  sin  G  —  cos  B  cos  G) 
=  4  R'  cos  A  cos  B  cos  G. 

La  symétrie  de  cette  expression  établit  l'exactitude  de  la 
proposition  avancée  et  le  point  M,  d'où,  par  construction,  le 

côté  BG  du  triangle  est  vu  sous  un  angle  droit,  est  bien  tel  que 
les  deux  autres  côtés  en  sont  vus  également  sous  des  angles 

droits. 
La  puissance  du  point  H  par  rapporta  la  sphère  considérée 

est  mesurée  par  HN    ssAH.Ha,  ou  encore  2. A' a  (a A' — A' a), 
c'est-à-dire,  en  vertu  des  expressions  déjà  employées, 

8R*  cos  A  cosB  cos  G. 


(46*  ) 

11  Cil  résulte  que  Ton  a  bien 

HN=  HM.v/â. 

Ces  préliminaires  étant  établis,  voici  une  solution  analytique 

de  la  question  posée. 

Soient  a,  ^  les  coordonnées  d'un  point  A,  sa  polaire  BC  a 

pour  équation 

b*ax  H-  a^^y  —  a* 6'  =  o, 

celle  de  l'ellipse  étant 

ù^x^  -4-  a'^*  —  a*  6'  =  o, 


de  sorte  qu'il  viendra,  pour  le  couple  de  tangentes  AB,  AC, 

—  (è»aa?-+-  a*pj«)  —  a* 6*  =  o, 
et,  pour  les  droites  parallèles  issues  de  l'origine, 

ou  encore,  en  ordonnant  et  supprimant  a*6',  facteur  commun, 

Considérant  maintenant  un   point  H,  de  coordonnées  {,  t), 

j'aurai  l'équation  du  couple  de  droites  HB,  HG,  en  transpor- 
tant d'abord  l'origine  en  H,    ce  qui  donne  pour  les  équations 

de  l'ellipse  et  de  la  droite  BG, 

6*a7«-h  a'j^* H-  2 6» { a?  -+-  2a*7jy  -h  6*J*h-  a'Tj' — a*6*  =o 

et 

^*aj7-+-  a*p^-H  ô'aJ-4-  a\^Ti  — a^b*  =  o; 

puis  en  éliminant,  entre  ces  équations,  préalablement  rendues 

homogènes  par  le  changement  de  37  et  ^  en  -  et  —?  la  va- 
riable  d'homogénéité  Zy  il  viendra  ainsi 

(6îarî-f.a5j^*)(ô«a$H-aîpTî  — a»^»«)» 

—  'x(b'4-ha^^ri  —  a^b^){b^^x-^a*Tty)(b^aLT-i-ai^y) 


(47* 
et,  après  développement, 


11  faudrait,  pour  rapporter  les  droites  HB,  HC  aux  axes  de 
Tellipse,  changer  dans  cette  équation  a?  et  ^  en  a?  —  Ç  et^  —  ïj  ; 
mais,  comme  il  suffit  de  considérer  des  droites  parallèles  me- 
nées par  O,  on  peut  conserver  l'équation  telle  quelle. 

Pour  qualifier  maintenant  le  point  H  comme  point  de  con- 
cours des  hauteurs  du  triangle   ABC,  j'écris  que  des  droites 

HB,  HG  l'une  est  perpendiculaire  à  Tune  des  droites  AB,  AG, 
et  l'autre  à  l'autre.  Gette  condition  de  perpendicularité  double 
entre  droites  de  deux  couples  supposés  respectivement  Repré- 
sentés par  les  équations 

ax^  -H  ihxy  4-  by^  =  o, 
a' J7*  -f-  2  h'  xy  H-  h'  y^  =  o 

s'exprime  en  général  par  l'égalité  de  rapports 

a'       —  K       b' 
b  II  a 

On  aura  donc  ici,  introduisant  un  facteur  de  proportionna- 
lité p, 

(6«a«H-a*P«)Ç«--aaî6«aJ-+-a*(6«—  p»)  =  p(6«— ?»), 
(6»a«-+-a«p»)57)  — a*6«(?? -h    ar,    — aP)=pap, 

équations  d'où  (,  tq  et  l'inconnue  auxiliaire  p  peuvent  être  dé- 
gagées. 

Ce  groupe  d'équations  présente  toutefois  une  ambiguïté  que 
la  question  ne  comporte  pas  :  il  est  clair,  en  effet,  par  la  façon 
même  dont  ces  équations  ont  été  obtenues,  que  leurs  solutions  {, 
1}  conviennent  aussi  bien  au  point  de  concours  des  normales  à 
l'ellipse  en  B  et  G  qu'au  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  ABC.  Mais,  pour  séparer  la  solution  étrangère,  il  n'y 
a  qu'à  faire  entrer  en  ligne  de  compte  l'équation  delà  hau- 
teur AH 


(48*  ) 

laquelle  n'est  vérifiée  que  par  les  coordonnées  du  point 
cherché. 

La  deuxième  équation  du  groupe,  par  exemple,  en  élimi- 
nant 7)  par  le  moyen  de  l'équation  auxiliaire,  deviendra 

-+-  ^*a*P(a* — p)  =  o, 

et  elle  doit  avoir  une  solution  commune  avec  la  première 
équation  du  groupe.  Si  donc  on  en  retranche  celle-ci,  mulii- 
pliée  par  a*p,  la  solution  commune  sera  donnée  par  l'équa- 
tion résultante,  qui,  après  suppression  d'un  facteur  commun 
^•a'-h  a*p*  —  a^ù^  =  o,  se  réduit  simplement  à 

Reprenant  à  nouveau  la  première  équation  du  groupe  et  y 
substituant  celte  expression  de  (a*  —  p)  en  J,  il  vient  définiti- 
vement 

et  l'on  en  conclura 


Telles  sont  les  formules  qui  font  connaître  rationnellement 
les  coordonnées  {  et  r,  du  point  H  en  fonction  des  coordonnées 
a,  p  du  point  A. 


(*)  Ces  valeurs,  comparées  respectivement  à  la  première  et  à  la 
troisième  équation  du  groupe  primitif,  font  immédiatement  cod- 
naître  les  expressions  des  coordonnées  du  point  de  concours  des 

normales  aux  extrémités   de  la  corde  BC  en  fonction  de  celles  du 
pôle  de  cette  corde,  c'est-à-dire 

Ou  bien,  au  contraire,  on  peut  obtenir  directement  ces  coordon- 
nées comme  celles  du  point  diamétralement  opposé  à  A  sur  le  cercle 
(ABC),  dont  l'équation  est  calculée  plus  loin,  et  alors  les  équations 
écrites  en  premier  lieu,  débarrassées  de  cette  solution,  font  con- 
naître Ç  cl  t;. 
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SGR  UNE  CLASSE  W  TRANSFORMATIONS  RAN8  LE  TRIANGLE 
ET  NOTAMMENT  SlIR  CERTAINE  TRANSFORMATION  QUA- 
MUTHIDI  BIRATIONNELLE  ; 

Par  m.  Maurice  d'OCA.GNE. 


1.  Dans  Tétude  des  transformations  géométriques 
qui  sont  liées  à  la  considération  d'un  triangle,  on  fait 
très  généralement  usage  du  système  des  coordonnées 
trîlinéaîres  ou  de  celui,  équivalent  au  fond,  des  coor- 
données barycen triques.  Ce  choix  s^cxplique  aisément, 
en  raison  du  rôle  fondamental  joué  par  le  triangle  dans 
ces  transformations,  surtout  lorsque  le  mode  de  liaison 
adopté  fait  intervenir  symétriquement  les  éléments  pri- 
mordiaux, côtés  ou  angles,  du  triangle,  comme  c'est 
le  cas  pour  les  transformations  dites  isotomique  et  iso- 
gonale. 

Mais  l'habitude  prise  de  ce  genre  de  méthode  ne  doit 
pas  faire  perdre  de  vue  les  avantages  qu'on  peut,  le  cas 
échéant,  retirer  de  Vemploi  d'autres  systèmes  de  coor- 
données et  notamment  de  celui  des  coordonnées  géné- 
rales dont  j*ai  eu  l'occasion  de  signaler  ici  même  (  *  ) 
l'importance  à  un  point  de  vue,  en  quelque  sorte,  phi- 
losophique. 

Le  but  de  la  présente  Note  est  de  mettre  ce  fait  en 
relief  par  quelques  considérations  générales  appuyées 
d'un  exemple  particulier. 


(*)  Nouvelles  Annales^  3*  série,  t.  XI,  p.  72. 

Ann.  de  i%fathémat.^Z*  série,  t.  XII.  (ScpJ^embre  1893.)       25 
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L  —  Géhéralités. 

2.  Je  rappellerai  d'abord  la  définition  des  coordon- 
nées en  question. 

Soit  M  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  du 
triangle  fondamental  ABC  {fig*  i)-  Tirons  les  droites 


H     U 


A     oo 


A!M  et  BM  qui  coupent  respectivement  CB  et  CA  en 
V  et  en  U,  et  posons,  en  représentant  par  X  et  jx  des 
constantes  quelconques  pour  toute  Tétendue  du  plan. 


X  =  \ 


UG 

UÂ' 


vc 


xely  sont  les  coordonnées  du  point  M. 

Le  théorème  de  Jean  de  Ceva  montre,  en  outre,  que 
si  la  droite  CM  coupe  AB  en  P,  on  a 


PA^__X  2: 
PB  \k  x' 


Dans  ce  sj^stème  de  coordonnées,  toute  équation  du 
premier  degré  représente  une  droite  et  réciproque- 
ment. 

On  démontre  bien  facilement  que  si  l'équation  d'une 
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droite  s'écrit 

ax  -h  by  -»-  c  =  o, 

et  si  cette  droite  coupe  les  droites  CÂ,  CB  et  AB  respec- 
tivement aux  points  H,  K  et  L,  on  a 

HC__ic  *^__lî  M-if 

HA  ■"       X  a'  KB  ""       \Lb'         LC""fx6* 

Il  en  résulte  que  si,  pour  plusieurs  droites,  Tun  des 

c     c         a  1     . 

rapports  —y  X  ^^  X  ^^^  constant,  ces  droites  passent 

toutes  par  un  même  point  de  la  droite  CA,  de  la  droite  CB 
ou  de  la  droite  AB. 

Si  a^b  ou  c  est  nul,  la  droite  correspondante  passe 
par  le  point  A,  B  ou  C. 

En  posant,  comme  je  Tai  proposé  dans  la  Note  citée, 

-_  l'HA  __  I  KB 

"  ■"      X  HC  '         '^  ~      ]I  KG  ' 

et  prenant  u  et  v  comme  coordonnées  de  la  droite  HK, 
on  voit  que  la  condition  pour  que  le  point  {x^y)  se 
trouve  sur  la  droite  (ix,  p)  s'écrit 

ux  -h  fj^  -*- 1  =  o. 

Le  théorème  des  transversales  montre,  en  outre,  que 
si  là  droite  HK  coupe  AB  en  L,  on  a 

LA       Xj« 
LB  ^  jjLi'  ' 

Grâce  à  ces  déGnitions,  Tusage  que  Ton  peut  faire 

de  ces  coordonnées  généralisées  est  identiquement  le 

même  que  celui  que  Ton  est  dans  l'habitude  de  faire 

des  coordonnées  cartésiennes  et  pluckériennes;  seule 

l'interprétation  géométrique  des  résultats  diffère. 

En   particulier,  l'équation  de  la  tangente  au  point 
(\   Y)  de  la  courbe 


(  3/{o  ) 

est  * 

Toute  équation  du  /i'*"*  degré  en  x  cl  j  définit  une 
courbe  du  /i'*"*  ordre,  et  toute  équation  du  «•*"'  degré 
en  u  et  ç»,  une  courbe  de  la  /i**""^  classe. 

3.  Ou  voit  immédiatement  à  quel  genre  de  transfor* 
mations  s'appliquera  spécialement  le  système  do  coor- 
données en  question. 

Soient  M  et  M'  deux  points  pris  dans  le  plan  du 
triangle  ABC.  Les  droites  AM  et  AM' coupant  CB  en  V 
et  en  V,  les  droites  BM  et  BM'  coupant  CA  en  U  et 
en  U',  supposons  que  Ton  ait 

/uc   irc  yc  \'c\_ 

,/UG     U'C    VG    V'C\_ 

Nous  déiinissons  ainsi  une  transformation  qui  fait 
correspondre  le  point  M'  au  point  M. 

Faisant  usage  des  coordonnées  ci -dessus  définies^ 
nous  voyons  que  l'étude  analytique  de  la  transforma- 
tion considérée  se  ramènera  au  système  d'équations 

,  V         fxx'y     y'\  .  I X    x'     y     y'\ 

dans  lequel  nous  pourrons  encore  disposer  de  \  et  de  jjl 
en  vue  de  la  plus  grande  simplicité  possible. 
Voici  des  exemples  : 

i''    Transformation  isotomique,  —  Ici,  on  a 
UC        U'A  VG       V'B 


;t:s  » 


UA        U  G  VB        V'C 

Il  est,  dès  lors,  tout  naturel  de  prendre  A  =  u.  =  i , 
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el  les  équations  de  la  Iransformation  deviennent 

I  I 

x'       ^     y 

a**  Transformation  isogonale.  —  Dans  cette  trans- 
formation l'angle  CBU  est  égal  à  Tangle  U'BÂ  et 
l'angle  CAV  à  l'angle  V'AB.  Or,  on  a 

sinCBU  _  CU.AB  sinCW  _  nV.AB 

sinlJBA  ""  LA.CB'  iimV'AB  ~  VB.CA' 

La  transformation  comporte  donc  les  formules 

CU.AB  _  ITAXB  CV.AB  _  V B.CA 

UA.CB  ~  CU.AB  '         VB.CA  ~  CV.AB  * 

Si,  par  suite,  on  prend  X=  -^y  [x  =  p^»  on  voit  que 
les  équations  de  la  transformation  seront  encore 


I 

1 

^=  ZT'' 

y  =   7-'' 

X 

y 

Tous  les  résultats  établis  analytiquement,  au  moyen 
des  coordonnées  précédentes,  pour  Tune  des  deux  trans- 
formations considérées,  seront  donc  encore  vrais  pour 
l'autre.  Il  suffira  simplement,  dans  leur  interprétation 
géométrique,  de  tenir  compte  de  la  différence  de  défi- 
nition des  deux  systèmes  de  coordonnées. 

Mais  les  transformations  en  question  sont  trop  con- 
nues pour  que  je  m'y  arrête  ici. 

4.  La  même  méthode  s'appliquera  encore  s'il  s'agit 

d'une    transformation    tangentielle   dans   laquelle  les 

droites  se  correspondent  suivant  une  relation  entre  les 

rapports  qu'elles  déterminent  sur  les  côtés  d'un  triangle 

fondamental.   Il  suffira  seulement  de   faire  usage  des 

coordonnées  tangentielles  u  et  (^  au  lieu  des  coordonnées 

ponctuelles  x  e\y. 
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II.   —  Etude  d'une  transformation  quadratique 

BIRATIONNELLE    PARTICULIÈRE. 

5.  Le  «cas  le  plus  simple  est  celui  des  transforma- 
tions quadratiques  birationnel les  qui  lient  deux  courbes 
de  telle  sorte  qu'à  un  point  de  Tune  d'elles  ne  corres* 
pond  qu'un  point  de  l'autre  et  réciproquement. 

Dans  ce  cas,  les  équations  (i)  sont  du  premier  degré, 
soit  qu'on  les  considère  par  rapport  au  système  des  va- 
riables X  et  y  y  ou  à  celui  des  variables  af  et  y. 

A  titre  d'exemple  de  la  méthode  dont  je  viens  de 
parler,  je  vais  aborder  l'étude  d^une  transformation  de 
ce  genre. 

Cette  transformation,  qui  est  réciproque,  sera  définie 
de  la  manière  suivante  {Jlg^  2)  : 

Fig.  2. 


Soient  ABC  le  triangle  fondamental  ;  Mo  etM^  deiujc 
points  correspondants.  Les  points  Mo  et  M|  sont  en 
ligne  droite  avec  le  point  B5  en  outre,  les  droites  CM© 
et  CM|  rencontrent  le  côté  AB  en  des  points  isotomi- 
r/ues  {symétriques  par  rapport  au  milieu  de  AB). 

On  voit  immédiatement  que  les  formules  de  la  trans- 
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formation  sont,  en  prenant  )^  =  [a  =  i  ^ 

Si  donc  l'équation  d'une  courbe  Co  donnée  est,  en 
désignant  par  un  indice  les  coordonnées  courantes  qui 
s'y  rapportent, 

/(aro,ro)  =  o» 

l'équation  de  sa  transformée  C|  sera 

/(.„;-i).o. 

6.  Voyons  tout  de  suite  comment  sont  liées  géomé- 
triquement les  tangentes  en  des  points  correspondants 
de  ces  courbes. 

La  différentiation  des  équations  (a)  donne 

cbpQ  ==  é£ri        et        ar©  dxi  -h  Xi  clxo  =  ^o  ^i  -H  /t  dy^  ; 
d'où 

Or  les  équations  (2)  donnent 

xt  x} 

On  peut  donc  écrire 

OU 

(3)  --(^,-.o^J=-^^(^.-x,5j;j. 

Mais,  si  les  droites  CMo  et  CM|  coupent  AB  respecti- 
vement en  P  et  en  Q,  on  a 

£0  __  PB  x^  ___  QB 

n"       PA'         y,-^       QÂ;' 
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D'autre  part,  Téquatlon  de  la  tangente  en  Mo  étant 

y  —  ro  ^  ^ 

si  l'on  appelle  To  le  point  on  elle  coupe  CB,  on  obtient, 
en  faisant  .r]=  o  dans  Téquation  précédente, 

ToC  _     _     dn 

De  même 

T,B~-^*     "^^  dx,' 

L*écjuation  (3)  est  donc  équivalente  à 

PB  T^  __  QB  TjÇ 
PA  toB  ~       QA  TiB' 

Les  droites  CP  et  AT©  se  coupant  en  Hq,  tirons  la 
droite  BH©  qui  rencontre  CA  en  Eq.  Nous  avons,  par  le 
théorème  de  Ceva, 

PB.TqC.EoA  __ 
PA.ToB.EoC  ~      '• 

De  même,  si  GQ  et  AT|  se  coupent  en  H,  et  si  BH| 
rencontre  CA  en  E|, 

QB.TtC.Et  A  __ 
QA.T,B.E,C~      '* 

L'égalité  précédente  devient  donc 

EqA  Et  a 

Eq  C  El  o 

Elle  exprime  que  les  points  E©  et  E|  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  points  C  et  A. 

On  en  déduit  immédiatement  que  la  droite  EoQ 
passe  par  T, ,  et  la  droite  E,  P  par  Tq. 

Ainsi  se  trouve  mis  en  évidence  le  lien  géométrique 
qui  unît  les  tangentes  MoTo  et  M, T,. 
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7.  Si,  dans  la  déBnition  donnée  au  u^  5,  on  ialer- 
ver  lit  le  rôle  joué  par  les  points  A  et  B,  c'est-à-dire  si 
on  aligne  les  points  correspondants  M|   et  Ma  sur  le 


point  A  {fig-  3),  les  formules  de  la  transformation 
sont 

(4)  Xi  =  xt,        xxXt=yxy^, 

Nous  allons  appliquer  alternativement  les  transfor- 
mations (2)  et  (4)  en  partant  d'une  |ii*oite  ^0  passant 
par  le  point  A,  c'est-à-dire  ayant  pour  équation 

Si  nous  appliquons  la  transformation  (2),  nous  obte- 
nons pour  la  transformée  d^  de  d^  Téquation 

qui  représente  une  conique  tangente  à  AC  et  à  AB  m  C 
et  en  B. 

La  transformation  (4)  appliquée  à  d^  donne  pourt/.^ 
l'équation 

y\  =  kx\, 

qui  représente  une  cubique  tangente  à  AB  en  A  où  elle 
présente  une  inflexion  et  à  CA  en  C  où  elle  présente 
un  rebroussenient.   L'existence   de   ce   rebroussemcnt 
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montre  que  cette  cubique  est  cuspidale  (*),  d'après  la 
terminologie  de  Salmon. 

On  voit  bien  aisément  qu'en  continuant  à  appliquer 
ainsi  alternativement  les  transformations  (2)  et  (4)  on 
obtient  d'une  manière  générale  pour  les  courbes  din 
et  ^2//+i  l^s  équations 

et 

Ces  courbes  sont,  au  degré  près,  absolument  de  même 
nature  lorsqu'on  permute  x  et  ^,  c'est-à-dire  les  rôles 
joués  par  les  axes  CA  et  CB.  Nous  pouvons  donc  nous 
borner  à  l'étude  de  l'une  d'elles,  d^n  p^r  exemple. 

8.  Cette  courbe  ^2n  ^^^9  d'après  son  mode  même  de 
génération,  nnicursale  ou  de  genre  zérOj  puisqu'elle 
correspond  point  par  point  d'une  manière  univoque  à 
une  droite. 

Elle  est  de  V ordre  2n-f-i  puisque  son  équation 
ponctuelle  est  de  degré  2n  +  1 . 

II  suffit  donc,  pour  définir  complètement  son  espèce, 
de  chercher  sa  classe,  c'est-à-dire  de  former  son  équa- 
tion tangentielle  au  moyen  des  coordonnées  u  et  i^  dé- 
finies plus  haut. 

L'équation  de  la  tangente  au  point  (oc^y)  de  la 
courbe  est 

X  — X       dx 

Si  donc  a  et  P  sont  l'X  et  l'Y  des  points  où  cette  tan- 


(*)  Nous  avons  déjà  examiné  ce  mode  spécial  de  génération  des 
cubiques  cuspidales  dans  une  Note  publiée  par  les  Nouvelles  An- 
nales (3«  série,  t.  XI,  p.  386). 
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o^ïile  rencontre  respectivement  CA  et  CB,  on  a 

dx 
Or,  l'équation  de  la  courbe  étant 


on  a 
doù 


Donc 


dy  _     9./iÂ:ar»'»-*  ai^ 

dx  ~~  ('2/1  -h  !)/•'*  ~"  (2/1  -\-i)x 


X 

a  = , 

2/1 

Mais  les  coordonnées  u  et  i^  de  la  tangente  sont  don- 
nées par 

I  I 

.n  vient,  par  suite, 

2/1  2/1  -h  I 

X  y 

et  1  équation  tangent! elle  de  la  courbe  obtenue  en  por- 
tant les  valeurs  de  x  et  j^  tirées  de  là  dans  son  équation 
ponctuelle  est 

Cette  équation  étant  de  degré  2  tz  +  1  ^  la  courbe  est  de 
\a  classe  2  w  +  I . 

Ainsi  donc,  la  courbe  d^n  est  une  courbe  unicursale 
riant  V ordre   et  la  classe   sont  tous  deux  égaux  à 

2  /i  -h  I  • 
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Et,  puisqu'on  passe  des  indices  pairs  aux  iiulîces  iiu- 
pairs  parla  simple  permutation  de  x  et  dej',  on  peut 
dire  d'une  manière  générale  que  la  courbe  dn  est  une 
courbe  unicursale  dont  l'ordre  et  la  classe  sont  tous 
deux  égaux  à  n-\-  \, 

Les  formules  de  Plùcker  montrent  que  le  nombre  des 
points  doubles  d'une  telle  courbe  et  celui  de  ses  tan- 
gentes doubles  sont  égaux  à     ^  ~"\ >  celui  des 

points  stationnaires  (rebroussements)  et  celui  de  ses 
tangentes  stationnaires  (inflexions)  à  /i  —  i . 

Ces  courbes  peuvent  être  considérées  comme  généra- 
lisant les  coniques. 

Pour  /i  =  3,  on  obtient  une  unicursale  d'ordre  3  et  de 
classe  3,  c'est-à-dire  une  cubique  cuspidale,  ainsi  que 
nous  l'avons  trouvé  précédemment  par  une  autre  voie. 

9.  Les  formules  ci-dessus  établies  conduisent  à  des 

Fig.  4. 


constructions  remarquablement  simples  pour  la  tangente 
en  un  point  choisi  sur  la  courbe  d^n  {.ftff'  4)- 
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Prenons,  par  exemple,  la  formule 


UX  =  2/1. 


Si  la  droite  B\I  coupe  CA   en  U  et  si  la   tangente 
en  M  coupe  CA  en  T,  cette  formnle  peut  s^écrire 


UC  TA 

UA  TC  ~      ^^' 

Par  le  point  C  menons  à  AB  la  parallèle  CM'T'  qui 
coupe  BIVI  en  M'  et  BT  en  T'.  Le  rapport  anharmonique 
étant  projeciif,  nous  avons 

M'C 

Eii-  d'autres  termes,  les  points  M'  et  T'  sont  situés  de 
part  et  d'autre  du  point  C  et  la  longueur  M'C  est  égale 
à  :in  fois  la  longueur  T'G.  De  là  le  moyen  de  construire 
la  tangente  MT  si  Ton  se  donne  le  point  M  et  le  point  M 
si  Ton  se  donne  la  tangente. 

Pour  une  courbe  d'ordre  impair  la  construction  sera 
la  même  en  intervertissant  les  rôles  des  points  A  et  B. 

10.  Voici  encore  un  autre  mode  de  liaison  géomé- 
triqtie  du  point  et  de  la  tangente  de  la  courbe  d2n' 

On  a 

ux  _  in 

vy  %n-\-\ 

Si  la  droite  CM  coupe  AB  en  P  et  que  la  tangente  MT 
coupe  AB  en  S,  cette  égalité  peut  s'écrire  (*  ) 


SA  /      PB\  _ _     2/1 
SB  V      l'A/~       2/1 -H  I 


(*)  J'ai,  dans  la  Note  citée,  donné  cette  propriété  pour  les  cubi- 
ques cuspîdales. 
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ou 

SA. PB  _      in 

SB.PA  ""  2/1 


Par  le  point  A  menons  à  BC  la  parallèle  ÂP'S'  qui 
coupe  CP  en  P'  et  CS  en  S'.  Nous  avons  alors 


S'A  in 


P'A    '  2/i-f-i 

H.  Chaque  courbe  dn^  lorsqu'on  se  donne  le  triangle 
fondamental  ABC,  est  déterminée  par  une  seule  condi- 
tion puisque  son  équation  contient  le  paramètre  uni- 
que k. 

Il  suffit  donc  de  s*en  donner  un  point  ou  une  tan- 
gente. Dans  ce  second  cas,  on  obtient  d'ailleurs  le  point 
de  contact,  par  application  soit  du  théorème  du  n**  9, 
soit  de  celui  du  n°  10,  et  Ton  est  ramené  au  premier. 

Soit  donc  M/i  le  point  donné  ;  on  construit  son  cor- 
respondant Mo  par  Tapplication  alternée  des  transfor- 
mations (a)  et  (4);  on  n'a  plus  ensuite  qu'à  faire  par- 
courir au  point  /tiq  la  droite  AlVIo  pour  que  son 
correspondant  m^  engendre  la  courbe  d^  demandée. 

On  peut  notamment  ainsi  construire  une  conique 
tangente  aux  droites  AB  et  AC  en  B  et  en  C  et  passant 
par  un  point  donné. 

12.  A  titre  d'exemple  d'application,  j'indiquerai  une 
construction  très  simple  et  très  commode  en  pratique 
(car  tout  le  tracé  tient  à  l'intérieur  du  parallélogramme 
des  données)  de  l'ellipse  dont  on  donne  deux  diamètres 
conjugués,  problème  qui  se  rencontre  souvent,  notam- 
ment en  perspective  et  dans  l'épure  des  ponts  à  intrados 
elliptique. 

Soient  OB  et  OC  deux  demi-diamètres  conjugués 
donnés.  Complétons  le  parallélogramme  BOCA, 
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L*ellipse  cherchée  doit  être  tangente  à  AB  et  à  AC 
en  B  et  en  C  et  passer  par  le  symétrique  M{  de  C  par 
rapport  à  O. 

Le  correspondant  Mo  de  M i,  en  vertu  de  la  transfor- 
mation (2),  coïncide  ici  avec  M|  puisque  Ci\I|  est  paral- 
lèle à  AB.  Noos  prendrons  donc  pour  droite  AMo  la 
droite  AM| ,  c'est-à-dire  la  droite  joignant  le  point  A  au 
milieu  ^  de  OB. 

Pour  avoir  un  point  quelconque  mt  deTellipse  cher- 
chée^  nous  prendrons  sur  A  ^  un  point  quelconque  nio  ; 
nous  tirerons  Gmo  qui  coupe  AB  en  po  ;  et  nous  porte- 
rons de  B  vers  A  le  segment  Bp^  égal  à  Apf^.  La  ren- 
contre des  droites  Cp^  et  Bmo  donnera  /7i| . 

Si  Ton  veut  obtenir  la  tangente  en  mi,  le  théorème 
dun*'  10  donne  la  construction  suivante  (en  remarquant 
que  puisqu'il  s'agit  de  ^1,  c'est-à-dire  d'une  courbe  à 
indice  impair,  on  doit  intervertir  A  et  B)  : 

La  droite  C^i  coupant  OB  en  p\j  prendre  le  milieu 
s\  de  Bp\,  Si  la  droite  Cs\  coupe  AB  en  5i,  mi  5|  est  la 
tangente  cherchée. 

Une  manière  très  commode  d'appliquer  la  construc- 

Fig.  5. 

A       1      2     3    %     S     6     7     8     9    10    11     12    13    14 


lion  par  points  de  l'ellipse,  donnée  ci-dessus,    est  la 
suivante  (Jig-  5). 
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Diviser  AB  en  n  -h  i  parties  égales  par  des  points 
numérotés  i ,  2,  . . . ,  n.  Tirer  les  droites  Ci,  Ca,  . . .., 
C/i  ^ui  donnent  sur  A^,  ^  étant  le  milieu  de  OB,  les 
points  1',  2',  ...,  n\  Enfm^  tirer  les  droites  Bi'  Ba', ..., 
B/i'.  O/i  obtient  des  points  de  l'ellipse  cherchée  par  la 
rencontre  des  couples  de  droites  qui  sui\fent 

Ci     et    B/i', 

Ga    et     B(/i  — 1)', 

C{n— I)     et     Ba', 
C/i    et    Bi'. 

Cette  construction  est  d'autant  plus  à  recommander 
dans  la  pratique  que  les  points  del^ellipse  ainsi  obtenus 
sont  assez  régulièrement  espacés  sur  la  courbe,  comme 
on  peut  en  juger  sur  la  Jig.  5,  où  l'on  a  fait  /z  rr=  14. 


CONCOURS  D ADMISSION  A  LÉCOLE  CENTRALE  EN  1893 

(REUXIÈNE  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  aies  de  coordonnées  rectangulaires  o^  et  oy 
et  l'ensemble  de  deux  droites  Xi^y  —  bY-\-{x  —  a)*  =  o. 

i*"  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  qui  admettent 
ces  deux  droites  pour  diamètres  conjugues  et  qui  de  plus  sont 
tangentes  à  l'axe  des  x. 

Démontrer  que  par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut 
faire  passer  deux  de  ces  coniques. 

is*  On  considère  les  deux  coniques  A  qui  passent  par  un 
poiiit  (o,  q)  de  Taxe  des  j/*,  et  on  demande  le  lieu  du  point  de 
concours  des  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  de  Tori- 
gine  à  ces  deux  coniques,  quand  on  fait  varier  q.  Ce  lieu  est 
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une  parabole  P  qui,  si  l'on  fait  varier  X,  a  deux  points  fixes  et 
un  diamètre  fixe. 

3<*  Laissant  X  fixej  on  fait  mouvoir  le  point  (a,  b)  sur  la  pa- 
rabole qui  a  pour  équation  a  =  pb*,  et  l'on  demande  le  lieu 
du  point  de  rencontre  de  la  parabole  P  avec  celui  de  ses  dia- 
mètres qui  est  conjugué  à  la  direction  ayant  yj.  pour  coeffi- 
cient angulaire. 


Calcul  trigonométrique. 

Résoudre   un  triangle  connaissant  deux 
rayon  du  cercle  circonscrit  R. 

On  donne 

a  =  4737, 5a3, 

6=3427,645, 
R  =  6743,823. 


côtés  a,  by  et  le 


Physique. 

Un  vase  A  ouvert,  d'une  section  égale  à  lo**"^  et  d'une  hau- 
teur de  10"*,  est  réuni  par  un  tube  CMD  plein  de  mercure,  d'une 


section  de  i'"^  et  d'une  hauteur  illimitée,  avec  un  vase  B  clos, 
d'une  section  égale  à  S^"**  et  d'une  hauteur  de  10". 

Ce  vase  B  peut  être  mis  en  relation  avec  une  machine  pnéu- 
Ann,  de  ilfrt*A«ma^,  3»  série,  l.  XII.  (Septembre  1893.)        20 
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U 


matique  pour  laquelle  le   rapport  -  du  volume  de  l'espace 

nuisible  au  volume  du  récipient  est  égal  à  7-  • 

On  fait  dans  le  vase  B  un  vide  aussi  complet  que  le  permet 
la  machine  pneumatique  et  en  même  temps  on  verse  asseï 
d'eau  dans  le  vase  A  pour  le  remplir  complètement. 

La  pression  atmosphérique  étant  o*",76o  au  moment  de 
l'expérience,  on  demande  la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure 
qui  entrera  dans  le  vase  B. 

La  densité  du  mercure  est  13,69. 


Chimie, 

\^  Analogies  de  l'oxygène  et  du  soufre. 
1^  Composition  de  l'acide  sulfhydrique. 

Épure, 

Intersection  d'un  tore  et  d'un  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre,  à  i8o"""  du  petit  côté  supérieur. 
L'axe  du  tore  est  vertical  et  se  projette  en  O,  à  égale  distance 


1 
1 
1 

..A->:-,' —     \ 
^...-^        1       V .' 

1 
1 

1 

*       .-"-+--. 

y 

!        ^ 

N 

'                             » 

'               J               '^ 

,             •           «            1             1 

1     i    0    ;     1 

V   V  y  ! 

\         / 

\^ 

* 

l     

des  grands  côtés  du  cadre  et  à  145'"'"  en  avant  de  la  ligne  de 
terre. 

Le  centre  du  tore  e»t  à  So™*"  au-dessus  du  plan  horizontal. 
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Le  centre  du  cercle  générateur  du  tore  est  à  85""*  de  l'axe  et 
le  rayon  de  ce  cercle  est  de  45"". 

Le  sommet  du  cône  est  sur  l'axe  du  tore  à  i35'""*  au-dessus 
du  plan  horizontal. 

La  directrice  du  cône  est  la  section  faite  dans  le  tore  par 
Qo  plan  bitangent  perpendiculaire  au  plan  vertical  et  incliné 
dans  le  sens  qu'indique  la  figure. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  tore 
supposé  plein,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps  comprise 
à  l'intérieur  du  cône. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersection  des 
deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur  :  Tore  troué  par  un  cône. 

Les  titres,  en  lettres  de?*in«^f<4,  sont  de  rigueur, 
l^e  cadre  a  o'",^^  sur  o'",27. 


SUR  L'ÉLiMIIVATiOi\; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Dans  le  Cahier  du  iiiuis  d'août,  j^ai  l'ait  coiinaitre,  sous 
forme  explicite,  la  résultante  d'un  nombre  quelconque 
d*équations  algébriques  ;  la  démonstration  que  j^ii  donnée 
peut  être  sujette  à  quelques  objections  :  je  vais  la  pré- 
senter sous  une  forme  nouvelle  et  tout  à  fait  rigoureuse. 
(Je  signalerai  une  faute  d'impression  qui  peut  arrêter 
les  lecteurs  :  au   lieu  de   poser  Xij  ^^  aijtj^  ïl  faut  lire 

Soient 
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^ait 

.... 

•''/fl» 

J^lî. 
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''m' 

•'•îU.T 

•   •    •  » 

*''tu. 

l 
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les  solutions  distinctes  en  nombre  [jl  =  m"  de  n  équa- 
tions algébriques  de  degré  m  en  X|,  x^^  . . . ,  Xn^ 


Soient 


/i  =  o,       /t  =  o, 


y\\y    y\i 


/»  =  o. 


yn\ 


•    ■•«  m    •    •   ^  ■••y 


ri|i»      rîji» 


J^nj! 


les  solutions  supposées  distinctes  de  n  autres  équations 
algébriques  de  degré  m,  enj^i,  JK27  •  •  •  >  J^/n 


^1  =  0, 
Soient  enfin 


^j  =  o, 


•  » 


gn  =  0. 


(0      ?i  =  o, 


çt  =  0, 


•  » 


?/l  =  o,  ^«4-1  =  o 


71  -H  I  équations  algébriques  de  degré  771  en  j^t,  Xs,  • . . , 
jT/i.On  peut  poser 

-h  (ari  —  ar,y )  ^/,  -^ . . .  -+-(a?,  —  ar«y  )  ?/« . 

^^  désignant  un  polynôme  entier  de  degré  tti  —  i  en 
jTi,  X2,  •  •  «9  X/i)  X{j^  x^j'i  •  •  M  "^/ly  ^^^  ''^  change  pas 
quand  on  permute  x^  et  Xiy,  or^  ^t  x^j^  •  •  • .  Posons 

6(ari»  a?!,  . ..,  ar^,  ariy,  a?ty,  .  • .) 


?1 

«H. 

• 
•  ■  • 

0^ 
.1» 

?« 

f'.. 

•  • 

.m 

•    ■   # 

•  •  • 
•  •  • 

•  •  • 

il  est  facile  de  voir  que  le  déterminant  qui  entre  dans 
cette  formule  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  la 
première  colonne,  ^i,  çpa,  ...  par  ^\{x^j,  x^j^,  •  •  •), 
72(^17}  ^2j^  ...)...;  il  suffit  pour  cela  de  retrancher  de 
la  première  colonne  la  deuxième  multipliée  par  oTi  —  <^iy) 
la  troisième  multipliée  parX]  —  x^j Donc,  si  Ton 


pose 


on  aura 
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•o  =  ^(yut  yun  .  •  •  »  *iy,  ^tjt  •  •  •  )» 


6/y  =  6y,-. 

Maintenant  considérons  le  déterminant 


(2) 


8  = 


«  ■  •  •  ■  • 

6bi     6j 


•  •  • 

6- 


'pi    ^pt     •  •  •     "p» 
on  peut  évidemment  lui  donner  la  forme 


(3) 


Vi     ^iVi     ^«^a«      •••     A7»-*A?-i...A7-«6pti 


A|  désignant  un  signe  de  difierentiation  finie  relatifà  la 
variable  x,  A2  un  signe  de  difierentiation  finie  relatif  à 
la  variable  X2,  •••>  Les  éléments  d'une  même  ligne 
dans  le  déterminant  sont  les  [x  termes  du  produit  sym- 
bolique 

(H-A,-|-A}  +  ...-+-Af-«) 
X  (  i-h  A,  -h . . .  -+-  Ap-  «  ) . . .  (  1  -t-  A„|-t- . . .  4-  A?-  »  )  ejt, . 

A^A^ . . .  ^jti  est  évidemment  de  degré 

n(m  —  1)  —  a  —  p. . . 

par  rapport  aux  Xij  ou  aux  jrij.  Soient  maintenant  coi , 
0)3,  •  • . ,  C0|x  les  [JL  termes  du  produit 

et  iùij  la  valeur  de  «Oi  pour  ^,  =yij^  jr^  =^2yj  •  •  • . 
Soit 
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iiiullipliuiis  le  déleriiiiiiaiit  (3)  parle  suivant 


M) 


D, 

«Oll 

D, 


tù 


ai 


(0|« 

•    •    ■ 


OJ 


la 


D,        D, 


nous  aurons 


U  X  "^T  <o  I  I  ■  •  •  «>»xu 


D,Di...DjA  D,Dî...  D, 


eu 


DiDj...DpL 


2 


2 


D, 


Eu  vertu  d'un  ihéorème  eouuu  de  Jacobi,  les  éiéuienls 
de  ce  dëterminaul  situés  à  gauche  de  la  diagonale  qui 
descend  de  gauche  n  droite  sont  nuls,  les  éléments  do  la 
diagonale  ne  dépendent  (jue  des  ternies  du  degré  le  plus 
élevé  dans  les  g\  donc 

eu 


D,  Dj . . .  Djj. 

ne  dépend  (jue  des  coefficients  des  termes  du  degré  le 
plus  élevé  dans  les  g.  De  même,  si  Ton  désigne  par  Q'  ce 
que  devient  Q  quand  on  y  remplace  les  yij  par  les  jCiy, 
parD',,  D'^,  . .  •  ce  que  deviennent  Df,  D3,  .  . .  dans  la 
même  hypothèse,  ou  voit  que 


iiD.iiL);. 


ne  dépendra  que  des  coefficients  des  termes  du  degré  le 

plus  élevé  dans  les  /"et  les  g^;  si  Ton  suppose  les  g*  égaux 

aux  y,  on  voit  (pie 

ei2" 
•  n  D,  r- 
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^  dépendra  que  des  coefiicients  des  termes  du  degré 
^  plus  élevé  dans  les   /*,  et,  comme  il  en  est  ainsi  de 

/^/*  nxT  ^®  dépendra  non  plus  que  des  termes  du  degré 

^Vus  élevé  des  /.  Faisons  varier  ces  termes  sans  faire 

^^er  les  x,y,  cela  revient  à  remplacer  les  y  par  des  fonc- 

''^Qs  linéaires  à  coefficients  constants  des/*.  Dans  ces 

auditions,  D  est  multiplié  par  un  facteur  constant  IlDj 

Mssi  ;  donc  quand  on  suppose  que  les  x/y  varient,  -g-g- 

^stf^  déterminé  à  un  facteur  près  indépendant  de  cesxiy. 

^^  pourra  donc  déterminer  ==r=Y  en  supposant  y*i  =cpi, 

Ji==:  ^^  ,  ...,  y*„  =  '^;,;  alors  O/y  se  réduit  au  signe  près  a 


f«-Hi(*iy,^«y» . . .) 


I  J^iif  «3^2  ^21? 


f{t       ?M        •••       9^in 


m     •  •    « 


Ti»l       Tnt       •••       Tni 


•   • 


pour» 
^«^      voit  que  8,y  est  nul  si  i  ^/  et  qu'il  est  égal  à  i 


On 


^onc 

e       „       , 


a  ^tx   facteur  près  indépendant  de  la  forme  de  la  fonction 
?«-v-*  ;   O  =  o  (ou  Ton  suppose  Xij  =  yij)  est  donc  bien 
**^sultante  des  équations 

et  %  est  un  déterminant  symétrique. 

Je  souhaite  de  tout  mon  cœur  qu'un  géomètre  plus 
babile  que  moi  simplifîc  cette  démonstration. 


(  36o  ) 


SUR  UN  SYSTÈME  DE  GOORDONNfiES  TRIANGULAIRES; 

Par  m.  p.  SONDAT. 


1.  On  trouve  dans  la  Géométrie  supérieure  de 
Chasles  (III*  Section,  Cha[i.  XXIII  et  XXIV)  l'aperçu 
d'un  système  de  coordonnées  triangulaires.  Je  me  pro- 
pose, dans  cette  Note,  de  développer  ce  système  et  de 
montrer  par  quelques  applications  l'utilité  qu'on  peut 
en  tirer  en  Géométrie  pure. 

2.  Coordonnées  du  point.  —  Soit  (Jîg-  i)  ABC  un 
triangle  de  référence.  Nous  désignerons  par  a,  &,  c  les 


FiR.f. 


longueurs  de  ses  côtés,  comptés  dans  le  même  sens  de 
rotation,  par  exemple,  dans  le  sens  alphabétique, 
savoir  de  B  vers  C,  de  C  vers  A  et  de  A  vers  B,  ei  par  S 
sa  surface. 

Imaginons  un  point  O  à  ses  sommets  par  les  droites 
OA,  OB,  OC  dont  nous  désignerons  les  directions  par 
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/,  m^  fij  el  coupant  les  côtés  en  I,  H,  K.  Si  nous  posons 

Ws  quantités  a,  ^,  v,  liées  par  l'égaliié 

sont  trois  nombres  abstraits  qui  fixcMit  la  position  du 
point  O.  Nous  les  appellerons  les  coordonnées  segmen- 
tai r  es  de  ce  point. 

11  est  évident  qu^uu  point  de  BC  est  déterminé  par  sa 
seule  coordonnée  a  et  (|ue  le  centre  de  gravité  est  le 
point  ( —  1 ,  —  I ,  —  i). 

En  posant 

s\n(lb)         ,  sin(/no)        „,  5in(na)         , 

sin(/c)  '  siii(mcr)        ^^  sin(/i6)        ** 

les  côtés  a,  i,  c  étant  comptés  comme  on  Ta  dit,  les 
nombres  %\  ^',  y'  fixent  aussi  le  point  O  et  en  sont  les 
coordonnées  angulaires» 

Les  coordonnées  angulaires  sont  d'ailleurs  reliées,  en 
valeurs  et  en  signes,  aux  coordonnées  segmentaires  par 
les  relations 

d'où 

On  sait  que  les  coordonnées  normales  du  point  O 
sont  ses  distances  x^  ^  j  z  aux  côtés  a  y  i,  c,  distances 
qu^on  peut  regarder  comme  positives  quand  le  point  O 
est  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC. 

Elles  satisfont  à  l'égalité 


(  ^)  a  jr  -4-  by  -^  rz 


—  S 


(  3^2  ) 
et  sont  reliées,  en  valeurs  et  en  signes,  aux  coordon- 
nées angulaires  par 


(5) 


a  =  —  9 
z 


P,  Z  ,  X 

X  y 


et  aux  coordonnées  segmentaires  par 


(6)    a=-;;-. 


a  X 
c  z 


b   Y 
a  X 


3.   Coordonnées  de  la  droite,  —  Soii  {jig.  2)  Xuue 


ig.  2, 


droite  coupant  les  côtés  a^  i,  c  en  L,  M,  N.  Appelons 
/,  m,  n  les  directions  AL,  BM,  CN  et  posons 


LB 
LG 

sio(/6) 
sin(/c) 


T^"    -X, 


=  À', 


MC 
MA 

sin(mc) 
sin(  ma) 


=  f^' 


=  |i' 


NA 
NB 

sin(/ia) 
sin(nô) 


V, 


=  V 


Les  nombres  X,  |jl,  v  sont  les  coordonnées  segmen- 
taires de  X  et  les  nombres  X',  |jl'  v'  en  sont  les  coordon- 
nées ans[ulnires. 
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On  a  d'ailleurs 

(7) 

Xfiv  =-m; 

(8)           ^^'--J' 

(9) 

X'  ix'v'  --       I  . 

vv  — ; 

a 


Soient  x\  j\  z'  les  distances  A  A',  BB',  CC  des  som- 
mets A,  B,  C  à  la  droite  X,  distances  que  nous  regar- 
dons comme  positives  quand  la  droite  X  laisse  les 
trois  sommets  du  même  côté. 

Ces  longueurs  seront  les  coordonnées  normales  de  X. 

Elles  sont  reliées  aux  coordonnées  segmenlaires  par 

(lo)  ^  =  T7  '       f*=  -•»       ^  =  r^' 

Z  X  y. 

et  aux  coordonnées  angulaires  par 

,     .       .,  c  z'  ,  a  x'  ,  b  y 

o  y  c  z  a  X 

Elles  vérifient  d^ailleurs  l'égalité 

A'B'-f-B'G'-f-r/A'=o 
ou 

Remarquons  que  toute  droite  menée  par  A  est  déter- 
minée par  sa  seule  coordonnée  X  et  que  la  droite 
(i,  I,  i)  est  celle  à  Tinfini  dans  le  plan. 

4.  Théorème.  —  5*  un  point  O(a^Y)  appartient  à 
la  droite  X(X[xv),  on  a 

(i3,  -  _+.!!=,,  ^-H-^-^i.  --f---=i. 
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On  a,  cil  effet  {fig-  3), 

(A:LIBC)    =(A:LONM), 
(B:HMCA)  -.(BrOMLN), 

et,  en  ajoutant, 

i  4_  .?  =(LONM)H-(OMLN) 

oc  |J. 

=  (OLMN)-»-(OMLN> 
=  I. 

Les  deux  autres  relations  se  déduisent  aisénient  de 
celle-ci,  en  tenant  compte  des  égalités  (i)  et  (7). 


X 


Les  équations  (i 3)  deviennent,  en  coordonnées  an- 
gulaires,  . 

04)      x-'-^r^'»        J'^7^''        v'^?="' 
et  se  réduisent,  en  coordonnées  normales,  à  la  seule 
(i5)  axx' -\- byy' ->r  czz' =  o, 

5.  Equations  de  la  droite,  —  Si  un  point  O  se  dé- 
place sur  une  droite  fixe  X,  ses  coordonnées  varia- 
bles satisferont,  suivant  le  choix  des  coordonnées,  aux 
équations  (i3),  (i4)ou(i5).  On  peut  donc  regarder  ces 
équations  comme  étant  celles  de  la  droite  X. 
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La  droile  (i ,  i,  i)  à  riiifini  est  représentée  dans  les 
trois  systèmes  par 


;-^M.. 


(i6) 


a 


ax  -h  by  -h  cz  =  o. 


6.  Equations  du  point.  —  Si  une  droite  X  tourne 
autour  d'un  point  fixe  O,  ses  coordonnées  variables 
satisferont  aussi  aux  mêmes  équations  ( 1 3),  (i  4)  ou  (i5), 
qui  sont  alors  celles  du  point  O. 

Le  centre  de  gravité  a  pour  équations,  dans  les  trois 
systèmes. 


X  H -+-  I  =  O, 


bV 


^.  -  1 


a 


x'  ->ry  -t-^  =  o. 


7.  Les  coordonnées  cartésiennes  ne  sont  qu*un  cas 
particulier  des  coordonnées  segmentaires^  car,  si  le 
côté  AB  passe  à  l'infini  {fig*  4)^  ^^  première  des  équa- 

Fig.  4. 


tiens  (i3),  après  suppression  des  longueurs  devenues 

infinies,  se  réduit  à 

IC       HC 


LC       MC 


T   —  I 
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ou 

X        y 

équation  dans  laquelle  x  et  y  sonl  les  coordonnées  car- 
tésiennes du  point  O,  rapporte  aux  côtés  de  Tangle  C, 
a  et  6  les  longueurs  LC  et  MC. 

Nous  emploierons,  dans  ce  qui  suit,  les  coordonnées 
seginentaires,  et  il  sera  d^ailleurs  facile  de  transformer 
les  résultais  obtenus. 

8.  Coordonnées  du  point  de  rencontre  de  deux 
droites,  —  Soient  les  deux  droites 

X(XfJiv)     et     X,(X|a|V,) 

se  coupant  au  point  O(a^Y). 
On  doit  avoir 

a        }i  a         jx, 

avec 

XjjLv  — I,         X,  fijv,  —  I,         apY  — —  I. 

D'où  Ton  tire 

(«7)  ^?  =  vr^-=^^ 

^    ^  \^  XX^V  — V,) 

Kl—  f^ 


JJLfl^A  —  A,  ) 


9.  Point  à  rinjini  sur  une  droite.  —  Soit  Q(apY) 
le  point  à  Tinfini  sur  une  droite  donnée  X(X[jlv). 

On  aura  ses  coordonnées  par  les  formules  (17)  en 
supposant  X|(i  i  i)  à  l'infini.  On  trouve  ainsi 

I V  -  I—  X  I  —  u 


V(|l  —  I)  ^"      X(V  — I)  '""u(^X   —   I)" 


{36:  y 

10.   Coordonnées  de  la   droite  passant  par  deux 
points.  —  Soient  les  deux  points 

O(apY)»     0,(a,?,Y,) 

et  X(X|jiv)  leur  droite. 
Ou  doit  avoir 

>        P  X        p, 

a        \x  a|         (Ji 


avec 


UQ) 


D'oo  Ton  tire 

Y— Ti 


'   u  = 


V  = 


YYi(a— a,) 
a  —  ai 


Si  Pun  des  points,  soit  Of ,  est  le  centre  de  gravité, 
on  remplacera  a,,  p,,  v,  par  —  i. 

H.   Condition  pour  que  trois  points  soient  en  ligne 
droite,  —  Soient  les  trois  points 

Pour  qu'ils  soient  en  ligne  droite,  il  faut  et  il  suffit  que 
leurs  équations  soient  compatibles,  ou  que  Ton  ait 


(20) 


r 

I 

I 
a, 


Pi      ' 


=  o. 


12.   Condition  pour  que   trois  droites  soient  con- 
courantes.  —  Soient  les  trois  droites 


X(Xjiv),    Xi(X,  fxivi),    X,(X,fji,v,). 
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Pour  qu'elles  soient  concourantes  il  faut  et  il  suffit  que 
leurs  équations  soient  compatibles,  ou  que  Ton  ait 


(11) 


X 

1 

? 

X, 

I 

f^I 

X. 

I 

N 

-      1 


—  o. 


—      I 


13.   Condition  pour  que  deux  droites  soient  paral- 
lèles, —  Soient  les  deux  droites 

X(X[XV),       Xi(X,{JL,Vi). 

Elles  seront  parallèles  si  elles  sont  concourantes  avec  la 
droite  (i  1 1)  à  rinfini,  ce  qui  exige  que 


(atx) 


X 

I 

f* 

Xi 

1 

1*1 

1 

I 

—      I 


-      I 


o. 


On  peut  remarquer  que,  si  deux  droites  X(X(xv)  et 
X{(X|U.|V|)  sont  parallèles,  la  droite  qui  joint  les 
points 

\       A  fx  v/  \        A,  fx,  v,/ 

passe  par  le  centre  de  gravité. 

14.  Pour  abréger,  nous  admettrons  que  la  nièoie 
lettre  \  qui  représente  le  rapport  des  segments  en 
lesquels  un  point  L  divise  BC,  représente  ce  point  lui- 
même.  Ainsi  la  droite  X(X|xv)  est  celle  qui  coupe  les 
côtés  de  ABC  en  X,  |x,  v;  le  point  O(apY)  sera  celui 
dont  les  rayons  OA,  OB,  OC  coupent  les  mc^mes  côtés 


(369) 
en  a,  ^,  V.  De  cette  manière  les  lettres  L,  M,  N  dispa- 
i*^itront,  ainsi  que  les  lettres  I,  H,  K. 

15.  Si  les  droites  [xv,  U|  V{  se  coupent  en  O  et  les 
miroites  [av»,  (x,  v  en  0|  ,  AO  et  AO|  divisent  Tangle  BAC 
narmoniquement. 

Soient  a  et  ai  les  points  de  rencontre  des  droites 
AO,  AO,  avec  BC. 

On  a  (8) 

a  = ■  ,  a,  =  — ; 

a  OU 

a  -t-  ai  =  o, 

^"  Je  faisceau  (A  :  BCaa,  )  est  harmonique. 

^6-    Les  droites  qui  joignent  les  points 

OOy)    et    OiOiYi)»    co(Pyi)    Cl    co,(p,Y)- 

"'Visent  BC  harmoniquement. 

^ient  X  et  X|  les  points  de  rencontre  des  droites  00 1 
«t<û(o,  avecBC. 

Ou  a  (lo) 

«Ou 

X  H-  Xt  =  o, 

^^  A  et  X,  divisent  BC  harmoniquement. 

*7.    Soient  deux   triangles   a^y    et   a,p,Yi    inscrits 
^^îis  ABC. 
Posons 

P  =a3YaiPiri, 
.Résignons  par 

1^^  M,  N  les  points 

(Py>PiY).     («ï»«iYi).     («?i«iPi)t 
yt/i/i.  rfe  Mathémat.,  3*  série,  t.  X.  (Septembre  1893.)         27 


(37o) 
L],  Ml,  Ni  les  points 

X,  fx,  V  les  coordonaées  des  droites 

AL,    BM,     CN, 
Xi,  f^i,  vi  les  coordonnées  des  droites 

ALi,     BM,,     GN,. 

On  aura  (8) 

YYi(P*-f*0  »ai(Y  — Yt)'  p.3,(Qt  — a,)' 

avec  (i5) 

X  -h  Xj   =  O,  jx  -+-  JJL|  =  O,  V  -h  Vi   =  O. 

En  multipliant  membre  à  membre  les  trois  pre- 
mières égalités,  ou  a 

P  X  Xjxv  =  —  I , 

et  en  tenant  compte  des  trois  autres 

P  X  XifXiVi  =  -h  I. 

Si  P  =  H-i,  ou  si  l*bexagone  aai  ppiyy,  est  de 
Pascal,  les  points  X,  [x,  y  forment  une  division  centrale, 
et  les  points  conjugués  Xi,  (x,,  V|  une  division  rectî- 
ligne. 

Le  contraire  a  lieu  avec  P  =  —  i . 

18.  Si  P  =  —  I,  les  trois  points 


o/j_,  _L,  jlV 

VPyi'  «iy'  «?!/' 

'-'il   o  —  '  *  h  I 

Oj(X,,u,v,) 


(37.  ) 
sont  en  ligne  droite,  car  la  condition  (ao),  qui  devient 


ICI 


«i  Pi  Yi 

a  —  ai     P  —  3i     T  —  Y» 


-=0, 


est  évidemment  remplie. 

i9.  On  coupe  le  triangle  ABC  par  une  sécante 
X()w(xv),  sur  laquelle  on  marque  un  point  P(a^Y).  Si 
Ton  prend  les  conjugués  harmoniques  I,  H,  K  de  P 
sur  les  segments  |xv,  )wy,  Xu,  et  si  A|  B{  C|  est  le  triangle 
des  droites  AI,  BH,  CK,  les  droites  AA4,  BB|,  CC| 
seront  concourantes  en  P. 

On  a,  en  effet, 

Ai(a,  -3,  —7), 

C,(-a,  -?,  y) 

et  par  suite  les  droites  AA|,  BB|,  CCf   sont  concou- 
rantes au  point  P(aPY). 

Si  le  point  P  est  à  TinGni  sur  X,  les  points  I,  H,  K 
seront  les  milieux  des  segments  [jlv,  Xv,  Xu.,  et  les  droites 
AA|,  BBi,  CC{  deviendront  parallèles  à  X. 


20,  Mener  par  un  point  O(a^Y)  une  parallèle  à  une 
droite  X(Xulv). 

Soit  X|(X|[x,v,)  cette  parallèle.  On  aura  ses  coor- 
données par  les  équations 


X||JiiVi  =  H-I 


1 —  I, 


1 
A       —      I 


I       I      I 


=  o. 


(  372  ) 

21.  Equations  du  cercle  cir consent  au  triangle  de 
référence,  —  Soit  O(a^Y)  un  point  de  la  circonférence 
ABC(».5). 

Si  A|B|C|  est  le  triangle  des  tangentes  en  A,  B,  C, 

Fig.  5. 


les  trois  points  A|,  ^,  y,  appartenant  à  la  polaire  de  a 
par  rapport  au  cercle,  sont  en  ligne  droite. 
Or  les  coordonnées  de  A|  sont 


c«       a»       6» 


b^' 


a« 


et  celles  de  py, 

—  «î     P»    Y- 

On  aura  donc  les  équations  du  cercle  circonscrit  en 
écrivant  (4)  que  A|  appartient  à  py,  ce  qui  donne 


(a3) 


a»  =  c«  3  H , 

ï 


c«  ^  (}^a  4- 


T 


(3:3) 

Ces  équations  deviennenl,  en  coordonnées  angu- 
laires, 

a -h  Q-  -HOYi  =  o, 
Pt 

(24)  {   b -h  —    -hcai=o, 

c  H h  api  =  o, 

«1 

et  se  réduisent,  en  coordonnées  normales,  à  la  seule 

y    r^  abc 

(25)  1 h  -  =  o. 

X       y       z 

Chacune  des  équations  (a4)  revient  à  la  suivante 

a  sin  OBÀ  -t-  b  sin  OCB  -h  c  sin  OBC  =  o, 

qui  exprime  une  propriété  connue  du  quadrangle  cy- 
clique OABC. 

2â.  Condition  pour  que  deux  droites  issues  de  A 
soient  perpendiculaiies. 

Menons  par  le  sommet  A  deux  droites  A  a  et  A  ai 
coupant  le  cercle  circonscrit  aux  points  P  et  P| . 

On  aura  (23)  pour  les  coordonnées  de  ces  points 

rt»              b^a.  —  d*' 
r,       9,,       — — jT~'        ï > 


\\.      OL 


a'  b"^  ai  —  c 


s 


I5       -•       /.♦«   ' 


c»—  A*»!  rt*ai 


Les  coordonuées  du  centre  (o  de  ce  cercle  sont  d'ail- 
leurs 

—  ocosC        — <7rosA        — AcosB 
o  cos  15  c  cos  c  a  cos  A 

Pour  que  les  droites  A  a  et  A  a,   soient  perpendicu- 
laires, il  faut  et  il  suffit  que  les  trois  points  P,  P,  et  w 


(374  ) 

soient  en  ligne  dix>ite,  ou  (i  i)  que  Ton  ail 


—  c  cosC 

—  b  cosB 

a  rosA 

a  cos  A 

r«       b'^OL 

b^  a      c* 

r/î 

a*  a 

C«-   b^OL^ 

/>«a,       c» 

a^' 

a' ai 

=  o. 


En  développant,  on  trouve 

—  (a  -+-  a,  )a'-H('a  -h  «1  —  aaai)  6'-f-(a 


-h  ai  —  -2)  c'  =  o. 


ou 


(26) 


(  a  -J-  «1  )  6c  cos  A  —  a»!  è*  —  c*  =  o, 


pour  la  condition  de  pcrpendicularité. 

23.  Conditions  pour  que  deux  droites  quelconques 
soient  perpendiculaires. 

Soient  les  droites  X(Xay)  et  Xj  ().«  ]jL|  v,  ).  Menons 
A  a  et  A  a^  parallèles  a  X  et  X| . 

Si  ces  dernières  sont  perpendiculaires,  la  relation  (26) 
aura  lieu,  et  comme  (9), 


a  = 


v(tJL  —  l) 


«1   — 


I  —  Vt 


Vi({X,—  I) 


on  aura,  en  remplaçant  et  transformant, 


a 


(^7) 


\K*-i 


(  |ircosB  -f-  X|ji6  cos  G  —  a) 


-+-  6XXi(va  cosC  -h  |JLvc  cos  A 
cdb  cos  A  -h  Xvrt  cosB 


-b) 

—  c)=  o, 


ou  encore 


(28) 


(i  —  À  )(i  —  Xj)  rot. A 

H (  I  —  tA  )  (  I  —  «1,  )  C<»1  B 

-4-  XXi  n  —  V  wi  —  Vj  )  col  C  =  o. 


i 


(3:5) 

Celte  condition  se  réduit  à  une  identité  si  Tune  des 
droites  est  à  Tint] ni. 

24.  Condition  pour  qu'une  droite  X(Xuv)  soit  per- 
pendiculaire à  Tun  des  côtés  de  ABC. 

Supposons  que  la  droite  X|  se  confonde  avec  BC.  On 
aura 

et,  d'après  (27), 

c  cos  B  -t-  X  6  cos  C  =  -  • 

De  même  une  perpendiculaire  à  AC  doit  satisfaire  à 
la  condition 

a  cosC-h  uccosA  =  -> 

V 

et  une  perpendiculaire  à  AB,  à  la  suivante 

h  cos  A  4-  va  cosB  =  r  • 

A 

Si  une  droite  satisfaisait  à  deux  de  ces  conditions, 
on  aurait 

X  =   {Jl  =  V  =  f 

ou  l'un  des  angles  A,  B,  C  serait  nul. 

2o.  Mener  par  un  point  ©(a^y)  une  perpendicu- 
laire à  BC. 

Soit  X(XjJLv)  cette  perpendiculaire.  On  doit  avoir 

— j-  —  =  I ,        c  cos  B  -f-  X  />>  cos  C  =  -  : 
d'où 

^  —  c  cosB 

X  =  f. 

ù  cos  c  —  Y  ^'^ 

On  trouverait  de  même,  pour  une  perpendiculaire 


(  3:6  ) 

abaissée  de  O  sur  AC, 

a  cosLi 

^  ~  c  cosA  —  ab 
et  pour  une  perpendiculaire  à  A6, 

b  cos  A 

a 

a  cosB  —  pc 

26.  Supposons  les  points  X,  [a,  v  en  ligne  droite.  On 
aura 

OU,  en  remplaçant, 

2abc(i  -+-  cos  A  cos  B  cos  G) 

(a^b^-hc^)  (cosA  -H  cosB  cosC) 

a  ^ 

—  ft  (P*c*4-  a*)(cosB  -h  cos  A  cos  G) 

r 

(  Y«  a»-+-  b-)(  cos  G  -t-  cos  A  cos  B  )  =  o , 

ou,  eu  vertu  des  relations 

bc 
cosA  4- cosB  cosG  =  sinB  sinG  =  tb*^ 

cosB  -f-  cosA  cosG  =  sinA  sinC  =  t-kt» 

4  n* 

cos  G  -f-  cos  A  cos  B  ~  sin  A  sin  B  =  -—rrr  > 

I  -t-  cos  A  cos  B  cos  G  = -r-^ 7 

R  étant  le  ravon  du  cercle  circonscrit, 

ou 

(-.9)  (,_^_.,)(«,_^'_^c»)  =  „. 


(377) 
Le  lieu  du  point  0(a;ïv)  est  donc  (5)  la  droite  k 


rintini 


I 


ou  (2  i)  le  cercle  circonscrit 


et  X[Av  serait  alors  la  droite  à  Tinfini  ou  la  droite  de 
Simson. 

27.  Si  Ton  veut  que  les  droites  AX,  B|jl,  Cv  soient 
concourantes,  on  aura 

ou,  en  remplaçant, 


a 

—  (a«6*— c*)(cosA  —  cosBcosC) 

(3o)     {       -t- g(P*c«  — a«)(cosB--cosAcosG) 

Q 

■+-  -  (f*a* — è«)(cosG  —  cos  AcosB)  =  o. 

Ce  lieu  du  point  O  est  une  cubique,  étudiée  par 
M,  Dewulf  {JVouvelles  annales,  question  1207.  An- 
née 1876,  p.  55o). 


28.  Lieu  géométrique  des  points  tels  qu'en  joignant 
chacun  d^eux  aux  sommets  du  triangle  ABC,  les  per- 
pendiculaires à  ces  droites,  menées  par  ces  sommets, 
soient  concourantes. 

Soit  (o(a^Y)  un  point  du  lieu. 

Les  perpendiculaires  aux  droites  coA,  wB,  (oG,  me- 


(378) 
nées  par  A,  B,  C,  ont  pour  coordonnées  (aa) 

__  c{c  —  ab  cos  A) 
'        6(ccosA  —  a6)' 

^^'^  ^  P'~  c(acosB-{ic)' 

b{b  —  •'(ac.o^C) 
^  ^*^  a(6cosG  — Y^)' 

et,  comme  Ton  veut  qu'elles  soient  concourantes, 

ou  Téquation  (^9).  Le  lieu  du  point  co  est  donc    la 
droite  à  l'infini  ou  le  cercle  circonscrit. 

29.  En  écrivant  que  les  points  ai,  ^,,  y*  sont  en 
ligne  droite,  on  retrouvera  la  cubique  (3o)pour  le  lieu 
du  point  (0. 

30.  Mener  par  Torthocen  tre  O(aPY)  du  triangle  ABC 
une  perpendiculaire  à  une  droite  X(X[jlv  ). 

Soit  X|  (X|  [JL|  V|  )  cette  perpendiculaire. 
On  aura  ses  coordonnées  par  la  formule  (27)  et  les 
équations 

A,fi,v,  =  i,  -  -h  -i-  =1. 

On  trouve  ainsi 

,  gv(|A  —  l) 

A|   =  ' , 

I  —  V 

1—  (X 

On  voit  par  là  que  X|  est  indéterminé  si  X  est  à  Tin- 
(ini. 

31.  Les  perpendiculaires  abaissées  de  rortlioceutrc 


^  (  Î79  ) 

O(a^v)  sur  les  droites  0|  A,  0|  B,  0|  C  qui  joigaent  un 
point  quelconque  Oi(ai^iYi)  aux  sommets  de  ABC, 
coupent  les  côtés  correspondants  en  trois  points  en 
ligne  droite. 

Si  \  |JL,  V  sont  ces  points,  on  trouve,  en  eilet, 

^»  ^»  ^» 

d  ou 

XjXV  r-r  -h  1. 

32.  Equation  de  la  conique.  —  Soit  0{xjz)  un 
point  d'une  conique  Q,  coupant  les  côtés  ABC  en  A 
et  ^1,  |i.  et  [Xiy  V  et  V|. 

On  a 

(33)  -ryz=  —  I,        XpLvXifjitVi  =-h  1. 

Pour  que  le  point  O  appartienne  à  la  conique  Q,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  côtés  opposés  de  Thexagone 

{ifiiOvi  vX 

se  coupent  en  trois  points  en  ligne  droite.  Ces  points 
sont 

A,  I,  H     ou    (fxjx,,  vv,),     (Xv,  fi|0),    (Xfx,  v,0). 

Les  coordonnées  des  droites  AI  et  AH  sont  (8) 

XfX,V  —  I  '  (V|—  5)^—  {XV,  ' 

et,  puisque  ces  droites  doivent  se  superposer,  on  a 

XfJl,V  —  I  "       (V|—  >5)J^—  JXVi 

Telle  est,  en  coordonnées  segmentaires,  Téquation 
de  la  conique  Q. 


(  38o  ) 
Elle  peut  s'écrire 


(34) 


1       'V^       >-i       r)      a\\f.       (X,       yj 


OU  encore 


(35)  |îi-^[('^-*-'^')^-(7^i)]5 


33.  Avec  ÀuLv=  i,  X,  [x,v,  =  i,  cette  dernière  équa- 
tion se  décompose  en  les  deux  suivantes 

X  ^  X  }X\ 

et  la  conique  Q  se  réduit  au  système  des  deux  droites 

X(Xfiv)    et     Xt(Xj[iiv,  ). 

Si  Ton  avait  de  plus 

V. V 

X  =  > 

VV|(fA—  JXi) 

les  racines  de  cette  équation  seraient  égales  à 

I  __  fXfXiCX  —  Xi  ) 

et  ces  valeurs  de  a:  et  de  -  appartiendraient  au  point  XX  i , 
comme  on  Ta  vu  (8). 

34.  Pour  que  la  conique  soit  un  cercle.  Il  faut  que 

(i  — >0(»  — Xi)  ""  (i— fx)(i  — ;x,)  ~"  XXi(l  — v)(i  — vi)  ' 

et  ces  conditions  sont  remplies  par  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  et  de  Torthocentre. 


(49*  ) 

Réciproquement,  (  et  7)  étant  donnés,  on  peut  en  déduire  a 
et  p,  mais  non  point  rationnellement.  Toutefois  les  équations 
exprimant  a  et  p  en  (  et  t)  ne  sont  point  d'un  degré  aussi  élevé 
qu'elles  peuvent  le  paraître  de  prime  abord.  En  effet,  multi- 
pliant par  a  et  p  respectivement  les  expressions  de  (  et  t),  et 
faisant  la  somme,  il  viendra  simplement 

a5  +  Pt)  =a«H-ô«, 

équation  linéaire  en  a  et  ^  comme  en  (  et  tj  et  qu'il  suffit  d'ad- 
joindre à  l'équation  déjà  mentionnée 

laquelle  est  linéaire  en  (  et  y)  seulement,  quadratique  en  a,  p. 

Puisque  à  un  point  H  pris  arbitrairement  dans  le  plan  de 
l'ellipse  correspondent  deux  triangles  ABC  et  que  chaque 
triangle  donne  lieu  à  deux  points  M  et  M',  d'où  les  cAtés  sont 
vus  sous  un  angle  droit,  il  est  clair  que  la  surface  cherchée  est 
du  quatrième  ordre,  symétrique  par  rapport  au  plan  deTellipse 
donnée  comme  par  rapport  aux  plans  perpendiculaires  menés 
suivant  ses  axes,  et  enfin  qu'elle  admet  comme  ligne  d'inter- 
section avec  le  plan  de  l'ellipse  :  i"*  cette  courbe  elle-même; 
7.^  le  cercle  lieu  des  angles  droits  circonscrits  à  l'ellipse,  ou 
cercle  orthoptique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  du  reste,  et  pour  achever  la  solution  ana- 
lytique, je  forme  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC  Cette  équation  rentre  dans  la  forme 

-l-(A*aar-ha'p^  —  a*6»)(Xa7H-  \iy-\-  v)  =  o, 

qui  est  celle  des  coniques  admettant  la  corde  6G  en  commun 
avec  l'ellipse  donnée.  Des  trois  conditions  à  introduire  encore, 
la  première  est  qu'elle  soit  vérifiée  par  les  coordonnées  a,  p  du 
point  A,  ce  qui  donne 

Xa -h  jxp  -h  V  = —  I. 

En  écrivant  de  plus  que  les  termes  du  second  degré  sont 
x^  -\- y^  à  un  facteur  constant  près,  il  vient  encore 

Xa2p-4-  {jL6«a  =  o 
et 

9' 


(5o*  ) 

d*où 

^-         6*aï-Ha*p*   ' 
et  pour  l'équation  cherchée 

Il  suffit  d*y  changer  ar'-f-^*  en  iF*-i-^*-i-a^'  pour  obtenir 
réquation  de  l'ellipsoïde  de  révolution  aplati  ayant  pour  équa- 
teur  le  cercle  (ABC), 

—  (a«-+-p«— a^-l-6^)a^PJ^-^(a^— 6«)(«>»a»  —  a«p»)=o, 

et,  finalement,  l'élimination  de  a  et  p  entre  cette  équation  et 
celles  qui  lient  entre  elles  le»  coordonnées  de  A  et  de  H  four- 
nira celle  de  la  surface  cherchée. 

Pour  effectuer  cette  élimination  de  a  et  p,  je  commence  par 
substituer,  au  contraire,  dans  l'équation  de  l'ellipsoïde  les  ex- 
pressions de  0?  et  de  ^  en  a  et  p,  savoir 

"^  ~  "*  b^0L*-ha^  f^  ' 

-ft  —  (  ^'  —  ^'  )  a*  -t-  g-  (  g*  H-  ^^  ) 
•^~""  62a2-4-a2p2  ' 

mais  d'abord  seulement  dans  les  termes  des  degrés  zéro  et  un  : 
il  me  vient  «ainsi 

(  ^)2  a2 -f.  «î  pî  )«  (2:2 -4-72 -h  9. 32  ) 

•  =  (aî_Hp2  — «2— 62)[— (a2_ô2)a2pî-H(a2-i-^>2)(^*a2-t-«*p2)] 
[aa2^2(a2-h^î)_(a2  — 62)(^,2a2  — a2p2)](/>4a2-i-a2p2). 


Je  trouve,  d'autre  part, 

^2aî-|-a2p»)2(ar2-+-j^2)  =  (^2^^,î)(ai^pî_.2a2  — 26«)a2pi 

-f-(a2-f.ôî)î(^,ia2-f-a^p2). 


(5.*) 

et,  par  suite,  en  faisant  la  différence  j'aurai  l'expression  de  z^, 
assez  compliquée  à  première  vue,  mais  qui  se  simplifie  aisé- 
ment si  l'on  réfléchit  qu'elle  admet  nécessairement  le  facteur 
a*-*-  p* — a*  —  6*.  L'autre  facteur  peut  lui-même  s'écrire  éga- 
lement a  priori,  comme  représentant  le  lieu  des  pôles  des 
normales  à  l'ellipse;  quoi  qu'il  en  soit,  on  trouvera 

Ainsi  les  équations  de  la  surface  sont  ramenées  à  la  forme 

Mais,  pour  avoir  une  seule  'équation  du  type  F(â?,  j^,  z)  =  o, 
je  fais  maintenant  la  somme  des  expressions  dont  la  différence 
a  donné  ^*.  J'obtiens,  après  quelques  réductions, 

et  si  maintenant  je  retranche  successivement  des  deux  membres 
les  quantités  a«(6«a»-»- a^p*)  et  ^«(^«a* -+- a«p»),  il  me 
viendra 

c'est-à-dire,  en  se  reportant  aux  expressions  mômes  de  or  et  j^ 
en  Gt  et  p, 


Or  «x  -f-  p^  =  «*-h  6*  ;  j'ai  donc  simplement 


;rï-t-^î-H  ^-  — ^*        :/'2_^  j/.|_^  -s_  ^£j 

C'est,  pour  un  cas  particulier,  l'équation  de  la  surface  de 
l'onde  lumineuse,  qu'on  pourra  aisément  ramener  à  sa  forme 
la  plus  usuelle 


en  prenant  a'*  =  aS-h  ^î,  6*  =  a»,  c'^  =  bK 


(  52*  ) 


OlIESTIONS  PROPOSEES. 


1647.  Démontrer  que  la   somme  des  carrés  des  coefficienls 
binômiels  d'un  nombre  entier  positif  a 


k-a 


2  (.")■ 

JtcO 


ïC^st  jamais  divisible  par  un  nombre  premier  :  p'^  la^  mais 
toujours  divisible  par  tous  les  nombres  premiers  compris 
entre 


et 


•2/1  -h  2  a/iH-  I 


où  n  est  un  nombre  entier  positif  et  <  ai  et  que  la  même 
somme  n'est  pas  divisible  par  un  même  nombre  premier  p 
compris  entre 


et     > 

2  /l  -H  O  2  /l  -H  -2 


excepté,  si  une  puissance  de 77  (supérieure  à  l'unité)  se  trouve 
dans  l'intervalle  de  a  jusqu'à  2a.  (G.  Szily.) 


1648.   Démontrer  les  identités  suivantes 

k  =  a  k=.m 


A-  =  0  k-0 


OÙ 


m 


"(t) 


ïa)'-Ta)(v') 

A-  =  rt  —  I 


_  2(2  a  —  \)    ^    /a  —  i\/«  —  i\ 
a-i        2d    [     A      )\A'-j)' 

k=\ 
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PRIX    POUR    UN    AN    ( 13    NUMÉROS)   : 

Paris,  5  fr.  —  Départements  et  Union  postale,  6  fr. 

(Extrait  de  la  Bévue  générale  des  Sciences;  n<*  du  3o  juillet  lî'gS.) 

•  Il  n*cst  pas  ordinaire  de  saluer  l'apparition  future  d'un  journal  plusieurs 
mois  avant  au'il  ne  soit  publié;  les  lecteurs  trouveront  cependant  naturel  que 
nous  applaudissions  à  l'idée  aue  MM.  Laisant  et  Lemoine  ont  eue  de  mettre  en 
rapport  scientifique  les  niatliématiciens,  au  moyen  d'un  organe  iaternational 
dont  le  titre,  i.'Intk»mf.diairr  des  mathèmaticikns,  indique  le  but.  Ce  recueil 
mensuel,  qui  paraîtra  à  partir  de  janvier  iHfj'j,  n'admettra  d'autres  articles 
que  des  questions  post'cs  par  les  malhémalicicns  à  leurs  collègues,  soit  pour 
en  indiquer  riutérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de  leurs  recherches  per- 
sonnelles^ et  les  répons<'s  à  ces  questions.  La  Mathématique  est  si  vasle  main- 
tenant que  nul  n'en  connaît  complèlemcht  même  une  des  branches  et  qu'une 
question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de  premier  ordre,  si  ce 
détail  sort  du  cadre  ordinaire  de  ses  études  ordinaires,  tandis  qu'elle  ne  se- 
rait qu'un  jeu  pour  un  autre. 

•  Celte  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
!»Mirs  se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
ront les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
quelques  réponses  dés  l'origine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leurs 
ospéranccs  les  plus  optimistes;  nous  avons  vu  la  liste  des  correspondants 
eneclifs  du  journal,  liste  déjà  longue,  et  nous  nous  contenterons  de  dire  que, 
à  la  date  du  20  juillet,  elle  comprenait  les  noms  de  on/e  membres  de  l'Institut, 
avec  ceux  d'un  grand  nombre  «le  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres 
moins  en  vue.  car  le  but  et  l'essence  môme  de  \  Intermédiaire  des  mathé- 
nuiliciens  est  d'être  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique.  C'est 
dans  CCS  conditions  que  les  rédacteurs  vont  s'adresser  maintenant  aux  mathé- 
maticiens étrangers  et  à  ceux  riu'iis  ne  c«)nnais!«rnt  pas  en  France.  L'accueil 
no  semble  pas  douteux,  car  il  y  a  déjà  (fuolqucs  géomètres  qui,  ayant  entendu 
parler  du  nouveau  projet,  ont  spontanément  offert  leur  concours,  aussi  leur 
nom  et  leurs  scrvires  f)onr  aider  à  la  propagande;  nous  citerons,  par  exemple, 
parmi  rou\-ci  riliuslrc  M.  Cantor,  le  Professeur  de  Heidelberg.  L'idée  était 
si  nouvelle  que  les  rédacteurs  de  V Internuidiaire  n'ont  dû  viser  que  des  débuts 

très  mo(iesle«5,  puisque  le  prix  annuel  de  l'abonnement  n'est  que  de  5  francs  / 

pour  Paris,  '»  francs  pour  la   province  et  les  pays  de  l'Union  postale.  Nous  \ 

souhaitons  ii  nos  nouveaux  cf)nfrères  d'être  obligés  (ce  qui  serait  certainement  j 

un  grand  avanta};c  |)nui-  le  but  iju'ils  se  proposent),  dès  la  deuxième  année,  de  f 

rendre  Vlntcrmcdiairc  bi-rncri>iuel,  cl,  en  terminant  ces  vœux  de  bienvenue, 
nous  prévenons  eeux  de  nos  leeleurs  qui  cultivent  les  Mathématiques  qu'ils 
peuvent  déjà  adresser  leurs  ({uestions  et  communications  soit  à  M.  Laisant,  162, 
avenue  Vicior-liugo,  spil  à  M.  Lemoine,  5,  rue  Littré,  soit  chez  l'éditeur. 


(  ^8.   ) 

33.  Cercle  des  neuf  points.  —  On  aura  son  ëqua- 
tîoij  eu  remplaçant  dans  (35)  )..  ja,  v  par  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  et  ^i,  pL|,  V|  par  celle  de  l'or- 
thocentre. 

On  trouve  ainsi 

.oiiv  (  àccos\(-)  —(^îa:  — r«)  - 

(%)  \z/  'z 

(       -+- a(6  cosCx'-h  aa?-f- ccosB)  =  o. 

36.  Conique  inscrite  dans  le  triangle  de  référence. 
—  Soit  une  conique  touchant  les  côtés  de  ABC  en 
A,  a,  V. 

On  a  ici 

et,  par  suite, 

ou  les  droites  AX,  Bjjl,  Gv  sont  concourantes,  et  l'équa- 
lion  (35)  devient 

(37)  i:---|jL(v/Àii:v'i)^ 


37,  Centre  de  la  conique  inscrite.  —  Ce  centre  O 
est  le  point  de  rencontre  des  droites  joignant  les  som- 
mets de  ABC  aux  milieux  I,  II,  K  des  côtés  deXav. 

Il  a  pour  coordonnées 

1  —   V  1  —  X  1    -      jJL 

v(i  — |x/      >(i— v;'      tjt(i  —  \~) 

38.  Cas  de  la  parabole,  —  Les  droites   Ai  cl  BH 
seront  parallèles  (i3)  si 

(38)  X-f-  -  =1 

et  alors  le  centre  O  est  rejeté  à  Tintini,  ou  la  conique 
se  transforme  en  une  parabole. 

Ann.de  ^f ai héniat,,  3*  série,  i.  XII.  (Octobre  1893.)  '^-8 


(  38a  ) 
Ou  arriverait  au  même  résultat  en  écrivant  que  la 

droite  n  Tinfini  -  =  i  —  x  est  tangente  à  la  conique. 

39.   Tangente  à  la  conique  inscrite,  —  Soit  la  co-' 
nique  inscrite 

coupée  par  la  sécante yj  (X|,  (X|,  V|)  ayant  pour  équation 

z         At 

En  éliminant  -  on  trouve  Téquation 

({1  -  |i,)a?±2|jLv/^./i-f-(X|i-f-Xi|i,)  =  o, 

dont  les  racines  appartiennent  aux  points  de  rencontre 
de  la  sécante  avec  la  conique. 
Cette  sécante  devient  tangente  si 

(39)  r-^ï='' 

et  cette  condition  exprime  que  le  point  (AXi,  B[jL|), 
soit  R,  appartient  à  Xti.. 

Si  donc  ou  appelle  P  et  Q  les  points  (Bjjl,  ,  Cvi  )  et 
(AX|,  Cv,)  le  triangle  diagonal  PQR  du  quadrilatère 
circonscrit  à  la  conique  est  inscrit  dans  le  triangle  Xuv. 

Soit  T(x,  r,  z)  le  jwint  de  contact. 

On  a 

r  =  -  - 


ou  (form.  39) 


Xf 


(  383  ) 
Les  coordonnées  de  T  sont  donc 

X*  u*         v' 

'^l         f*l        ^i 

A  |A  V 

De  plus,  les  droites  XP,   |jlQ,  vR  passent  par  T.  La 
droite  XP,  par  exemple,  qui  a  pour  coordonnées 

'    v,(X-^Xi)'  X         ' 


coupe  '^1  au  point 


c'est-à-dire  en  T. 


X  {JL 


t  V« 


I  ^1 

-—  >       y       —  > 

V 


40.  Si  la  conique  est  une  parabole,  elle  admet  pour 
tangente  la  droite  à  Tinfini,  et  cette  droite  forme  avec 
les  côtés  de  ABC  un  quadrilatère  circonscrit  qui  doit 
jouir  des  propriétés  précédentes. 

On  aura  le  triangle  PQR  en  menant  par  les  sommets 
de  ABC  des  parallèles  aux  côtés  opposés,  et  les  coordon- 
nées du  point  de  contact  T  seront 


I 


,      -  > 


;^        V 


Sî  donc  X.|,  (JL|,  V|  sont  les  symétriques  des  points  )., 

[jL,  V  par  rapport  aux  milieux  des  cotés  de  ABC,  les  six 

droites 

AXi,     Bfx,,     Gv„    PX,     Q{ji,    Gv 

seront  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole. 

Les  milieux  des  trois  diagonales  d'un  quadrilatère 
complet  sont  en  ligne  droite  et,  si  ce  quadrilatère  est 
circonscrîplible  à  un  cercle,  celle  droite  passe  par  le 
centre  O. 

Coupons  le  triangle  ABC  parla  sécante  y,  (a,  ,[x,,V|). 


(  384  ) 
li  faut  prouver  que  les  milieux  I,  H,  K  des  diagonales 
âX|  ,  B  [X| ,  C  Vf  du  quadrilatère  des  quatre  droites  sont  en 
ligne  droite. 

Eu  effet,  les  cordonnées  des  points  I,  H,  K,  qui  sont 

I  —  Xi  I 


Xi 


|JLi  — i 
I  — Vi 


X, 
I 


Vj  —  I 


satisfont  à  la  condition  (20). 
Soit 


c  a  b 

0  c  a 


le  centre  du  cercle  inscrit  dans  ÂBC. 

Les  trois  points  O,  I,  H  seront  en  ligne  droite  sMls 
satisfont  à  la  condition  (ao),  ou  si  Ton  a 


I 

—  b        —  a 


1  — Xi     X, 
1 
c 


=  o 


ou 


(/?  -  6)  -+-  Xi(/)  —  c )  4-  Xi fil (/?  —  a)  =  o, 


ce  qui  est  précisément  la  condition  (Sg),  puisque  ici 


La  droite  IHK  ne  passera  donc  par  le  centre  O  qu'au- 
tant que  yj  sera  une  tangente  à  ce  cercle  O. 
On  sait  que  OIH  est  la  droite  de  Newton. 

41.    Conique   circonscrite  à  ABC.  —   Coupons  le 
triangle  ABC  par  la  droite  7  (a,  |jl,  v).  La  pascale 

A.VBBGG, 


(  385  ) 

ou  Xy  montre  qu'il  existe  une  conique  tangente  en  A, 
B,  C  aux  droites  AX,  B[jl,  Cv.  L'équation  de  cette  co- 
nique,  devant  être  du  second  degré,  sera,  dans  le  sys- 
tème segmentai re,  l'une  des  suivantes 

car  si  un  point  0(a,  ^,  y)  parcourt  la  courbe,  on  aura, 
à  ses  passages  aux  sommets  A,  B,  C, 

et,  par  suite  (éq.  4^), 

a  =  X,         P  =  fA,         Y  =  V, 

c'est-à-dire  les  tangentes  en  A,  B,  C. 

On  voit  l'analogie  de  ces  équations  avec  celles  de  la 
droite  ou  du  point.  Elles  se  réduisent  d'ailleurs  en 
coordonnées  normales  à  la  seule 

III 
axx       oyy       czz 

et  redonnent  celles  du  cercle  circonscrit,  en  y  rempla- 
çant \  p.,  V  par 

C^         rt*  b^ 

ft'     ^  '     ^' 

Il  est  évident  que  la  nature  de  la  conique  doit  dé- 
pendre de  la  position  occupée  par  la  droite  X. 

42.  Les  équations  (4^^)^  mises  sous  la  forme 

II  £         I  I         2 

X  p(  fx         Y  va 

h-^=I,  -«-  +  -'-=1,  1 =r  I 

II'  Il  *  1 

expriment  que  quand  le  point  0(a,    ^,  y)   décrit  la 
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conique  (4o),  le  point  O^  (->  0»  -)»  isolomique  de  O 

par  rapport  au  triangle  ABC,  se  déplace  sur  la  droite 

yi  (  s->  -1  -j>    isotomique   de   ';^(X,  [jl,  v).    U*ailleurs.| 

quand  le  point  O  passe  par  les  sommets  A,   B,   C,  le 
point  0|  traverse  les  côtés  opposés  a,  &,  c. 

43.  Equations  (tangentielles)  de  la  conique  inscrite 
à  ABC.  — Soit  le  point  0(a,  p,  y).  Le  brianchon 

aabbcc^ 

ou  O,  montre  qu'il  existe  une  conique  tangente  aux 
côtés  de  ABC  en  a,  j3,  y. 

Si  une  droite  y^{\  [x,  v)  se  meut  tangent iellement  à 
cette  conique,  ses  coordonnées  variables  X,  [x,  v  satis- 
feront aux  équations  (4^))  car  lorsque  cette  droite  '^  se 
superpose  aux  côtés  a,  &,  c,  on  a 

|JL  =  o,         V  =  o,         X  =  o, 

et,  par  suite  (éq.  4o), 

X  =  a,         fx  =  P,        V  =  X, 

On  peut  donc  regarder  ces  équations  comme  étant  les 
équations  tangentielles  de  la  conique  inscrite. 

La  parabole  sera  d'ailleurs  caractérisée  par  Tégalité 

exprimant  qu'elle  admet  pour  tangente  la  droite  à  Tin* 
fini  (1,  I,  i). 

L'ellipse  tangente  aux  milieux  des  côtés  de  ABC  a 
pour  équation 

Les  équations  (4o)  deviennent,  en  coordonnées  au- 
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gulairfs^ 

V        3'  u'        y'  v'         a' 

^^^)    ?-^7^''      p^"*-v=''      f-^v='' 

et  se  réduisent  à  (4i))  en  coordonnées  normales. 

4*1.  Les  équations  (4^)9  mises  sous  leur  seconde 
forme  (n**  42),  monlrent  tjue  quand  la  droite  /(î^,  tt,  v) 
se  meut  tangcnliellement  à  la  conique  inscrite,  la  droite 

y I  (  v^ »  -,  -  j ,    isotomique   de   y    par   rapport   si  ABC, 

tourne  autour  du  pointyfxe  0|  (-,  0,  -  )>  isotomique 

de  0(a,  p,  y).  D^ailleurs,  lorsque  cette  droite  '^  se  su- 
perpose aux  côtés  a,  £,  c,  la  droite  y 4  passe  par  les 
sommets  A,  B,  C.  (^  A  suivre,) 


SUR  l\  LIEU  GfiOMÉTMaUE  ET  SES  APPLICATIONS; 

I>AR  M.  André  CAZAMIAN, 

Élève  du  lycée  do  Pau. 


Nous  nous  proposons  dans  celte  Note  de  rattacher 
les  uns  aux  autres  un  certain  nombre  de  problèmes,  qui 
paraissent  au  premier  abord  bien  diflerents,  et  où  Ton 
trouve  comme  lieu  une  strophoïde  droite  ou  oblique. 

Nous  partirons  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  donnés  dans  un  plan  {fig.  i) 
trois  points  Jixes  A,  B,  O,  le  lieu  des  points  M  tels 
que  la  bissectrice  de  V angle  AMB  [ou  de  son  supplé- 
ment) passe  par  O  est  une  strophoïde  dont  te  point 
double  est  en  O. 

Il   est  d'abord  évident  que  le  point  O  est  un  point 
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double  du  lieu,  puisque  les  deux  bissectrices  de  Tangle 
AOB  passent  par  O^  et  sur  une  droite  quelconque  LL' 
issue  de  O  se  trouve  un  point  du  lieu,  et  un  seul,  que 


Ton  obtient  en  prenant  le  point  d'intersection  avec  AH, 
H  étant  le  symétrique  de  B  par  rapport  à  LL'.  La  courbe 
est  donc  du  troisième  ordre,  elle  passe  par  les  points 
cycliques  I  et  J,  puisque  la  droite  AI,  par  exemple,  fait 
un  angle  indéterminé  avec  elle-même.  La  cubique  est 
donc  circulaire.  Enfin,  il  est  facile  de  voir  que  les  tan- 
gentes au  point  double  O  sont  les  bissectrices  de  Tangle 
AOB,  en  supposant  qu'un  point  du  lieu  se  rapproche 
indéfiniment  de  O.  La  courbe  est  en  définitive  une  cu- 
bique circulaire  admettant  un  nœud  à  tangentes  rectan- 
gulaires :  c'est  donc  une  strophoïde.  Exprimons  d'ail- 
leurs analytiquement,  et  en  prenant  pour  axes  de 
coordonnées  deux  droites  rectangulaires  passant  par  O, 
que  les  tangentes  des  angles  AMO,  BMO  (M  étant  un 
point  du  lieu)  sont  égales,  nous  aurons,  en  appelant 
(tf,  i),  (a',  i')  les  coordonnées  des  points  A  et  B, 

b       Y         y  —  h' 


X  —  a 


V 

X 


i  -»-  ^ 


Z  ^—  ^ 
X  T  —  a 


X 


i-i- 


a' 


y 

X 


y  y  —  f>' 


=  o 


X  .r 


a' 
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ou 

ay  —  bjp  a  y  —  b*  x 

x^^y*—ax  —  by~       x^-t- y^ -- a' x— b'y 

^us  celte  forme,  trois  points  du  lieu  sont  en  évi- 

^<?iice  t  le  point  Oet  les  points  de  rencontre  de  OA,  OB, 

avec  Jes  cercles  décrits  sur  OA  et  OB  comme  diamètres, 

^ est-à-dire  les  points  A,  B  et  P,  projection  de  O  sur  AB. 

^  écrivant  l'équation  ainsi 

(  x^-Jry^)[{a-^a')y  — (6  -h  6')J7] 

-h  {ab' -¥■  ba'){x^  — y^)  -¥■  i{bb'  —  aa')xy  =  o, 

^^onnaîl  bien   une    strophoïde  ayant  pour   point 
.  *^*^  l'origine,  pour  tangentes  en  ce  point  les  bîssec- 
^  ^  <le  Tangle  AOB,  pour  direction  asyroptolique  la 
^  01,  I  étant  le  milieu  de  AB. 
^tv  supposant  que  la  droite  LL'  tourne  autour  de  O^ 
^^  vérifie  que  dans  les  positions  OA,  OB,  OP  et  OR 
parallèle  à  AB,  les  points  A,  B,  P  et  R,  projection  de  O 
sur  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AB,  font  partie  du 
lieu,  et  dans  la  position  01  le  point  correspondant  est 
rejeté  à  Pinfini.  On  voit  en  outre  que  les  tangentes  aux 
points  A  et  B  sont  les  symétriques  de  AB  par  rapport  à 
AO  et  BO,  en  faisant  approcher  iDdéiiniment   VAJ  de 
OA  ou  OB.  La  strophoïde  est  ainsi  plus  que  suffisam- 
ment déterminée,  et  Ton  peut  construire  son  point  fixe 
puisqu^on  connaît  la  direction  asymptotique  issue  du 
point  double  et  plusieurs  points  de  la  courbe. 

Une  autre  génération  simple  du  lieu  consisterait 
à  en  déterminer  les  deux  points  situés  sur  un  cercle 
quelconque  passant  par  A  et  B  {fig-  >).  On  voit  que 
l'on  obtient  ces  deux  points  en  joignant  I  et  F  situés  sur 
le  diamètre  perpendiculaire  à  AB,  au  point  O,  ce  qui 
détermine  M  et  M'.  Celte  construction  du  lieu,  en  fai- 
sant varier  le  cercle,  montre  encore  que  le  point  O  est 
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point  double,  et  que  la  courbe  passe  pi^r  les  points  A, 
B,  P,  R. 

Fig.  2. 


Parmi  les  applications  immédiates  du  théorème  tel 
que  nous  l'avons  énoncé,  signalons  les  suivantes  : 

1.  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  en  deux 
points  donnés  à  deux  droites  données. 

Si  F  est  un  point  du  lieu,  on  sait,  en  ellet,  que  la 
droite  joignant  ce  point  au  point  de  rencontre  O  des 
deux  tangentes  données  est  bissectrice  de  Tangle  AFB, 
A  et  B  désignant  les  points  de  contact.  Donc  le  lieu  est 
une  stroplioïde  ayant  O  pour  point  double  et  dont  on 
construit  immédiatement  plusieurs  éléments. 


2.  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  deux 
droites  données  et  admettant  pour  directrice  une 
droite  donnée. 

Soient,  en  effet,  O  le  point  de  concours  des  tangentes, 
A  et  B  leurs  points  de  rencontre  avec  la  directrice  don- 
née, T  et  T' les  points  de  contact,  et  F  un  point  du  Heu. 
Les  deux  angles  OFT,  OFF'  sont  égaux,  ainsi  que  les 
deux  angles  AFT,  BFT'  (droits  tous  les  deux)  :  donc  les 
deux  angles  OFA,  OFB  sont  aussi  égaux  (/f^.  3).  Les 
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poînU  A  et  B  sont  iixes,  et  la  bissectrice  de  l'angle  AFB 
est  assujettie  a  passer  le  point  fixe  O  :  le  lieu  est  une 
stroplioïde. 

Fig.  3. 


Examinons  maintenant  les  divers  cas  particuliers  du 
ibéorèkne,  tous  utiles  dans  les  applications  : 

1**  Si  le  triangle  AOB  est  isoscèle,  la  hauteur  du 
triangle  isoscèle  issue  de  O  faisant  évidemment  partie 
du  lieu,  celui-ci  se  décompose  en  cette  droite  et  un 
cercle,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB.  Pour  un 
point  quelconque  de  re  cercle,  la  bissectrice  de  Tangle 
AMB  va,  en  eiiet,  passer  par  le  milieu  de  Tare  AB. 

Les  points  A,  O,  B  ne  sont  pas  assujettis  à  rester  k 
distance  finie.  Si  le  point  A  est  à  Tîntini,  dans  une  di- 
rection DD'  passant  par  O,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  dans  un  plan  deux  points  fixes,  O,  A 

Fi  g.  4. 


•fis-  4)  et  une  direction  DD'  passant  par  O,  le  lieu 
des  points  M  tels  que  OM  soit  bissectrice  de  l'angle 


I 
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ayant  pour  côtés  ÂM  et  la  parallèle  à  DD'  menée  par  I 

M  est  une  strophoïde  dont  le  point  double  est  en  O  et  \ 
dont  la  direction  asymptotique  est  Diy. 

Il  est  à  remarquer  que  le  point  A  est  le  point  fixe  de 
la  strophoïde. 

En  s'appuyant  sur  ce  tliéorème,  on  trouve  immédia- 
tement la  solution  des  problèmes  suivants,  que  nous 
citons  comme  exemples. 

3.  Dans  un  cercle,  on  considère  un  rayon  fixe  OA 
et  un  rayon  mobile  OB.  Lieu  de  V orthocentre  du 
triangle  AOB. 

Si  H  est  un  point  du  lieu,  HO  étant  bissectrice  de 
l'angle  AHB,  le  lieu  est  une  strophoïde  (droite)  dont  O 
est  le  point  double,  A  le  point  fixe. 

4.  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  tangentes  à  une 
droite  donnée  en  un  point  donné  et  admettant  pour 
asymptote  une  droite  donnée. 

Si  O  est  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec 
Tasymptote,  A  le  point  de  contact  de  la  tangente,  la 
droite  FO  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  FA  et  la 
parallèle  à  l'asymptote  menée  par  F. 

5.  Podaire  d'un  point  quelconque  de  la  directrice 
d^une  parabole. 

Soient  (/ig-  5)  F  le  foyer,  A  le  sommet,  M  le  point 
donné,  P  un  point  du  lieu.  Menons  de  P  la  parallèle  PL 
à  la  directrice,  et  désignons  par  I  le  point  de  rencontre 
de  la  tangente  en  A  avec  le  rayon  vecteur  du  point  M. 
On  a 

LPK  ^  PKI, 
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^  '^  triangle  KIP  est  isoscèle  puisque  le  point  I  est  le 
Milieu  de  FM,  donc 

^"f)  perpendiculaire  sur  PK,  sera  donc  bissectrice  de 
'^nglc  IPL.  Le  lieu  du  point  P  est  donc  une  strophoïde 


*y   ^  t  son  point  double  en  M,  son  point  fixe  en  I,  et  sa 
^^t^îon  asymptolique  parallèle  à  la  directrice  (Tasyin- 

^^^^•^  est  la  symétrique  de  la  tangente  au  sommet  par 
^^iç^ort  à  la  directrice). 

Dans  le  cas  où  le  point  O  est  à  l'infini ,  dans  une  di- 
rection donnée  AX,  BX',  le  problème  revient  à  détermi- 
ner les  points  M  tels  que  la  bissectrice  de  Tangle  ÂMB 
soit  parallèle  à  une  direction  fixe.  La  strophoïde  peut 
alors  être  considérée  comme  ayant  son  point  double  à 
Tinfini  :  c'est  une  hyperbole  équilatère.  Si  Ton  prend, 
en  effet,  sur  une  hyperbole  équilatère  donnée,  un  point 
M  et  deux  points  fixes  A  et  B  diamétralement  opposés, 
les  bissectrices  de  l'angle  AMB  sont  constamment  pa- 
rallèles aux  asymptotes. 
Exemples  : 

6.  Lieu  des  foyers  des  coniques  dont  on  donne  deux 
tangentes  parallèles  et  le  diamètre  des  contacts. 
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7.  Lieu  dus  points  de  contact  des  tange fîtes  menées 
à  une  famille  de  coniques  homo focales  parallèlement 
à  une  direction  donnée. 

Si  M  est  le  point  de  contact,  la  tangente  est,  en  effet, 
bissectrice  de  l'un  des  angles  FMLF',  F  et  F'  désignant 
les  deux  foyers.  Le  centre  de  l'hyperbole  équîlatèie  est 
le  centre  des  coniques  hoinofocales. 

Nous  allons  maintenant,  comme  applications,  passer 
à  une  série  de  questions  relatives  aux  coniques  homo- 
focales  et  où  Ton  trouve  comme  lieu  une  stroplioïde. 

8.  Supposons  d'abord  qu*on  donne  dans  le  plan  deux 
points  fixes,  A  et  B,  et  un  troisième  point  fixe  O.  Du 
point  O  on  décrit  une  série  de  cercles  concentriques,  et 
Ton  demande  le  lieu  des  points  de  concours  des  tan- 
gentes menées  h  ces  cercles  par  les  points  fixes  A  et  B. 

Soient  C,  D,  E,  F  les  quatre  points  de  rencontre  re- 
latifs à  un  cercle  particulier.  On  voit  immédiatement 
que  les  angles  ACB,  ADB,  AEB,  AFB  ont  une  de  leurs 
bissectrices  passant  par  le  point  fixe  O.  Le  lieu  cherché 
est  donc  la  stroplioïde  dont  O  est  le  point  double,  qui 
passe  par  A,  B  et  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  O  sur  AB  ;  ce  point  correspond  au  cas  où  la  cir- 
conférence est  tangente  à  la  droite  AB. 

Remarquons  qu'en  faisant  une  transformation  liomo- 
grapliique  de  façon  que  les  points  A  et  B  deviennent  les 
points  cycliques,  les  cercles  concentriques  se  transforme- 
raient en  des  coniques  bitangentes  en  deux  points  fixes; 
les  points  C,  D,  E,  F  deviendraient  les  foyers  de  ces  co- 
niques :  nous  serions  ramenés  au  problème  (i). 

9.  Considérons  maintenant  une  famille  de  coniques 
ayant  pour  foyers  deux  points  fixes  F,  P.  Soient  A  et  B 


(  395) 
deux  poinU  pris  sur  Tune  d'elles.  D'après  untliéorèine 
<lù  à  Chasles  :  a  Pour  que  les  tangentes  menées  de  deux 
points  A  et  B  à  une  conique  forment  un  quadrilatère 
circonseriptible  à  un  cercle,  il  faut  et  il  sufiit  que  les 
points  A  et  B  appartiennent  à  une  conique  homofocale 
à  la  proposée.  »  Le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes 
menées  de  A  et  B  à  une  conique  (C)  de  la  famille  est 
donc  circonscrit  à  un  cercle  dont  le  centre  s*obticndra  en 
prenant  le  point  de  concours  des  bissectrices  des  angles 
FAF',  FBF'  (les  points  A  et  B  étant  supposés  de  côtés 
différents  de  Taxe  focal),  puisque  les  angles  des  tangentes 
menées  d^un  point  iixe  à  une  famille  de  coniques  ho- 
mofocales  admettent  les  mêmes  bissectrices.  Il  en  résulte 
que  tous  les  cercles  inscrits  dans  les  quadrilatères  for- 
més par  les  tangentes  menées  de  A  et  B  à  cbacune  des 
coniques  de  la  famille  ont  tous  pour  centre  le  point 
fixe  (0,  pôle  normal  de  la  corde  ÂB  dans  la  conique 
considérée.  On  peut  donc,  d'après  le  théorème  précé- 
dent (8  ),  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  famille  de  coniques  hoinofocales, 
si  par  deux  points  A  et  B  pris  sur  l'une  d'elles,  on 
mène  les  tangentes  à  une  coniijue  quelconque  de  la  fa- 
mille,  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes 
est  une  strophoïde  passant  par  A,  B,  et  dont  le  point 
double  est  le  pôle  normal  ou  tangentiel  de  la  corde 
AB,  par  rapport  à  la  conique  considérée,  et  suiv^ant 
que  les  points  A  et  B  sont  de  côtés  différents  ou  du 
même  côté  de  V  axe  focal. 

Remarquons  que  la  strophoïde  passe  par  les  foyers, 
puisque  les  deux  points  F,  P  constituent  une  conique 
delà  famille,  à  laquelle  les  droites  AF,  AF',  BF,  BF' 
sont  tangentes. 

Si  Ton   considère  une  conique  particulière  (C)  et 
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deux  points  A  et  B  sur  cette  conique,  situés,  par  exem- 
ple, du  même  côté  du  grand  axe,  on  voit  que  Ton  peut 
déduire  du  tliéorème  précédeut,  l 'énoncé  suivant  : 

10.  Deux  points  quelconques  étant  pris  sur  une  co- 
nique, les  droites  joignant  chacun  d'eux  aux  deux 

foj  ers  forment  un  quadrilatère  complet  dont  les  six 
sommets  appartiennent  à  une  strophoïde  ayant  pour 
point  doiiile  le  pâle  tangentiel  de  la  corde  A^  {si  ces 
deux  points  sont  du  même  côté  de  l'axe  focal)  et 
pour  direction  asymptotique  le  diamètre  conjugué  à 
la  corde  AB. 

Cette  stroplioïde  passe,  comme  nous  le  savons,  par 
les  projections  du  point  double  sur  la  corde  AB  et  sur 
les  axes  de  la  conique  C  INous  la  retrouverons  dans  les 
questions  qui  vont  suivre. 

11.  Supposons  alors  que  les  deux  points  A  et  B  se 
rapprochent  indéfiniment  sur  la  conique  (C)  considérée 
et  viennent  se  confondre.  Le  lieu  (9)  devient  le  lieu 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point 
fixe  A  à  une  famille  de  coniques  lioniofocales.  C'est 
donc  une  strophoïde  passant  par  les  foyers  et  ayant  son 
point  double  au  point  A.  Considérons  d'aiHeurs  une 
tangente  quelconque  AM,  M  étant  le  point  de  contact. 
La  droite  MA  est  Tune  des  bissectrices  de  l'angle  FMF'. 
C'est  toujours  le  même  problème  que  nous  traitons. 

12.  Puisque  deux  coniques  homofocales  sont  ortho- 
gonales en  leurs  points  d'intersection,  le  point  de  con- 
tact M  d'une  tangente  menée  d'un  point  A  est  le  pied 
d'une  normale  issue  de  A  à  la  seconde  conique  de  la 
famille  passant  par  M.  D*où  cet  énoncé  : 

Le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  d'un  point 
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^^  à  une  famille  de  coniques  homofocales  est  une 
^^phorde  ayant  son  point  double  au  point  considéré, 

^     ^*  Considérons  de  nouveau  deux  points  A  et  B  sur 
fja     <^onique  (C)  et  supposons-les  situés^  par  exemple, 
y  ^ème  côté  de  l'axe  focal.  Nous  savons  alors  que  le 
^  Ûes  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  de  A 
d  B  à  toutes  les  coniques  homofocales  à  (C)  est  une 
slrophoïJe  passaut  par  A  et  B  et  dont  le  point  double 
est  le  pôle  co  de  AB  par  rapport  à  la  conique  C.  Il  existe 
en  particulier  une  conique  de  la  famille  tangente  à  la 
droite  AB,  et  son  point  de  contact  M  fait  partie  du  lieu. 
Mais  nous  savons  que  le   troisième  point  de  la  stro- 
phoïde  situé  sur  AB  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  double  (o.  Le  point  M  est  donc  le  pied 
de  cette  perpendiculaire;  en  d^autres  termes,  le  point  M 
est  la  projection  du  point  to  sur  sa  polaire.  D'où  cet 
énoncé  : 

La  projection  d  ^un  point  du  plan  d'une  conique  sur 
sa  polaire  est  le  point  de  contact  de  la  conique  honio  - 
focale  tangente  à  cette  polaire, 

il  en  résulte  immédiatement  que  cette  projection  est 
un  point  tel  que  Tune  des  bissectrices  de  Tangle  formé 
par  les  droites  qui  la  joignent  aux  deux  fojers  passe  par 
le  point  considéré.  De  là  le  théorème  suivant  : 

Le  lieu  des  projections  d\in  point  fixe  sur  ses  po- 
laires par  rapport  aux  coniques  ayant  pour  foyers 
deux  points  donnés  est  une  strophoïde  passant  par  les 
foyers  et  ayant  son  point  double  au  point  fixe. 

Il  est  maintenant  absolument  évident  que  les  lieux 
(9),  (11),  (12),  (i3)  relatifs  à  un  point  G3  du  plan 
forment  une  seule  et  même  courbe,  puisque  Ton  n'a 
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fait  que  résoudre  dans  ces  divers  cas  le  problème  : 
Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  Mco  soit  bissec- 
trice de  Tangle  FAff'.  On  voit  d'ailleurs  facilement  que 
les  stroplioïdes  obtenues  ont  au  moins  neuf  points 
communs* 

14.  Supposons  qu\m  point  P  décrive  une  droite  D. 
Ses  polaires  par  rapport  à  une  conique  C  vont  se  couper 
en  un  point  fixe  P| .  Soit  K  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  Tun  des  points  P  sur  sa  polaire.  La  droite 
KP  est  une  bissectrice  de  l'angle  FKF'  (i3)  :  donc  la 
perpendiculaire  KP|  est  l'autre  bissectrice.  Cette  bis- 
sectrice passant  par  le  point  fixe  P| ,  on  peut  énoncer  la 
propriété  suivante  : 

Lorsqu'un  point  parcourt  une  droite,  les  pieds  des 
perpendiculaires  menées  de  chaque  position  du  point 
sur  sa  polaire  décrii^ent  une  strophoïde  dont  le  point 
double  est  le  pôle  de  la  droite  et  la  direction  asympto- 
tique,  le  diamètre  conjugué  à  la  droite  donnée. 

Ce  théorème  peut  encore  s^énoncer  ainsi  : 

Etant  donnée  une  conique  et  un  point  P,  dans  son 
plan,  si  l'on  mène  par  ce  point  une  sécante  quelconque 
dont  on  prend  le  pôle  P  par  rapport  à  la  conique,  le 
lieu  des  projections  des  points  P  sur  la  sécante  est  une 
strophoïde  dont  le  point  double  est  en  P|  et  qui  passe 
par  les  foyers  de  la  conique. 

Ce  dernier  lieu  est  évidemment  le  même  pour  toutes 
les  coniques  homofocales. 

lo.  Le  lieu  (9)  peul  être  généralisé.  Assujettir  les 
points  A  et  B  à  se  trouver  sur  une  conique  de  la  famille. 
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c'est  assujettir  le  quadrilatère   ABFF'  à  être   circon- 
scrîptible  à  un  cerele.  L'énoncé  général  sera  le  suivant  : 

On  considère  de  tue  familles  de  coniques  homofocales 
ayant  pour  foyers  deux  couples  de  sommets  opposés 
d'un  quadrilatère  circonscriptible.  Le  lieu  des  points 
de  rencontre  des  tangentes  communes  est  une  stro- 
phoïde  dont  le  point  double  est  au  centre  du  cercle 
inscrit  dans  le  quadrilatère. 

Soient,  en  eilet,  co  le  centre  dû  cercle  inscrit,  A  et  B, 
C  et  D  les  deux  couples  de  sommets  opposés,  M  un  point 
du  lieu.  Les  deux  angles  A.M B  et  CMD  auront  les  mêmes 
bissectrices,  puisque  M  est  le  point  de  concours  de  deux 
tangentes  communes,  et  Tune  de  ces  bissectrices  passera 
parle  pointa),  puisque  les  droites  (MA,  MB),  (MC,  MD) 
sont  les  tangentes  menées  de  M  à  deux  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  et  que  toutes  ces  tangentes,  parmi 
lesquelles  se  trouvent  les  tangentes  au  cercle  co,  forment 
un  faisceau  en  involution. 

16.  En  faisant  une  transformation  homographique 
des  coniques  bomofocales,  de  façon  que  deux  points  A 
et  B  pris  sur  Tune  d'elles  deviennent  les  points  c}*^- 
cliques,  les  coniques  homofocales  se  transforment  en  un 
faisceau  de  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère.  Ce 
quadrilatère  est  circonscriptible  à  un  cercle,  puisque  les 
points  I  et  J,  transformés  de  A  et  B,  appartiennent  à 
une  conique  de  la  famille.  Le  problème  (9)  ainsi  trans- 
formé nous  amène  à  chercher  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  tangentes  menées  de  I  et  J,  c'est-à-dire  le 
lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadri- 
latère circonscriptible.  Cette  courbe  est  du  troisième 
ordre  :  je  dis  que  c'est  une  strophoïde. 

Soient,  en  ert'et,  ABCD,  (AC),    (BD)  désignant  les 
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deux  couples  de  sommets  opposés,  un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  un  cercle  O  et  S  une  conique  inscrite  dans 
ce  quadrilatère  {fig-  6).  Les  points  A  et  C  peuvent  être 

Fig.  6. 


considérés  comme  appartenant  à  une  conique  homo- 
focale  à  S,  puisque  les  tangentes  menées  de  A  et  C  a  S 
forment  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  et  le 
centre  O  de  ce  cercle  étant  le  point  de  concours  des 
bissectrices  des  angles  opposés  DAB,  DCB.  Soient  alors 
F,  F'  les  foyers  de  S.  Le  quadrilatère  AFCP  est  donc 
aussi  circonscriptible,  d'après  le  théorème  de  Chasles, 
et  le  centre  du  cercle  inscrit  est  le  point  de  concours 
des  bissectrices  des  quatre  angles  FAP,  PCF',  AFC, 
APC;  en  particulier,  des  angles  FAF',  FCF.  Mais  les 
angles  FAP  et  DAB  ont  les  mêmes  bissectrices,  de 
môme  les  angles  FCF',  DCB.  Donc  le  centre  du  cercle 
inscrit  dans  le  quadrilatère  AFCF'  se  confond  avec  le 
point  O.  Les  bissectrices  des  angles  AFC,  AF'C  vont 
passer  par  le  point  O.  Le  lieu  des  points  F  et  F'  est 
donc  bien  une  stropboïde  dont  le  point  double  est 
en  O,  et  qui  passe  par  A  et  C. 

En  répétant   le  même   raisonnement  pour  les  deux 
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autres  couples  de  sommets  opposés,  on  verrait  que  1» 
^it>phoïde  lieu  passe  aussi  par  les  points  C,  D,  H,  I. 
^lle  passera  aussi  par  les  projections  du  centre  du 
^«ircle,  qui  est  le  point  double,  sur  les  diagonales  AC, 
BD,  HI.  Elle  passera  encore  par  les  projections  de  ce 
centre  sur  les  perpendiculaires  aux  milieux  des  dia- 
gonales. 

Pour  avoir  sa  direction  asymptotique,  il  faut  joindre 
l«s  point  O  au  milieu  d'une  diagonale  ;  ces  trois  droites 
doivent  se  confondre  (on  retrouve  ainsi  la  propriété  de 
Id  droite  de  Newton  du  quadrilatère). 

Nous  arrêterons  là  1  étude  des  applications  du  théo- 
rème que  nous  avons  signalé  au  début.  En  combinant 
Jes  divers  résultats  obtenus,  on  peut  donner  l'énoncé 
général  suivant  des  propriétés  étudiées,  dont  la  plupart 
*^^^y  séparément,  bien  connues.  Nous  ne  ferons  que 
lettre  en  évidence  l'identité  de  tous  ces  lieux. 

-^^ant  donnés  une  conique  S  de  foyers  F,  F\  de 
^^^G  O,  et  un  point  fixe  co  dans  son  plan  (  fig.  7  ),  A 

Fig.  7. 


et 


H 


jÈ        ^tant  deux  points  de  la  courbe,  en  joignant  ces 
^^'^  points  aux  foyers,  on  forme  un  quadrilatère  cir- 
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conscriptiblc  à  un  cercle,  dont  les  six  sommets  sont  A, 
B,  C,  D,  F,  F'.  Soit  co  le  centre  du  cercle  inscrit,  c  est- 
à-dire  te  point  de  concours  des  tangentes  (ou  des  nor- 
males) en  A  et  B.  Il  existe  une  slrophoïde  S  dont  le 
point  double  est  co,  les  tan ff entes  en  ce  point  étant  les 
bissectrices  communes  des  angles  formés  par  les  droites 
Joignant  w  à  deux  couples  de  sommets  opposés  du 
quadrilatère,  en  particulier  aux  points  F,  F',  la  di- 
rection asjmptotiifue  étant  celle  de  la  droite  de 
Newton  du  quadrilatère  y  ceU-à-dire  le  diamètre 
conjugué  à  AB  dans  la  conique  S.  Cette  strophoïde 
pass^  par  les  points  suivants  :  les  six  sommets  du 
quadrilatère  complet  A,  B,  C,  D,  F,  F' (/a  tangente  au 
point  A,  par  exemple,  étant  la  symétrique  de  AB  par 
rapport  à  Aïo),  les  projections  de  w  sur  les  axes  de  la 
conique,  sur  les  diagonales  AB,  CD  et  sur  les  droites 
perpendiculaires  en  leur  milieu,  par  les  pieds  des  nor- 
males menées  de  to  à  la  conique  S.  Cette  strophoïde  S 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1**  Elle  est  le  lieu  des  Jojers  des  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  ; 

a"  Le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  com- 
munes aux  coniques  admettant  pour  foyers  deux 
.  couples  de  sommets  opposés  du  quadrilatère,  en  parti' 
culier  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes 
menées  de  deux  sommets  opposés  aux  coniques  ad" 
mettant  pour  deux  foyers  deux  autres  sommets  op- 
posés ; 

3°  Le  lieu  des  projections  du  point  <o  sur  les  axes  de 
toutes  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  ; 

4^  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes j  des 
pieds  des  normales  menées  de  tû  à  l'une  quelconque  de 
ces  coniques,  le  lieu  des  projections  du  point  eu  sur  ses 
polaires,  le  lieu  des  projections  des  différents  points 
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de  la  polaire  de  eu  par  rapport  à  l'une  quelconque  de 
ces  coniques  sur  leurs  propres  polaires  par  rapport  â 
la  même  conique  (14). 

(Soit,  en  effet,   t  une  conique  particulière  inscrite 
dans  le  quadrilatère,  la  strophoïde  S'  relative  à  a*  et  au 
point  Cl)  contient  les  foyers,  les  points  de  contact  des 
tangentes,  les  pieds  des  normales,  les  projections  de  co 
sur  les  axes  de  la  conique  et  sur  sa  polaire-,  cette  stro- 
phoïde S'  n'est  autre  que  la  strophoïde  S,  car  ces  deux 
courbes  ont  en  commun  les  points  cycliques,  le  point  k 
l'inSni  sur  la  droite  de  Newton,  les  deux  foyers  de  ^, 
plus  les  six  sommets  du  quadrilatère  ou  les  projections 
de  (1)  sur  les  diagonales  et  les  perpendiculaires  en  leurs 
milieux,   qui  sont  les  points  de  ces  lieux   relatifs  aux 
coniques  infiniment  aplaties  du  faisceau.) 

Ces  diverses  propriétés  s'étendent  en  outre  à  toutes 
les  coniques  homofocales  à  chacune  des  coniques  in- 
scrites dans  le  quadrilatère,  eu  particulier  à  toutes  les 
coniques  homofocales  à  la  conique  ay.int  pour  foyers 
deux  sommets  opposés  F,  F'  du  quadrilatère. 


C03IGOURS  DADVISSIO^  A  L ÉCOLE  CENTRALE  EN  1892 

(DEUXIÈME  SESSION). 
SOLUTION  M  PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE; 

Par  m.  J.  S. 


On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un  point  A 
dont  les  coordonnées  sont  p  et  q.  Par  ce  point  on  fait 
passer  deux  cercles^  dont  Vun  a  pour  centre  l'origine 
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et  Vautre  un  point  C  de  l'axe  des  x  dont  l'abscisse 
est  a» 

Par  le  point  A  on  mène  deux  sécantes  DÂE,  FAG- 
aj'ant  une  longueur  commune  donnée  a/  (les points  D 
et  F  sont  sur  Vune  des  circonférences,  et  les  points  E 
et  G  sont  sur  Vautre), 

i"  Former  V équation  générale  des  coniques  A  pas^ 
sant  par  les  points  d'intersection  des  deux  sécantes 
DAE,  FAG  avec  Vaxe  des  y  et  la  parallèle  à  cet  axe 
menée  par  le  point  C  ; 

2®  Si  Von  assujettit  une  des  coniques  Aa  passer  par 
un  point  P  du  plan,  reconnaître  le  genre  de  celte  co^ 
nique  d'après  la  position  du  point  P; 

3**  Déterminer  le  lieu  du  centre  des  coniques  A  ; 

4°  En  faisant  varier  /,  trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  cordes  DF.  EG. 

I.  Soit 

y  =  q  -h  m(x  '—  p) 

iVquatîon  de  la  droite  FAG,  m  élaai  un  paramètre  à 
déterminer.  Celte  droite  coupe  le  cercle  O  en  un  point 
autre  que  A ,  dont  les  coordonnées  sont 


^  m'/?  —  imq  —  p 
_  q  —' imp -^  m^ q 


La  droite  FAG  coupe  le  cercle  C  en  un  point  autre? 
que  A,  dont  les  coordonnées  sont 


9-  a  -f-  ni^p  —  p  —  1  mq 
I  --  ni' 


TfrT-. : ~    —     > 


q  -     0.  a  m  —  o.  mp  —  m*  q 


''^  .    i    //i* 
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Le  eoeflîcîcnt  angulaire  m  est  dëlerminé  par 

ou 

d*oà 

m=±  ^ — ^  — ; 

et  la  condition  de  possibilité  est  a  >>  /. 
L'équation  de  FAG  est  donc 


y  —  Ç-j  •«*— /»(ar— ;>), 
l'équation  de  DAE  est  donc 

y  —  ç^—j  /«*  —  «'  (a?  — ;>). 

L'équation  générale  des  coniques  A  passant  par  les 
points  dMiitersection  des  deux  sécantes  avec  l'axe  des  j^ 
et  la  parallèle  à  cet  axe  menée  par  le  point  C,  sera  donc 


(A) 


(  x\y  —  g -^  T^cL^—  l^(^ '~p)\-hXx{x  —  a)=  Of 


ou 


X  étant  un  paramètre  indéterminé. 

IL  En  faisant  passer  Tune  des  coniques  A  par  un 
point  P  du  plan,  on  détermine  X,  et  alors  cette  conique 
sera  une  ellipse  si 
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une  hyperbole  si 
une  parabole  si 

III.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  A  est  donné  par 

A^=0         ou         — 2 /* j^ -f- a  çr/*  =  o,         d'où         y  •=  q, 

IV.  Les  coordonnées  du  point  F  sont 

mp^ — 'xmq  — p 


I  -t-  /«  - 
_  q  —  imp — nx^q 


i  -h  /II* 

Les  coordonnées  du  point  G  sont 

__  2  a  "{-  m'/?  —  1  mq  —  p 


Xg 

^  I  -h  m- 


__  1  anx  -\-  q  —  m^q  —  2  mp 


Les  coordonnées  du  point  D  sont  données  eu  changeant 

m  en  —  w, 

_  //i/?'-f-  2/ny  — /> 

I  -H  m* 


_  gr  -4-  2  mp  —  /?r'  ^ 

I  -4-  //l* 


Les  coordonnées  du  point  E  sont  trouvées  en  changeant 
m  en  —  m. 


^<r  = 


_  aa  -4-  m*/)  -4-  •;►. /??^  — p 
I  H-  /«* 


_  —  2  am  H-  gr  —  rn'^q  -\-  -i  mp 

On  trouve  pour  Téqualion  de  la  droite  DF 

m^{qy — px  -h  p^'-\-  q^)  —  px  -  -  qy  -h  />-  H-  q^. 
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et  pour  Téqualion  de  la  droite  EG 

=  q*-   qy—{a  ^p)x-^{a  ^p){'ia  — /?). 

En  élîniiiiant  #/i,  on  a  pour  lu  lieu  des  points  de  ren- 
contre de  ces  deux  droites 

a{ap-i-  q* — P*)^  -^  aq(ip  —  a)y  —  a{a  —  p)ip^-^q^)=  o 
ou 

(ap-i-  q^  —  p^)x-hq(ip  —  a)y  --  {a  ^ p){p^  -^  q^)=  o, 
qui  est  Tëquation  d'une  droite. 

A".  B.  —  M.  Baristen  a  aussi  résolu  la  question. 


SUR  UNE  GENERALISATION  DUN  TBÉORÈXE  DE  NEWTON; 

Par  m.  p.  DELENS, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Rouen. 


On  doit  àNewion  le  théorème  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  ren- 
contre d'une  droite  av^ec  une  courbe  algébrique  coïn^ 
cide  avec  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
de  rencontre  de  cette  droite  avec  les  asymptotes  de  la 
courbe. 

Je  me  propose  de  démontrer  que  ce  théorème  sub- 
siste quand  on  remplace  la  droite  par  une  ligne  d'ordre 
supérieur,  et  qu'il  s'étend  au  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  points  communs  à  deux  courbes  algébriques 
quelconques. 

Considérons,  en  effet,  deux  courbes  algébriques  C  et 


(2 
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C,  d'ordres  m  et  p,  et  soient 

I/(^>^)=o        ou        /,/,(ir,^)-f-/,„-i(x,7)-H...=  G, 
et 

les  équations  de  ces  deux  courbes  dans  lesquelles  on 
met  en  évidence  les  groupes  homogènes  des  divers  de- 
grés. Nous  aurons  les  abscisses  des  points  communs  à 
ces  deux  courbes  en  éliminant  j^  entre  leurs  équations, 
que  nous  écrirons  pour  cela  sous  la  forme 

)        et 
(  bçiyP-\-{biX-^  b\)yP-^  -\-  (b^x^~^  b\x  -r-  b\)yP-^  -h. .  .=  o 

L'équation  résultante  R(x)  =  o  sera  alors 


R(x)  = 


m 


uq    a^x-^a\     a^x^-ha'^x-+-al     azx^-ha'^x^-^alx-ha'^ 
o  «0  aiar-f-a'j  a^x^ -ha'^x-^a"^ 


bo     biX-^-b\     bfX^-^b'^x-^bl     b^x^-^b'^x^-hb^x-^bl 
o  bo  bix-^b\  biX*  -^b'iX-\-  bl 


On  sait  que  cette  équation  est  en  général  de  degré 
mp  et  que  le  coefficient  de  son  terme  de  degré  le  plus 
élevé  est  le  résultant  des  deux  polynômes  fm{x^j)  et 
^p{x^y).  Je  me  propose  de  montrer  que  le  coefficient 
du  terme  en  x'^P"*  dans  Téqualion  R(jtr)=o  dépend 
uniquement  des  coefficients  des  polynômes  /m(x^  j)^ 

Remarquons  pour  cela   que   le  déterminant   R(x) 


(')  C*est  à  cause  de  celte  démonstralion  difTérente  de  la  démon- 
stration plus  générale  de  M.  Fouret  (3*  série,  t.  IX,  p.  358]  que  nous 
publions  cet  article,  qui  reproduit  d'ailleurs  le»  théorèmes  énoncé» 
par  M.  Fouret.  Cïl.  B. 
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peut  être  regardé  comme  la  somme  de  déterminants 
partiels  dont  chacun  se  dédnit  du  déterminant  R(x)  en 
y  remplaçant  chaque  colonne  par  Tune  des  files  verti- 
cales qu'elle  comprend.  On  vériGe  d'ailleurs  sans  peine, 
par  un  procédé  connu,  que  chacun  de  ces  déterminants 
partiels  est  homogène  par  rapport  à  x,  et  Ton  peut,  par 
suite,  évaluer  facilement  son  degré. 

Cela' posé,  considéix)ns  deux  déterminants  partiels  A 
et  À|  qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  la  y ''"'colonne, 
cette  colonne  étant  formée  dans  A  par  la  première  Gle 
delà  q^^^^  colonne  de  R(x),  tandis  qu'elle  est  formée 
dans  A4  par  la  file  correspondante  de  rang  /i  + 1  ;  il  est 
manifeste  que  le  degré  en  x  de  A|  sera  inférieur  de  h 
unités  au  degré  en  x  de  A,  et  sera,  par  suite,  mp  — h 
au  plus.  lien  résulte  donc  que  tous  les  déterminants 
partiels  de  R(x)  qui  contiendront  une  ou  plusieurs 
files  occupant  dans  les  colonnes  correspondantes  de  ce 
déterminant  un  rang  supérieur  à  deux  seront  de  degré 
au  plus  égal  à  mp —  2  en  x;  et,  par  suite,  que  le  coeffi- 
cient de  x*"^"*  dans  Téquation  R(x)  =  o  ne  dépendra 
que  des  coefficients  contenus  dans  les  deux  premières 
files  verticales  de  chaque  colonne  de  ce  déterminant, 
c'est-à-dire  uniquement  des  coefficients  de  ^^(x,  ^), 

Le  théorème  que  nous  avons  en  vue  est  la  consé- 
quence immédiate  de  cette  remarque.  Soit,  en  elTet, 

Téquation  qui  donne  les  abscisses  des  points  communs 
aux  deux  courbes  C  et  C\  et  soient  {^,  y\)  les  coordon- 
nées du  centre  des  moyennes  distances  de  ces  points; 
nous  aurons  la  formule 
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si  nous  supposons  toutefois  ao^  o,  ce  qui  revient  à  ad- 
mettre que  les  deux  courbes  n^ont  pas  de  directions 
asymptotiqucs  communes^  et  par  suite  Ç  ne  dépendra 
que  des  termes  des  degrés  ni  et  m  —  i  dey(j:,  j')et  des 
termes  des  degrés  p  et  p  —  i  de  ç(x,  y). 

On  démontrerait  de  même  que  l'ordonnée  r^  ne  dépend 
que  de  ces  mêmes  termes  au  moyen  de  Inéquation 
R,  (jr^  =  o  obtenue  en  éliminant  x  entre  les  équa- 
tions (i). 

Ainsi  le  centre. des  moyennes  dislances  des  points 
communs  aux  deux  courbes  C  et  C  ne  change  pas 
quand  ces  courbes  varient  de  telle  sorte  que  les  termes 
des  degrés  m,  m  —  i  et  />,  />  —  i  de  leurs  équations 
restent  les  mêmes;  en  particulier,  quand  on  remplace 
ces  courbes  par  d'autres  admettant  les  mêmes  asym- 
ptotes. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  d'in- 
tersection de  deux  courbes  algébriques  n^aj  ant  pas 
de  directions  asymptotiques  communes  ne  change  pas 
quand  on  remplace  ces  courbes  par  d'autres  admet- 
tant respectivement  les  mêmes  asymptotes. 

J'indiquerai,  pour  terminer,  quelques  applications  de 
ce  théorème  à  des  cas  particuliers. 

i"  Si  Tune  des  courbes  données  est  une  conique  à 
centre,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  ren- 
contre d'une  courbe  algébrique  quelconque  avec  une 
conique  de  centre  fixe  ne  change  pas  lorsque  cette  co^ 
nique  se  déforme  homothétiquement . 

En  particulier,  si  Ton  considère  un  cercle  de  centre 
fixe  et  de  rayon  variable,  on  retrouve  ainsi  un  théo- 
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rème  démontré  directement  par  M.  M.  d'Ocagne  (*),  et 
dont  il  a  tiré  d'intéressantes  conséquences. 

u°  Si  l'une  des  courbes  données  est  une  parabole,  on 
est  conduit  au  résultat  suivant  que  nous  avons  précé- 
demment signalé,  et  qui  peut  même  être  complété 
comme  nous  l'avons  alors  montré  (^)  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  ren- 
contre d'une  courbe  algébrique  quelconque  et  d^une 
parabole  ne  change  pas  lorsque  celte  parabole  glisse 
le  long  de  son  axe, 

3°  Enfin,  si  Ton  considère  une  courbe  isotropique 
dont  l'équation  soit  réductible  à  la  forme 

on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  dislances  des  points  de  ren- 
contre  d'une  courbe  algébrique  quelconque  et  d'une 
courbe  isotropique  dont  l'équation  est  réductible  à  la 
forme  (v)  ne  change  pas  lorsque  cette  courbe  tourne 
autour  de  l'origine. 

On  peut  citer  comme  application  la  lemniscate,  et 
l'on  voit  ainsi  que  le  centre  des  moyennes  distances 
reste  le  même  pour  toutes  les  lemniscates  qui  admet- 
tent le  même  centre. 


(•)  Voir  Nouvelles  Annales^  p.  295;  1886. 

(')  Voir  dans  le  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  (893, 
la  Note  que  noas  avoos  publiée  à  ce  sujet  Sur  quelques  propriétés 
de  la  parabole. 
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SUR  LES  SURFACES  RÊ6LÉBS  QUI  PASSENT  PAR  UNE  COURBE; 

Par  m.  Ch.  BIOCHE. 


Cette  Note  a  pour  objet  de  montrer  comment  on  peut 
généraliser  facilement  diverses  propriétés  des  dévelop- 
pablesqui  passent  par  une  courbe.  Ces  surfaces  peuvent 
être  définies  comme  des  surfaces  réglées  qui  ont,  tout 
le  long  de  la  courbe  directrice,  une  courbure  totale 
nulle.  On  peut  considérer  des  surfaces  réglées  dont  la 
courbure,  le  long  de  la  directrice,  serait  assujettie  à 
d'autres  conditions.  Celte  remarque  'a.  fait  Tobjet  d'une 
Communication  à  l'Académie  des  Sciences  (Comptes 
rendus,  t.  CX,  p.  5i5);  les  résultats  contenus  dans  la 
Note  suivante  ont  été  énoncés  dans  diverses  séances  de 
la  Société  mathématique. 

1.  Formule  Jondamenta/e.  —  Dans  une  Note  in- 
sérée au  Tome  XVIII  du  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique, j'ai  déduit  du  ds^  des  expressions  du  paramètre 
de  distribution  K  d'une  surface  réglée  passant  par  une 
courbe,  et  de  la  distance  p  comprise  entre  la  courbe  et 
la  ligne  de  striction  sur  la  génératrice.  La  courbure  de 
la  surface  en  un  point  situé  sur  la  courbe  directrice  est 

donnée  par 

K* 


En  appliquant  les  formules  que  je  viens  de  rappeler, 
on  trouve  pour  expression  de  la  courbure,  que  je  dési- 
gnerai par  —  G', 

—  Ci  *  —  —  (  TT  4-  (0  rot  0  sin  o r^  )  , 
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b>  et  ic  éUnl  les  courbures  de  la  courbe  donnée,  0  l'angle 
de  la  génératrice  avec  la  courbe,  ^  Tangle  du  pian  tan- 
gent à  la  surface  avec  le  plan  osculateur  k  la  courbe,  et 
a  Tare  de  cette  courbe, 

2.  Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  se  donne  o),  tc,  B,  G  en 
fonction  de  a*,  la  détermination  de  9  dépend  de  l'une 
des  équations  de  Riccali 

-ji-  =  a*  cot6  sin^  -+-  tt  —  G, 

que  Ton  obtient  en  prenant  pour  G  Tune  des  racines 
carrées  de  la  valeur  absolue  de  la  courbure.  Si  G  =  o, 
les  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule-,  en  tout  cas, 
Téquation  correspondant  à  un  système  de  fonctions  eu, 
TC,  0,  G  est  la  même  que  celle  qui  correspond  au  système 
(o,  Tz  —  G,  6,  o.  La  détermination  d'une  surface  passant 
par  une  courbe  et  ayant  une  courbure  donnée  le  long  de 
cette  courbe,  revient  donc  à  celle  d'une  développable 
passant  par  une  autre  courbe. 

3.  Normalies.  —  J'appelle  normalies  d'une  courbe 
les  surfaces  formées  par  des  normales  à  cette  courbe.  Si 

deux  normalies  se  coupent  sous  un  angle  constant,  -^  a 

la  même  valeur  pour  les  deux  surfaces;  leurs  courbures 
ont  alors  pour  expression  commune 


-(rt-^t) 


Donc,  51  deux  normalies  se  coupent  sons  un  angle  con- 
stant, elles  ont  même  courbure  tout  le  long  de  leur 
directrice.  En  particulier  : 

I®  Si  l'une  est  développable,  Tautre  Test  aussi  :  pro- 
priété classique  ; 
Ann.  de  .Hathémat.^  3*  série,  i.  XII.  (Octobre  1893.)         3o 
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2^  Les  normalies  formées  par  des  droites  invariable- 
ment liées  au  irièdre  de  la  courbe  ont  toutes  pour  cour- 
bure —  Tt*,  sur  la  directrice.  Si  la  directrice  est  plane, 
ces  normalies  donnent  des  hélicoïdes  développables. 

4.  Si  Ton  considère  deux  normalies  ayant  même  cour- 
bore,  les  angles  cpi  et  cp a  correspondant  a  ces  surfaces 
sont  donnés  par 


d9      ^     ^' 

d.  =^-"^' 

ou  par 

^?»      ^      r 

Dans  le  premier  cas,  on  a 

dans  le  second 

?i 

-^-o. 

=  ir. 


Donc,  5i  ^euo:  normalies  ont  même  courbure  tout  le 
long  de  la  directrice,  elles  se  coupent  sous  un  angle 
constant,  ce  qui  est  le  cas  des  développables;  ou  bien 
elles  admettent  comme  bissectrices  des  normalies  dé- 
i^eloppables, 

5.  Surfaces  qui  coupent  sous  un  angle  constant  la 
déueloppable  des  tangentes.  — Les  surfaces  correspon- 
dant à  des  valeurs  constantes  de  (pi  et  ayant  une  cour- 
bure donnée  le  long  de  la  directrice  vériGent  des  équa- 
tions 

t:  -h  (u  colO  sinç  =  ±  G. 

Or  les  équations  d'une  génératrice  définie  par  les  angles 
H  et  cp  sont,  par  rapport  au  trièdre  formé  par  la  tan- 
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génie,  la  normale  principale  et  la  bînonnale, 

X  Y  Z 

_     ^^^  _     ^^^      _  • 

cos6  ~"  sinÔcoscp  "  sînOsincp' 
donc  celle  droite  est  sur  Tun  des  cônes 

(ic  z^  G)(Y«-i-  Z»)-4-  coZX  =  o. 

Ces  cônes  ont  tous  deux  pour  plan  principal  le  plan  rec- 
liiianl,  et  les  plans  perpendiculaires  aux  génératrices 
principales  donnent  les  sections  circulaires.  Si  G=±:7C, 
l'un  des  cônes  se  décompose  en  deux  plans  :  plan  oscu- 
lateur  et  plan  normal.  Si  G  =  o,  les  deux  cônes  se  con- 
fondent en  un  seul,  lieu  des  génératrices  des  dévelop- 
pables  correspondant  à  la  condition  9  =  const.,  cône 
qui  a  été  déjà  signalé  dans  divers  travaux. 

6.  Un  plan  perpendiculaire  à  la  tangente,  mené  à  une 
distance  d  du  point  delà  directrice,  donne  dans  les  deux 
cônes  correspondant  à  une  valeur  donnée  delà  courbure 
des  cercles  de  rayons 

f»>d  (ad 

2(71  — G)  2(Tt-f-G) 

le  cercle  situé  sur  le  cône  correspondant  à  G  =?  o  a  pour 
rayon 
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on  en  déduit  la  relation 


a  _    I  I 

Ri  ""  ïî^  "^  Ri' 


d  où  Ton  conclut  que  tout  plan  passant  par  la  tangente 
coupe  les  cônes  correspondant  à  une  même  valeur  de  G^, 
et  le  cône  correspondant  à  G  =  o  suivant  des  droites 
qui  forment  avec  la  tangente  un  faisceau  harmonique. 
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7.  Surfaces  engendrées  par  les  droites  iiwariable- 
tnent  liées  à  la  courbe.  —  M.  Appell  a  fait  remarquer 
que,  pour  qu'une  droile  liée  à  une  courbe  engendre  une 
développable  autre  que  celle  des  tangentes,  il  faut  que 
cette  courbe  soit  une  hélice,  et  que  la  droite  soit  sur  le 
cône  du  second  degré  dont  il  a  été  question.  Si  Ton  con- 
sidère une  surface  ayant  tout  le  long  de  la  directrice  une 
courbure  constante,  de  valeur  quelconque  —  G^,  on  voit 
que  les  courbures  de  la  directrice  sont  liées  par  une 
équation  du  premier  degré, 

ir  -4-  u)  colG  sinçp  =  G, 

c'est-à-dire,  d'après  un  tliéorème  bien  connu,  du  k 
M.  Bertrand,  que  les  normales  principales  de  la  courbe 
doivent  être  normales  principales  d'une  seconde  courbe. 
Les  génératrices  des  surfaces  considérées,  qui  passent 
par-  un  point  de  la  courbe,  forment  le  cône 

(7c  —  G)(  Y«>+- Z»)-+- wZX  =  o, 

qui  est  alors  de  grandeur  constante. 

8.  Pour  définir  complètement  ce  cône,  comme  on  sait 
que  les  génératrices  principales  sont  perpendiculaires 
aux  sections  circulaires,  il  suffit  de  déterminer  ces  géné- 
ratrices. L'une  d'elles  est  la  tangente-,  l'autre  fait  avec 
la  tangente  un  angle  6  défini  par 

ir  -h  o)  colO  =  G, 

Si  l'on  identifie  cette  équation  de  condition  avec  celle 
qui  lie  les  courbures  w  et  t:  à  la  longueur  du  segment  de 
normale  compris  entre  la  directrice  et  la  courbe  qui  a 
les  mêmes  normales  principales  et  à  l'angle  des  tangentes 
à  ces  courbes,  on  reconnaît  facilement  que  la  seconde 
génératrice  est  menée  dans  le  plan  rectifiant  perpendi- 
culairement à  la  binormale  de  la  courbe  conjuguée.  On 
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peut  aussi  remarquer  que  cette  seconde  génératrice  en- 
gendre une  surface  qui  a  pour  ligne  de  striction  la  di- 
rectrice et  qui  esl  applicable  sur  une  surface  gauche  de 
révolution.  Or  j*ai  déjà  indiqué  la  construction  précé* 
dente  comme  donnant  une  surface  applicable  sur  une 
surface  gauche  de  révolution,  lorsque  sa  ligne  de  stric- 
tion est  donnée  (voir  Leçons  de  M.  Dauboux,  t.  III, 
p.  3i4)- 

9.  Observations  relatives  à  une  Note  de  M.  Cesaro. 
—  Après  la  publication  aux  Comptes  rendus  de  la  Com- 
munication que  je  rappelle  en  commençant,  M.  Cesaro 
a  fait  insérer  dans  les  Nouvelles  annales,  3*  série, 
tome  IX,  page  394,  une  Note  où  il  déclare  qu*un  ar- 
ticle, paru  Tannée  précédente  dans  le  môme  Recueil 
(p.  44^ )«  contenait  ce  sous  une  forme  plus  ou  moins 
explicite  les  théories  énoncées  par  M.  Bioclie  ».  Je  crois 
devoir  donner  à  ce  propos  quelques  explications;  si  je 
ne  Tai  pas  fait  plus  tôt,  c'est  que  je  n'ai  lu  qu'il  y  a  peu 
de  jours  la  Note  en  question  dans  le  Tome  IX  des  Nou- 
velles Annales. 

Dans  ma  Communication,  j'avais  énoncé  un  théorème 
sur  les  points  centraux  des  droites  liées  à  un  trièdre.  Ce 
théorème  avait  été  établi  antérieurement  par  M.  Cesaro, 
et  M.  Mannheim  a  fait  remarquer  qu'il  était  un  cas 
particulier  d'une  propriété  plus  générale  {Nouvelles 
Annales,  3*  série,  t.  IX,  p.  127).  Mais,  à  part  cela,  la 
réclamation  de  M.  Cesaro  me  parait  peu  justifiée.  Dans  sa 
Note  du  Tome  IX,  il  démontre  la  formule  fondamentale  ; 
mais  il  ne  l'avait  pas  démontrée  auparavant.  Nous  nous 
sommes  servis  tous  deux  des  coordonnées  qu'il  appelle 
intrinsèques,  qui  ont  été  employées  avant  nous.  C'était 
donc  à  chacun  d'en  tirer  ce  qu'il  pouvait. 

10.   Voici,  d'ailleurs,  ce  qui  constitue,  en  somme,  la 
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conclusion  de  M.  Cesaro  dans  la  Noie  que  je  discute  : 
«  De  même  Tobservalion  de  M.  Bioche,  relative  au  chan- 
gement de  11  en  7c — G,  est  comprise  parmi  les  Remarques 
sur  les  surfaces  gauches.  Quelques  énoncés  de  celle 
Note  contiennent,  à  vrai  dire,  des  restrictions  inutiles, 
dues  au  choix  particulier  de  la  courbe  fondamentale*, 
mais  en  ne  rien  supposant  sur  celte  ligne,  il  est  facile  de 
restituer  aux  énoncés  toute  la  généralité  dont  ils  sont 
susceptibles,  et  Ton  peut  alors  éiudier  fort  aisément  les 
lignes  asymptotiques  (©  =  o),  les  géodésiques  («p  =  90"*), 
les  lignes  de  courbure,  etc.,  en  ailribuant  à  G  successi- 
vement les  formes 

it,     Tc -*- û3  cotô,     0)  cotO  sinïp.  » 

li.  Pour  répondre  à  la  première  phrase  de  cette  ci- 
talion,  je  copie  le  passage  auquel  elle  fait  allusion,  en 
changeant  seulement  une  notation  :  «  On  en  (de  ces 
formules)  trouve  sans  peine  une  interprétation  géomé- 
trique en  observant  que,  si  Ton  diminue  de  G  la  torsion 
de  (M)  (la  directrice),  elles  coïncident  avec  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  direction 
considérée  soit  invariable  dans  Tespacc  »  (p.  446)*  Je  ne 
reconnais  pas  bien  ma  remarque  là  dedans,  d'autant  plus 
quMl  s'agit  alors  seulement  du  cas  où  la  courbe  considé- 
rée est  ligne  de  striction.  D'ailleurs,  pour  donner  une 
idée  des  restrictions  que  M.  Cesaro  reconnaît  être  inu- 
tiles et  qu'il  aurait  mieux  fait,  par  suite,  de  supprimer, 
je  ferai  encore  quelques  citations. 

12.  «  Lors  donc  que  la  ligne  de  striction  est  ligne 
de  courbure  de  la  surface,  la  courbure  de  celle-ci,  le 
long  de  la  ligne  en  question,  est  mesurée  en  valeur  ab- 
solue, par  le  carré  du  paramètre  de  distribution  des 
plans  tangents  »  (p.  448).  Or,  il  est  bien  connu  que 
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cette  propriété  est  caractéristique  de  tonte  ligne  de 
striction. 

(c  Remarquons  enfin  que  toute  ligne  de  striction  et 
de  courbure  ne  saurait  être  géodésique  sans  être  plane  » 
(p.  449)'  Or  il  est  également  bien  connu  que  toute 
ligne  de  courbure  qui  est  géodésique  est  plane. 

Je  lie  voudrais  pas  être  trop  long.  Je  m'arrête  donc 
là.  Je  crois  en  avoir  dit  assez  pour  montrer  que,  même 
eussé-je  lu  le  premier  article  de  M.  Gesaro,  avant  de 
faire  la  Communication  dont  il  parle  dans  le  second, 
j'étais  endroit  défaire  cetteCommunication;  les  restric- 
tions de  M.  Cesaro  masquant  complètement  la  généralité 
dont  ses  énoncés  étaient  susceptibles. 


SIR  I]\B  SERIB  FO:VCTIO.\KELLE; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Soit  F(x)  une  fonction  d'une  variable,  réelle  ou  non, 
assujettie  à  la  condition  d^étre  finie  et  continue  quand 
X  varie  dans  une  certaine  région  comprenant  le  point  Xo\ 
de  telle  sorte  que,  dans  cette  région,  le  module  de  F{x) 
ne  s'élève  pas  au-dessus  d^un  nombre  constant  !M.  Con- 
sidérons la  fonction  Un  définie  comme  il  suit  : 

u„—       f     (x  —  Zi)F(zi)cizi  j      (z,  — 5j)F(3,)rf2j... 

X    /  (Zn-i  —  Zn)F(Zn)[a  -h  b{Zn—  To)  dZa. 

Soit  IX  le  maximum  du  module  de  a-{-h(x  —  Xq) 
dans  In  région  considérée  (a  et  b  désignent  des  con- 
stantes). Le  module  de  //„  est  évidemment  inférieur  à 

liM»  |x  — .r^  |2'». 


(  4io  ) 

La  dérivée  de  u„  par  rapport  à  x  s'obtîciil  en  rempla- 
çant la  fonction  qui  figure  sous  le  premier  signe  y*par 
F(zi)  </zi  ;  de  sorte  que  son  module  est  inférieur  à 

uM"  Ix  — To  I*'*-»  ou         — !^  M'M  j:— :ro  l*"; 

et  la  dérivée  seconde  de  ii/,,  par  rapport  à  x,  est  égale  à 

Si  donc  le  point  x  est  intérieur  à  un  cercle  tracé  du 
point  Xq  comme  centre  avec  un  rayon  égal  â  -=9  les 
séries 

[a  -r  b{x  —  a:o)]-H  Wi  -f-  Wj-H  «s-f-. .  .-^  M/f-4-. . ., 


dx  dx  dx 

d*Ui        d^Ui  d*Un 


1  •  •  •  » 


c^jr»  ^/j:»  "        dx* 

seront  convergentes,  et  chacune  des  deux  dernières  sera 
la  dérivée  de  la  somme  de  la  précédente.  Soit  y  la 
somme  de  la  première.  A  Tinlérieur  du  cercle  que  nous 
venons  de  définir,  la  fonction  y  aura  une  dérivée  pre- 
mière et  une  dérivée  seconde.  D^ailleurs,  nous  avons 

établi  la  relation 

cf*  Un 

d'où  Ton  conclura  la  suivante  : 

"T-r  -^  '':r^  -+-...-»-  -7-7  =  F(:r) 

dx*  dx*  dx* 

X  [a  -f-  b(x  —  Xit)-\-  M|-f-  Mj4-  Wj-h. .  .-H  W/i-i-h. . .], 

OU  bien 

La  fonction  j^  que  nous  avons  formée  est  donc  une  inté- 
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grale  de  Téquatioii  (i),  égale  à  a,  pour  x=  Xq^  et  dont 
la  dérivée  première  se  réduit  à  £,  pour  cette  même  va- 
leur de  X. 

Pour  abréger,  nous  avons  exposé  ce  résultat  sous 
forme  synthétique;  mais  le  lecteur  familier  avec  la 
théorie  des  équations  ditlerenti elles  comprendra  aisé- 
ment que  Panai  jse  qui  nous  y  a  conduit  nous  a  été  sug- 
gérée par  la  lecture  du  Mémoire  de  M.  Picard  sur  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  (Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4*  série,  t.  VI). 


SUR  LE  DISCRIXINA!«T  DES  FORMES  CUBIQUES  TERNAIRES; 

Par  m.  s.  MANGEOT, 
Docteur  es  Sciences. 


J'ai  montré  récemment  (*)  que  l'on  peut  inscrire 
dans  une  cubique  plane  trois  triangles  ayant  leurs  côtés 
parallèles  aux  asymptotes  de  la  courbe,  et  que  si 

ûryz  -+-  A  2*  -f-  B^'  -i-  G  3  =  o 

est  Téquation  trilinéaire  de  la  cubique  rapportée  aux 

asymptotes,  et 

ax  -^  by-^  cz  =  'ih 

la  relation  constante  qui  lie  les  variables  x^jj  z,  les 
côtés  de  chacun  de  ces  triangles  ont  pour  équations 

(*^     "^""a^'-A*  -^"^S'-B*  '^~cS'~G' 


(♦)  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  l.  XXI,  n»  3. 


(4") 

S'  désignant  chaque  racine  de  réquatiou 

(2)  (aS  — A)(6S  — B)(cS-G)  =  /i«S». 

Relativement  à  ces  Lrois  droites,  la  cubique  serait  re- 
présentée par  l'équation 

(3)  h  — H hl=o, 

^    ^  ar,       ^,        ^1 

en  appelant  X,  [x,  v  les  seconds  membres  des  for* 
mules  (i).  Rapportée  à  tout  autre  triangle  que  ceux-ci, 
la  courbe  a  une  équation  qui  n'est  pas  de  la  forme  (3). 

Si  l'on  cherche  la  condition  pour  que  les  droites  qui 
sont  définies  par  les  formules  (i)  passent  par  un  même 
point,  on  trouve  que  S' doit  vérilier  la  dérivée  de  l'équa- 
tion (2),  c'est-à-dire  être  une  racine  double  de  cette 
équation.  Or  voici  des  conséquences  de  cette  re- 
marque. 

Supposons  que  deux  des  trois  systèmes  de  trois 
droites  que  je  viens  de  définir  soient  confondus  en  un 
seul,  ce  qui  revient  à  admettre  que  l'équation  (2)  a  une 
racine  double,  S'.  Les  trois  droites  de  ce  système  double, 
étant  représentées  par  les  formules  (i),  devront  passer 
par  un  même  point  M  :  l'équation  (3)  de  la  courbe, 
supposée  rapportée  à  ces  trois  droites,  fait  voir  que  le 
point  M  sera  un  point  double  de  la  courbe. 

Réciproquement,  admettons  que  la  cubique^  ait  un 
point  double,  et  soient  fff,  ^2?  ^3  les  directions  asympto- 
tiques  tracées  par  ce  point.  L'équation  de  la  courbe, 
rapportée  à  ces  trois  droites,  devra  avoir,  d'une  manière 
évidente,  la  forme  (3)  :  donc  ces  droites  pourront  être 
représentées  par  les  relations  (1),  S'  étant  une  racine 
convenable  de  l'équation  (a),  et,  puisqu'elles  sont  con- 
courantes, il  faudra  que  S'  soit  racine  double  de  cette 
équation.  Des  trois  systèmes  de  droites  précédemment 
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considérés,   deux    seront  confondus   avec    le    système 

La  conclusion  de  ce  qui  précède  est  celle-ci  : 

Pour  que  la  cubique  ait  un  point  double,  il  faut  et 
il  suffit  que  deux  des  trois  triangles  inscrits  qui  ont 
leurs  côtés  parallèles  aux  asymptotes  se  réduisent  à 
iin  seul.  Ce  triangle  double  est  lui-même  réduit  à  un 
point,  et  ce  point  est  le  point  double. 

Je  suis  conduit,  par  une  voie  toute  naturelle,  à  la 
méthode  qui  suit  pour  exprimer  qu'une  cubique,  rap- 
portée à  un  triangle  de  référence  quelconque,  admet 
un  point  double. 

Les  relations  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o  étant  supposées 
représenter  les  trois  asymptotes  par  rapport  à  ce 
triangle,  on  identiûe  Téquation  de  la  cubique  avec  la 
formule 

X  JJt  V 

A  —  A         Y  —  jx        Z  —  V 

et  Ton  exprime  que  les  trois  équations  en\  p.,  v  obte- 
nues de  la  sorte  ont  deux  de  leurs  trois  solutions 
(X,  [A,  v)  confondues  en  une  seule  (X|,  [Xi,  V|  ). 

Ces  trois  équations  sont  linéaires  par  rapport  aux 
quatre  quantités  |JLy,  vX,  Xjjl,  )v|jlv,  et,  par  conséquent, 
leur  résolution  pourra  se  ramener  à  celle  d'une  équation 
du  troisième  degré,  dont  la  formation  est  immédiate. 
Le  discriminant  de  cette  équation,  égalé  à  zéro,  fourni- 
rait la  condition  cherchée  A  =  o  (  *  ). 

Si  l'on  ne  connaît  pas  les  équations  mêmes  des  asym- 
ptotes de  la  cubique,  la  théorie  des  fonctions  symétriques 


(*)  Le  point  double  serait  déterminé    par  rintersection  des  deux 
droites  X  =  X,,  Y  —  ji,. 
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permettra  de  calculer  Texpression  de  A  en  fonction  des 
données.  Ainsi,  en  partant  de  cette  forme  de  l'équation 
générale  d'une  cubique 

où,  après  réduction  du  coeflicient  dey*  à  Tunité,  03  et 
^2  représentent  les  termes  du  troisième  et  du  deuxième 
degré,  si  Ton  désigne  par  ii|,  U2?  ''3  l^s  trois  racines  de 
l'équation  ^3(1,  «/)  =  oet  si  l'on  pose 

■ 

on  trouve  que  la  condition  du  point  dçuble  s'obtient  en 
annulant  le  discriminant  de  l'équation  du  troisième 
degré 

[(mi—  m,) s  -f-L][(M2—  Wj)  s 

x[(mj— w,)S- 

dans  laquelle  ou  a 


M] 
N]-|D»S»  =  o, 


D  = 


L  = 


I       Ui  /(Ml) 

"      "s  /("a) 

«  "1     /(Wi) 

1  Wî    /(wt) 


/("i)/("î) 


i     «^1         /(Wi) 
I     "3     —/("a) 


et  où  M,  N  ont  les  valeurs  qui  se  déduisent  de  celle  de  L 
par  une  permutation  circulaire  des  indices  1,2,  3-  Les 
coeflicients  de  cette  équation,  rapportés  a  celui  de  S', 
sont  des  fonctions  symétriques  rationnelles  de  114,  1x2, 
«ij,  et  l'on  sait  les  exprimer  au  moyen  des  coefficients  de 
©s  et  de  ©2- 

Cette  méthode  constitue  donc  un  procédé  particulier 
pour  calculer  le  discriminant  d'une  forme  cubique  à 
trois  variables. 
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'f(:)'=-i-*ï'a)Gi,) 


k  =  a  k  =ln 


2(:)'=<-"i'-i*(';) 


k=zrt  k  =  b 


kz=Q 

OÙ  6  est  un  nombre  entier  positif  <  a.  (G.  Szilt.) 

1657.     On  projette  orthogonalement  un  ellipsoïde  sur  tous 
ses  plans  tangents. 

Déterminer  : 

I*  L'équation  de  la  surface  qui  limite  la  région  occupée  par 
toutes  les  ellipses  de  contour  apparent  ainsi  obtenues  ; 

^*  he  nombre  des  points  de  contact  de  cette  surface  et  de 
Tune  de  ces  ellipses.  (Mannheim.) 


«UESTIONS  RÉSOLUES. 


Question  1569  (i). 

COMPLEMENT  A  LA    SOLUTION 

Par  M..  H.  Brocard.  ' 

Noie,  —  La  construction  des  points  M  est  précisément  celle 
qui  détermine  pour  lieu  géométrique  de  ces  points  la  courbe  (i) 
désignée  sous  le  nom  de  Kreuzcurve. 

Il  est  intéressant  de  remarquer,  à  ce  sujet,  que  cette  courbe 
paratt  avoir  été  signalée  pour  la  première  fois  par  Terquem 
(voir  A^.  A,  M.,  i847,  p.  894,  quest.  163). 


(•)  tiouvelUi  Annales^  3*  sëriei  t.  XI,  p.  /|3*  ;  189a. 


lo* 
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Question  954. 

(  roir  a*  série,  t.  VI II,  p.  43i.) 

Étant  données  une  parabole  et  une  circonférence  pas* 
sant  par  le  foyer  et  coupant  la  parabole  en  quatre  points, 
trouver  le  lieu  des  milieux  des  tangentes  communes. 

(Olga  Ermanska.) 

solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

L*énoncé  textuellement  reproduit  renferme  une  indétermi- 
nation. Il  est  évident  que,  pour  le  compléter,  il  est  nécessaire 
de  spécifier  une  condition  relative  aux  circonférences,  et 
puisqu'elle  est  laissée  au  choix  du  solutionniste,  il  y  a  lieu  de 
prendre  la  plus  simple. 

Nous  supposerons  donc,  par  exemple,  les  circonférences  de 
rayon  constant  R. 

L^équatîon  de  la  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  son 
foyer  étant 

(i)  y^=  '^psr  -4-/?', 

celle  de  la  circonférence  sera 

(2)  x^-\-y^ — %(ix — aPj^  =  o 
avec  la  condition 

(3)  aî_f.pî  =  Rî. 

La  tangente  à  la  circonférence,  parallèle  à  la  direction  m,  a 
pour  équation 

y  =  mx  -^  p  — //lût  —  R/i  -f-/ii*. 
Elle  est  tangente  à  la  parabole  (1)  sous  la  condition 

(4)  [/>(i4-/n«)— 2/?i3-4-'2/?tîal»=  4/?î>R«(n- /n«). 

Formant  les  expressions  des  coordonnées  des  points  de 
contact  avec  les  deux  courbes,  on  aura,  pour  tout  point  du 
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lieu 

R  m  p         p 


(5)  IX  =  a 


v/i-f-m»        ^  ''i*        2 


—  y 


(6)  2^  =  Ph-     ,._^__-4-^» 

Il  restera  donc  à  éliminer  m,  a,  p  entre  les  quatre  équations 
(3)»  (1)>  (5)»  (^)»  <^"»  ce  qui  revient  au  même,  tirer  a  et  p  des 
équations  (5),  (6),  les  substituer  dans  les  équations  (3),  (4) 
et  éliminer  m  entre  deux  nouvelles  équations. 

La  nécessité  de  se  débarrasser  au  préalable  des  irration- 
nelles rendra  cette  élimination  fort  laborieuse.  Nous  croyons 
même  qu'il  serait  impossible,  en  raison  de  cette  complication, 
de  parvenir  à  l'équation  du  Heu  sous  forme  explicite. 

Comme  autre  condition  simple  relative  aux  circonférences 
(2),  il  y  aurait  à  supposer  leurs  centres  sur  Taxe  de  la  para- 
bole. 

Les  équations  précédentes  pourront  encore  nous  servir 
moyennant  les  substitutions  ^  =  o.  R  ==  a;  mais  les  simplifica- 
tions qui  en  résultent  sont  illusoires,  et  l'élimination  finale  est 
tout  aussi  impraticable. 

Nous  croyons  donc  devoir  nous  borner  à  ces  indications; 
cependant  on  peut  observer  qu'il  parait  facile  d'obtenir,  par 
ua  tracé  direct,  quelques  données  sur  la  forme  de  la  courbe, 
notamment  dans  la  seconde  hypothèse.  Elle  admet  alors  deux 
branches  infinies,  symétriques  par  rapport  à  0:r,  asymptotes 
À  O^,  extérieures  et  tangentes  à  la  parabole,  et  paraboliques 
du  c6té  des  x  positifs. 

N.  B.  —  M.  Barisien  a  résolu  la  question  en  supposant  que  le 
cercle  au  lieu  de  passer  par  le  foyer  a  son  centre  fixe. 


Question  1419. 

Un  triangle  ABC  étant  donné,  on  mène  d'un  point  P 
aux  côtés  BG,  CA,  AB  des  parallèles  qui  rencontrent  res^ 
pectivement  AB,  BC,  CA  en  A',  B',  C  : 

I*  Pour  que  les  trois  points  A',  B',  C  soient  en  ligne 
droite,  il  faut  queP  se  trouve  sur  une  conique  déterminée, 

2*  A    un  point  P   de  cette  conique  correspondent  deux 
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droites  A'B'C  :  quel  est  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre 
quand  le  point  ^parcourt  la  conique? 

Cas  particulier  du  triangle  ABC  ^quilatéral. 

(PdUJADE.) 
SOLUTION 

Par  M.  E.-N.  Barisien. 

1*  Prenons  le  côté  CA  pour  axe  des  x,  le  côté  CB  pour  axe 
des^.  Soit  6  l'angle  ABC  et  posons  CA  =  a,  CB  =  6.  Si  a  et  ^ 
sont  les  coordonnées  du  point  P,  les  équations  des  droites  AB, 
PA',  PB',  PC  sont  respectivement 

bx~\-  ay  •=■  aby 

X  ^—   CL    =   Oy 

r  -  P  =  <^> 

b{x  —  0L)-haiy—  P)  =  o, 

de  sorte  que  les  coordonnées  des  points  A',  B\  C  sont 

ap  -4-  ba 

I  K     U7  =   U.  1     il-'   = 

A' 


b(a  —  a) 
^  '~         a        ' 


B' 


7  =  ?; 


c 


y  =  o. 


La  condition  pour  que  ces  trois  points  A',  B^  C  soient  en 
ligne  droite  est  ex.primée  par  le  déterminant 


b(a  —  a) 


a 

ap  -f-  ba 


o 


I 
I 
1 


=  o, 


lequel  développé  devient 

(ap-h6a)(ap-h6a  —  ab) — aba^  =  o 


ou 


(I) 


a*P*-H6»a'-h  aôap  —  a6(ap  -H6a)  =  o. 


Le  lieu  de  P  est  donc  alors  la  conique  circonscrite  k  ABC 
et  dont  le  centre  coïncide  a\Lec  le  centre  de  gravité  du  trian- 
gle. Les  tangentes  à  la  conique  aux  sommets  du  triangle  sont 
parallèles  aux  côtés  opposés. 
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(•)  a*  FASCICULE.  —  Optique  géométrique;  avec  189  figures  et 
3  planches 4  f^* 

3*  PASCICULE.  —  Étude  des  radiations  lumineuses^  chimiques  et  calo» 
ripques.  Optique  physique;  avec  2^9  fig.  et  5  planches,  dont  a  planches 
de  spectres  en  couleur 14  fr» 

Tome  IV  (i'*  Partie).  —  Electricité  statique  et  dynamique.  —  i3  fr. 
i**"  fascicule.  —   Gravitation  universelle.  Électricité  statique;  avec 

i55  figures  et  1  planche 7  fr. 

a*  FASCICULE.  —  La  pile.  Phénomènes  clectrothermiques  et  électrochi' 
miques;  avec  ifii  figures  et  i  planche 6  fr. 

Tome  IV  (a*  Partie).  —  Magnétisme;  Applications.  —  i3  fr. 

3*  fascicule.  —  Les  aimants.  Magnétisme.  Electromagne'tisme .  lU" 
duction;  avec  a4o  figures 8  f r. 

4*  FASCICULE.  —  Météorologie  électrique.  Applications  de  l* électricité 
Théorie  générale,  avec  84  figures  et  1  planche 5  f  r. 

Tahles  générales. 

Tablbs  généralxs.  par  ordre  de  matières  et  par  noms  d* auteurs ,  des 
l'Autre  'volumes  du  Cours  de  Physique.  In- 8  ;  1891 o  fr.  60  c. 

Tous  les  trois  ansj  un  Supph'meni  destiné  à  exposer  les  progrès  accomplis  pen- 
iant  cette  période  viendra  compléter  ce  grand  Traité  et  le  maintenir  au  courant 
des  derniers  travaux, 

(  *  )  Les  matières  du  prof^ramme  d'admission  à  l'École  Polytechnique  sont  com- 
prises dans  lea  parties  suivantes  de  rOuvrajje  : 
Tome  I,  I**  fascicule;  Tome  11    i*'  et  a*  fascicule;  Tome  IIl,  a*  fascicule. 


(Troisième  Série.;  —  Octobre  1893. 
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Celle  publication  est  exclusivement  consacrée  aux  Mathématiques,  k  Fair<* 
■•  connailre  aux  savants  l'etut  de  la  branche  des  sciences  qu'ils  cultivent,  ce  qu'il 
o  reste  à  faire,  et  le  point  d'où  ils  doivent  partir  s'ils  veulent  lui  faire  faire  des 
»  pro(;rcs  »,  tel  était  le  but  que  s'était  propose  M.  de  Férussac  en  fondant  son 
IiidlftiHy(\w\  a  rendu  pendant  plusieurs  années  de  si  grands  services  aux  {jéo- 
niètres.  Le  nouveau  JUdUtln.  se  rattache  direclement,  par  le  but  cl  le  plan,  à  cette 
utile  publication,  lia  elé  accueilli  avec  la  même  faveur  que  son  devancier. 
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iiiestre,  avec  Tables).  Les  iomes  I  à  \1,  1870  à  1876,  constituent  la  l"^*  Série 

La  1"^*  Série,  Tomes  I  à  X  I,  1870  à  1876,  suivie  «le  la  Table  généra  le  des  onze 
\olumes.  se  vend 90  fr. 

Chaque  année  de  la  l"  Série  (1H70  ii  :876)  se  vend  séparément.  ...      i5  Ir. 

Table  î^éitéraîe  des  Matières  et  Noms  d' auteurs  contenus  dans  la  !"•  Série. 
Grand  iu-8;   1877 1  fr.  00  r. 

La  2'  Série,  q«ïi  a  commencé  eu  janvier  1877,  continue  h  paraître  j>ar  li- 
vraisons mensuelles,  et  comprend,  chaque  année,  deux  Parties  ayant  une 
pagination  spéciale  et  pouvant  se  relier  séparément.  La  I"  P.\nTir.  conlient  : 
I"  Comptes  rendus  de  fjvres  et  Analyses  de  Mémoires  ;  :>"  lUclnni^rs  scien- 
ti/i(/neSf  Traduction  de  Mémoires  importants  et  peu  répandu^,  et  Jit'tmpression 
d'Ouvrages  rares.  La  II*  Partie  contient  -.Revue  des  Publications  acadtiniirfuts 
et  périodiques. 

Les  10  premières  années  de  la  II'  Série  (1877  h  1880)  se  vendent  . .      X20  fr. 

Chacune  des  lo  premières  annéts  de  la  !!•  Série  (1877  à  i88G)se  ^end  séparé- 

ment 1 5  fr . 

L'abonnement  est  annuel  ei  part  de  janvier. 
Pri.Y  pour  un  an  (12  xlmiîROs): 

Pu  ris 18  f  r . 

Départements  et   lin  ion  postule 20  fr. 

Autre b  pays il\  Ït. 
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Physique  générale.  Cours  professé  à  l'Ecole  Centrale  des  Arts  <t 
Manufactures  et  complète  sutK'ant  le  pro^^ramme  rie  la  Licenrc  c;s Sciences 
p/n  siques.  3  voltinies  grand  in-8,  se  vendant  séparément  : 
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'l'o.MK  III.   —    .Icoustupie.  ()pti(pic.   fî!<:ctrn-opt{(jue.  Avec  193   ^lgu^e^; 
»  8«  )  >. I  o  I  r  - 
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SOLUTION  GEOMÉTRIOUR  DR  LA  COMPOSITION  DE  MA 
THÉMATIQUES  DONNÉE  AU  CONCOURS  D  ADMISSION  A 
LÉCOLE  POLYTECHNIOUE  EN  1892; 

Par  m.  GENTY,  à  Oran. 


Les  droites  qui  coupent  hannoniquement  deux  co- 
niques (S)  et  (S')  enveloppent  une  troisième  conique 
(S)  inscrite  dans  les  deux  quadrilatères  formés  par  les 
tangentes  aux  deux  coniques  données  en  leurs  points 
d'intersection. 

Soit  (L)  une  tangente  de  la  conique  (S)  et  supposons 
que  le  pôle  P  de  Tune  des  cordes  communes  de  (S)  «et 
de  (S')  par  rapport  à  (S)  soit  situé  sur  (L).  On  voit 
que  du  point  P  on  peut  mener  trois  tangentes  h  la  co- 
nique (S),  savoir  :  la  droite  (L)  et  les  deux  tangentes 
à  (S)  qui  passent  par  ce  point.  Donc,  dans  ce  cas,  la 
conique  (S)  se  réduit  à  un  système  de  deux  points,  dont 
le  point  P  fait  partie,  et  ce  point  est  évidemment  aussi 
le  pôle  de  la  seconde  corde  commune  des  coniques  don- 
nées par  rapport  à  (S'). 

Or,  c'est  ce  qui  se  présente  dans  le  problème  pro- 
posé. La  droite  de  l'inOni  coupe  harmoniquement  le 
cercle  et  l'hyperbole  équilatère  et  le  pôle  P  de  la  corde 
commune  DD'  par  rapport  au  cercle  est  situé  à  l'infini, 
dans  une  direction  perpendiculaire  à  cette  corde. 

Le  pôle  de  la  seconde  corde  commune  HH'  par  rap- 
port à  rhyperbole  se  confond  avec  ce  même  point  P.  Donc 
cette  seconde  corde  commune  est  le  diamètre  de  l'hy- 
perbole conjuguée  à  la  direction  perpendiculaire  à  DD^: 
I®  Toutes  les  droites  perpendiculaires  à  DD'  passant 
Ann.  de  Mathémat.,  3»  série,  t.  XII.  (Novembre  iSgS.)       3i 
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par  le  point  P,  elles  coupent  harmoniquement  le  cercle 
et  rhyperbole  ; 

a®  Pour  que  les  points  d'intersection  de  la  circonfé- 
rence et  de  riiypcrbole  soient  tous  réels,  il  faut,  évi- 
demment, que  la  parallèle  à  Diy,  menée  par  le  centre, 
fasse  avec  l'axe  transversc  de  Thyperbole  un  angle  plus 
petit  que  45"*; 

3°  Il  est  clair  que  la  droite  HH'  appartient  au  lieu 
cherché,  lequel  comprend,  en  outre,  le  lieu  du  point 
d'intersection  des  droites  DH  et  lyH'.  Or  ces  droites 
décrivent  deux,  faisceaux  liomographiques  ayant  pour 
base  les  points  H  et  II'  :  donc  le  lieu  est  une  conique  (C) 
qui  passe  en  ces  deux  points.  Les  tangentes  en  ces  deux 
points  sont  évidemment  parallèles  et  Ton  reconnaît  de 
suite  que  la  conique  (C)  a  deux  points  à  l'infini  dans 
la  direction  des  axes  de  l'hyperbole  donnée  :  c'est  donc 
une  hyperbole  équilatère  ayant  ses  axes  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole  donnée  et  concentrique  avec  , 
cette  hyperbole. 

4°  Si  l'on  transforme  homographiquement  la  figure, 
dans  l'une  des  positions  de  la  droite  DD',  de  telle  sorte 
que  les  points  D  et  O' deviennent  les  points  imaginaires 
d'un  cercle  à  Tinfini,  le  cercle  et  l'hyperbole  se  trans- 
forment en  deux  cercles  orthogonaux,  et,  si  Ton  fait  la 
construction  indiquée,  on  voit  que  la  droite  AB  passe 
par  le  point  fixe  H'. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Audibert  et  M.  Farjon  signalent  une  erreur  dans 
la  solution  du   problème   du   concours   d'admission  à 
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l'École  Normale  supérieure  en   189a,  publiée  dans  le 
numéro  de  novembre  1892  des  Nouvelles  Annales, 

Au  second  paragraphe,  il  est  dit  que,  par  un  point 
M(Qt,  ^)  du  plan,  il  passera  deux  coniques  de  Tespèce  A, 
si  Ton  a 

4a«P«-+-(a«— P»H-2Œ-i-i)(3a*-+-p«  — 6a  — 3)>o. 

Ce  calcul  est  bien  exact,  mais  le  premier  membre  de 
cette  inégalité  est  identiquement  égal  à 

[3(a-M)*— p»](P«  +  a*— 2a— i), 

et  représente  le  groupe  des  deux  droites  ^  =  ±:  ^3  (a  -f- 1  ) 
et  le  cercle  C. 


M.  J.  Réveille  nous  écrit  à  propos  de  la  solution  de 
la  question  1534  par  AL  Barisien  : 

((  L'auteur  fait  justement  remarquer   (p.  22^)  que 

l'on  a 

OK  =  (X-+-i)a; 

mais  il  en  conclut  que  le  lieu  du  point  K  est  un  cercle. 

»  Or  il  est  facile  de  voir  que  le  point  K  est  fixe  sur 
Taxe  Ox, 

»  £11  eilet,  les  intersections  des  deux  cordes  de  contact 
avec  Taxe  Ox  sont  respectivement  données  par  les  rela- 


P  Q 

=  -^—  Ql  X  —  — ^—  • 

cosa 
(3)  et  (7)  que  Ton  a 


tions  X  =  ——  et  a:  =  -?—  :  et  il  résulte  des  relations 
C0S2  sma 


p  Q  ,^ 

— ^—  =  -~—  =  ai  h  -H  1)  =  const. 
cosa       sina 

M  C'est  ce  que  l'on  peut  voir  d'ailleurs  en  remarquant 
que  les  cordes  de  contact  d'une  conique  variable  dou- 
blement tangente  à  deux  coniques  fixes  passent  par  des 
sommets  du  triangle  autopolaîrc  commun  aux  deux  co- 


(428  ) 

niques.  Le  point  K  est  donc  ici  Tun  des  points  limiles 
du  faisceau  de  cercles  auquel  appartiennent  les  cercles 
O  et  G.  » 


NOTE   SIIR  LA   PARABOLE; 

Par  m.  s.  MAILLARD, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers. 


CoifSÊruire  une  parabole  connaissant  un  point  A, 
le  diamètre  AX  et  le  centre  O  du  cercle  osculateur 
en  A  (Jig-  i). 

Fig.  i 
D 


Soit  I  le  milieu  de  OA;  le  point  D,  symétrique  de  I 
par  rapport  à  A,  se  trouve  sur  la  directrice  DP  perpen- 
diculaire sur  AX,  et  le  foyer  F  est  symétrique  de  P  par 
rapport  à  la  tangente  AT  perpendiculaire  sur  OA. 

On  saît,  en  effet,  que  :  Le  rayon  de  courbure  de  la 
parabole  est  double  de  la  normale  terminée  à  la  di- 
rectiice.  Parmi  les  applications  classiques  du  calcul 
intégral  (voir  Frenet),  figure  cette  question  :  Trouver 
une  courbe  dans  laquelle  le  rayon  de  courbure  égale 
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n  fois  la  normale.  Pour  /i  = —  2,  la  courbe  est  une  pa- 
rabole. Nous  n*insisterons  que  sur  ce  cas  particulier, 
en  nous  servant  de  considérations  tout  à  fait  élémen- 
taires. 

Les  sécantes  communes  à  une  conique  et  à  un  cercle 
sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  la  conique.  La 
tangente  en  A  et  la  corde  AB  commune  à  la  parabole 
et  au  cercle  osculateur  font  avec  l'axe  des  angles  égaux  ; 
AB  est  donc  parallèle  à  la  tangente  en  Â|,  symétrique 
de  A  par  rapport  à  Taxe;  le  milieu  C  de  AB  est  sur  le 
diamètre  du  point  A|  et  la  droite  CO  est  perpendicu- 
laire sur  AB.  Le  milieu  H  de  AC  se  trouve  sur  Taxe, 
ety  si  la  droite  HI  est  perpendiculaire  sur  AC,  le  point  1 
est  le  milieu  du  rayon  AO.  Or  l'angle  FHI,  formé  par 
Taxe  et  la  droite  HI,  égale  l'angle  de  la  directrice  et 
de  AC,  ou  encore  l'angle  de  la  directrice  et  de  AT,  ou 
encore  l'angle  de  Taxe  et  de  la  normale,  ou  enfin 
Tangle  du  rayon  vecteur  et  de  la  normale  -,  c'est-à-dire 
FHI  =  FAL  Les  quatre  points  F,  A,  H,  I  sont  sur  un 
cercle,  dont  le  diamètre  est  AI;  l'angle  AFI  est  droit. 
Mais  les  triangles  AFI,  APD  sont  égaux  :  donc  AI, 
moitié  du  rayon  de  courbure,  égale  AD,  normale  ter^ 
minée  à  la  directrice. 

Autrement.  —  L'angle  du  rayon  vecteur  avec  l'axe 
est  double  de  l'angle  de  la  normale  avec  Taxe.  Si  ce 
dernier  augmente  de  a,  le  premier  augmente  de  2a; 
donc  l'angle  de  deux  rayons  vecteurs  FA,  FA'  est 
double  de  l'angle  A'O'A  des  deux  normales  correspon- 
dantes. Soit  V  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  trian- 
gle A'O'A,  l'angle  au  centre  ATA  égale  A'FA,  et  les 
quatre  points  A,  A',  F,  F  SDut  sur  une  circonférence.  Si 
les  deux  points  A'  et  A  se  correspondent  en  A,  cette 
circonférence  a  pour  diamètre  AI  moitié  de  AO  :  donc 
l'angle  AFI  est  droit,  etc.,  comme  plus  haut. 


(  43o  ) 

Le  ihéorème  énoncé  par  M.  Rouché,  question  1653, 
est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  précède. 


SIIR  LA  STROPHOÏDE  ET  LA  CISSOIBE; 

Par  m.  BALITRAND, 

Ancieo  élève  de  l'École  Polytechnique. 


La  strophoïde  oblique  est  une  cubique  caractérisée 
par  les  propriétés  de  passer  par  les  points  circulaires 
de  TinQni  et  de  posséder  un  nœud  à  tangentes  rectan- 
gulaires. St  nous  prenons  comme  axes  coordonnés  les 
tangentes  au  point  double,  Téquation  de  la  strophoïde 
est 

(i)  (y  -^  cx){x*-+-y*) — axy*=o. 

L'asjmptote  réelle  de  la  courbe  a  pour  coefficient 
angulaire  —  c.  La  droite  qui  a  pour  équation 

y  —  car  =  o 

rencontre  la  strophoïde  en  un  point  S  tel  que  OS  =  -  • 

Nous  dirons  que  cette  droite  OS  est  Taxe  de  la  stro- 
phoïde, quoique  ce  ne  soit  pas  un  axe  au  sens  géo- 
métrique du  mot,  et  nous  désignerons  la  parallèle  à 
r asymptote  menée  par  le  point  double  sous  le  nom  de 
droite  A. 

En  posant  j'  =s=  tx,  on  arrive  à  exprimer  les  coordon- 
nées d'un  point  de  la  courbe  au  mojen  des  formules 

^^^  ^~    (c-h(){l  -h  t^)'  ^  "    (c -+-/)(!-+-  *»)* 

L'équation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  {t^  ), 


(  4^'  ) 


(/j)  ^'&l 


X 

y 

1 

atl 

at\ 

C-h  /i-H  C/}  -h  t\ 

ait 

at\ 

C-H  t^->rCt\  H-  /| 

=  o. 


Ce  déterminant  se  met  sous  la  forme  suivante,  après 
avoir  divisé  par  t^  —  t^^ 


(3) 


-^[—  c  -^  ctit^-r-  txtt{^ti-{-  t^)\y  ■—  atxtt==  o\ 


l'équation  de  la  tangente  au  point  (f  ),  qui  s'obtient  en 
faisant  t^  =  ^a  dans  l'équation  précédente,  est  donc 

(4 )      (ac/  -h  r«—  /*)jr  -+-(—  c  -h  c<»-h  2  t*)y  —  a/»  =  o. 

Si  nous  considérons  un  cercle  quelconque  du  plan 
dont  Féquation  soit 


(5) 


x*-\-y*—  10LX—  îpj'  -h  Y  =  o, 


Téqualion  qui  donne  les  valeurs  du  paramètre  t  pour 
les  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  strophoïde 
est 

(6)  {        -h(Y -l- Y^  "*~  ^* — ^^* — 'xac^)t'^ 

—  2c(y  —  aa)iH-YC=o. 


Entre  ces  paramètres  existe  la  relation 


(7) 


'i  hh^k  =  c. 


De  même  l'équation  qui  donne  les  valeurs  du  para- 
mètre £  pour  les  points  d'intersection  de  la  strophoïde 
et  de  la  droite  représentée  par  Téquation 


(8) 
est 

(9) 


ux  -^  vy  — 1  =  0 


^'•+-(c  —  av)t^'\-(i  —  au)t-\-  c  =  o 
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et  l'on  a  encore  la  relation 

(lo)  tititi  =  —  c. 

D'un  point  y  pris  sur  la  strophoïde,  on  peut  mener 
deux  tangentes  yB,  yC  à  cette  courbe^  les  paramètres 
des  points  de  contact  sont  donnés  par  la  relation 

f,6«=  — c; 

ils  sont  égaux,  mais  de  signes  contraires  ;  de  sorte  que 
les  droites  OB,  OC  sont  symétriques  par  rapport  à  Ox\ 
c'est-à-dire  qu'elles  forment  un  faisceau  harmonique 
avec  les  tangentes  au  point  double.  Réciproquement, 
deux  droites  OB  et  OC,  symétriques  par  rapport  à  Oxy 
rencontrent  la  strophoïde  en  deux  points  tels  que  les 
tangentes  en  ces  points  se  coupent  en  un  point  y  d.e  la 
strophoïde.  On  peut  encore  observer  que  les  points  B 
et  C  sont  équidistants  de  la  droite  A^  nous  dirons  que 
les  points  B  et  C  sont  conjugués. 

Le  point  double  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au 
triangle  yBC;  c'est-à-dire  que  Oy  est  la  bissectrice  de 
l'angle  ByC  {JouMal  de  Math,  spéc,  1887,  p.  269). 

Prenons  quatre  points  de  la  strophoïde  A,  B,  C,  D, 
situés  sur  un  cercle,  points  que  nous  appellerons  con- 
cycliques,  et  soient  f|,  fa,  ^3,  t^  les  valeurs  du  para- 
mètre t  pour  ces  points.  La  droite  AB  rencontre  la  stro- 
phoïde en  un  troisième  point  P(6i  )  et  la  droite  CD  en 
un  troisième   point  Q(62)-  Les  relations  (7)  et  (10) 

donnent 

titi^i  = — c,        t^ts,^2=  —  c; 
d'où 

618,  =  c. 

Or^  si  nous  adjoignons  à  ces  deux  points  le   point 

(83)  =  —  I,  on  a 

0,0283  =-c, 
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c'est-à-dire  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite; 
et  l'on,  vérifie  aisément,  au  moyen  de  la  formule  (4)7 
que  le  point  (0,  )  =  —  i  est  celui  où  la  tangente  à  la 
strophoïde  est  parallèle  à  Tasjmptotc  de  cette  courbe. 
Ce  point  est  également  sur  la  seconde  bissectrice  des 
axes.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si  quatre  points  A,  B,  C,  D  d'une 
strophoïde  sont  sur  un  cercle^  les  droites  AB  e^  CD 
rencontrent  la  strophoïde  en  deux  points  P  et  Q  en 
ligne  droite  ai^ec  le  point  où,  la  tangente  est  parallèle 
à  l'asymptote,  ou  encore  ax^ec  le  point  situé  sur  lu 
seconde  bissectrice  des  axes. 

Ce  théorème  peut  servir  pour  Tétude  des  groupes  de 
points  concycliques  sur  la  strophoïde,  mais  les  formules 
(7)  et  (10)  sont  aussi  commodes  et  permettent  en  outre 
de  faire  la  distinction  du  réel  et  de  l'imaginaire.  Ce 
théorème  peut  encore  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante : 

*$i  autour  de  deux  points  fixes  P  ef  Q,  pris  sur  la 
strophoïde  y  et  en  ligne  droite  avec  le  point  ou  la  tan- 
gente est  parallèle  à  V asymptote,  on  Jait  pivoter 
deux  droites  PAB,  QCD,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D 
sont  constamment  sur  un  cercle. 

Supposons  que  le  cercle  varie  en  passant  par  les  deux 
points  fixes  A  et  B,  la  droite  CO  pivotera  autour  du 
point  fixe  Q.  Puisque  du  point  Q  on  peut  mener  deux 
tangentes  à  la  strophoïde,  il  y  a  deux  positions  du 
cercle  pour  lesquelles  il  devient  tangent  à  la  strophoïde  \ 
les  deux  points  de  contact  sont  conjugués,  c'est-à-dire 
équidistauts  de  la  droite  A. 

Théorème.   —   Par  deux  points  fixes  pris  sur  la 
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strophoïde,  on  peut  faire  passer  deux  cercles  tangents 
à  la  courbe;  les  points  de  contact  sont  deux  points 
conjugués. 

Supposons  maintenant  que,  le  point  A  restant  fixe, 
le  point  B  se  déplace  sur  la  strophoïde.  A  chaque  posi- 
tion du  point  B,  correspondent  deux  points  de  contact  ; 
donc,  en  vertu  du  principe  de  correspondance,  il  y  a 
trois  positions  pour  lesquelles  le  point  B  se  confond 
avec  Tun  des  points  de  contact,  c'est-à-dire  trois  posi- 
tions pour  lesquelles  le  cercle  tangent  devient  oscula- 
teur  à  la  strophoïde.  La  formule  (7)  nous  montre  de 
plus  qu'un  de  ces  cercles  est  réel,  les  deux  autres  étant 
imaginaires;  elle  nous  montre  aussi  que  le  point  fixe 
et  les  points  d'osculation  sont  sur  un  cercle.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Par  un  point  pris  sur  la  strophoïde, 
on  peut  faire  passer  trois  cercles  osculateurs  à  cette 
courbe.  Un  cercle  est  réel,  les  deux  autres  sont  ima- 
ginaires; le  point  fixe  et  les  points  d'osculation  sont 
sur  un  cercle. 

Le  cercle  osculatcur  en  un  point  M  à  la  strophoïde 
coupe  cette  courbe  en  un  autre  point  [jl,  et  la  détermi- 
nation du  cercle  osculateur  revient  évidemment  à  celle 
du  point  [JL. 

Or,  si  nous  considérons  la  tangente  au  point  M,  elle 
coupe  la  strophoïde  en  un  autre  point,  et  d'après  notre 
premier  théorème,  ce  point  et  le  point  où  la  ligne  Mjjl 
rencontre  la  strophoïde  sont  en  ligne  droite  avec  le  point 
où  la  tangente  est  parallèle  à  Fasymptote.  Par  consé- 
quent la  détermination  du  point  [x,  c'est-à-dire  celle  da 
cercle  osculateur,  revient  au  problème  suivant  ou  à  des 
cas  particuliers  du  problème  suivant  : 
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Connaissant  deux  des  points  dUntersection  A  et  B 
d 'uife  droite  et  de  la  strophoïde,  trousser  le  troisième 
point  C. 

La  solulion  de  ce  problème  résulte  de  la  formule  qui 
lie  les  paramètres  de  trois  points  en  ligne  droite 

txttl^  =  —  c, 

formule  dans  laquelle  c  désigne  le  coefficient  angulaire 
de  Taxe  de  la  strophoïde,  t^  et  ^2  les  coefficients  angu- 
laires des  droites  qui  joignent  le  point  double  aux 
points  d'intersection  connus  et  tg  le  coefficient  angu- 
laire de  la  droite  qui  va  au  point  d'intersection  cher- 
ché C. 

La  relation  t|  ^2^3  =  —  c  pouvant  s'écrire 

fj/j  =  ex 

en  posant  —  T  ^^^  conduit  à  la  construction  suivante 
c[uMl  suffit  d'énoncer  : 

D*un  point  P  pris  arbitrairement  sur  Oxy  élever 
à  Ox  une  perpendiculaire  qui  coupe  OA,  OB  et  l'axe 
de  la  strophoïde  en  A',  B',  D'.  Rabattre  PD',  PB'  sur 
Ox,  en  7!  et  fi',  joindre  A' a'  et  par  ^'  mener  une  paral- 
lèle à  A' a'  qui  coupe  PA'B'  en  C.  La  perpendiculaire 
à  OC  passe  par  le  point  cherché  C. 

Les  relations  (7)  et  (10)  conduisent  à  une  foule  de 
théorèmes  sur  la  strophoïde  -,  mais,  comme  leur  énoncé 
et  leur  démonstration  ne  présentent  aucune  difficulté, 
nous  nous  bornerons  à  démontrer  les  plus  simples. 

Si  Ton  prend  quatre  points  concycliques  sur  la  stro- 
phoïde, c'est-à-dire  tels  que  Ton  ait 
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on  voit  que  les  cercles  osculaleurs  en  ces  points  cou- 
pent la  slroplioïde  en  quatre  nouveaux  points,  dont  les 

Kîg.  I. 


r^ 


paramètres  sont  donnés  par  les  relations 


d  où 

Par  suite 


Théorème.  —  Les  cercles  oscillateurs  en  quatre 
points  concy cliques  coupent  la  strophoïde  en  quatre 
nousfeaux  points  également  concycliques. 

Si  Ton  prend  sur  la  strophoïde  quatre  points  concy- 

cliques,  o;i  a 

t\  tit^t^  =  c. 

Si  par  les  points  (<i)  et  (^2)  on  fait  passer  un  cercle 
qui  coupe  la  courbe  aux  points  (8i)  et  (O2)  et  par  les 
points  («3)  et  (^4)  un  autre  cercle  qui  la  coupe  aux 
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points  (O3)  et  (04)^  on  a 

d'où 

OfOiOjO^  =  c. 
Ainsi  : 

Théorème.  —  Si  l'on  coupe  une  strophoïde  par  un 
cercle  quelconque,  que  par  deux  des  points  dUntersec^ 
tion  on  fasse  passer  un  cercle  et  par  les  deux  autres 
un  autre  cercle,  les  deux  nouveaux  cercles  coupent 
la  strophoïde  en  quatre  nouv^eaux  points  situés  sur  un 
cercle. 

Penons  trois  points  (<i),  (t^)^  (^s)  sur  une  droite. 
Les  cercles  osculaleurs  en  ces  points  coupent  la  stro- 
phoïde en  trois  nouveaux  points  tels  que  Ton  a 

d'où 

0,0,03  =  c. 

Or  nous  savons  que  les  deux  points  (0)  et  ( — 0)  sont 
deux  points  conjugués.  La  relation  précédente  pouvant 
s'écrire 

on  a  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Les  cercles  osculateurs  h  la  strophoïde 
en  trois  points  en  ligne  droite  coupent  cette  courbe  en 
trois  nou\feaux  points  tels  que  deux  quelconques  de 
ces  points  et  le  conjugué  du  troisième  sont  en  ligne 
droite. 

Ce  théorème  est  analogue  au  théorème  classique  sur 
les  tangentiels  de  trois  points  en  ligne  droite  que  Ton 
peut  encore  rapprocher  du  théorème  suivant  ; 

Théorème.  —  Les  tangentes  à   la  strophoïde  en 
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quatre  points  situés  sur  un  cercle,  coupent  la  courbe 
en  quatre  nouveaux  points  également  situés  sur  un 
cercle. 

Nous  venons  de  rencontrer  le  groupe  de  points  défini 
par  la  relation 

61O1O3  =  c 

et  d'en  donner  une  définition  géométrique  au  moyen 
des  cercles  osculateurs  à  la  stroplioïde  en  trois  points 
en  ligne  droite.  On  peut  en  donner  une  définition  géo- 
métrique différente  et  un  peu  plus  simple.  En  effet,  si 
nous  leur  adjoignons  le  point  (64)  =  1,  qui  correspond 
évidemment  au  point  situé  sur  la  première  bissectrice, 
les  qualrc  points  (6<  ),  (Oa)?  (^3)7  (^*)  sont  sur  un  cercle. 
Nous  appellerons  le  point  (04)  =  !  le  sommet  de  la 
strophoïde,  quoique  ce  ne  soit  pas  un  sommet  géomé- 
trique; et  nous  pourrons  alors  énoncer  le  théorème 
suivant,  qui  ne  diffère  que  par  la  forme  de  notre  avant- 
dernier  théorème  : 

Théorème.  —  Un  cercle  passant  par  le  sommet  de 
la  strophoïde  coupe  cette  courbe  en  trois  autres 
points  A,  B,  C,  tels  que  deux  quelconques  de  ces 
points,  A  et  B  par  exemple  et  le  conjugué  y  du  troi^ 
sième  Q^  sont  en  ligne  droite, 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie.  On  peut 
ajouter  : 

Les  trois  points  a,  p,  y  sont  en  ligne  droite. 

Réciproquement,  si  trois  points  sont  en  ligne  droite, 
leurs  conjugués  forment  un  triangle  tel  que  le  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  passe  par  le  sommet  de  la 
strophoïde. 
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Ce  résultat  peut  encore  s'énoncer  : 

Théorème.  —  Un  cercle  passant  par  le  sommet  de 
la  strophoïde  détermine  par  ses  intersections  ai^ec 
cette  courbe  un  triangle  ABC,  tel  que  les  côtés  BC, 
CA,  AB  prolongés  coupent  cette  courbe  en  trois  points 
a,  ^,  Y  en  ligne  droite.  Les  points  A  e£  a,  B  et  ^, 
C  et  Y  ^ont  conjugués. 

Les  points  A,  B,  G,  a,  (3,  y  forment  un  quadrilatère 
complet  inscrit  dans  la  strophoïde,  que  nous  appelle- 
rons quadrilatère  conjugué  inscrit,  puisque  chaque 
sommet  est  le  conjugué  du  sommet  qui  lui  est  opposé. 
La  première  question  qui  se  présente  est  de  savoir  si 
tout  quadrilatère  complet  inscrit  dans  la  strophoïde  est 
conjugué.  Pour  le  voir  prenons  sur  la  strophoïde  trois 
points  a(t|),  ^(^3),  Y (^3)  ^^  ligne  droite  et  construi- 
sons un  quadrilatère  complet  inscrit.  Par  le  point  a  me- 
nons une  droite  aBC^  qui  coupe  la  strophoïde  aux 
points  B(Oa)  et  C(03)  et  joignons  ^C  qui  coupe  la  stro- 
phoïde au  point  A(9|);  enfin  les  points  A  et  B  étant 
supposés  en  ligne  droite  avec  y»  tirons  yAB.  On  a 

puis 

f,e,e,  =  — c,      f,eaôi=  — c,      f30ieï=  — c; 

d'où 

eîôîe5  =  c«, 

par  suite 

OfOsOs  =  dt.  c. 

En  prenant  le  signe  — ,  on  a  évidemment  les  tan- 
gentiels  des  trois  points  a,  ^,  y  en  ligne  droite  qui  for- 
ment un  quadrilatère  conjugué  inscrit  dégénéré,  puisque 
les  six  points  sont  sur  deux  droites.  En  prenant  le 
signe  +,  on  a  trois  points  qui  forment  avec  a,  j3.  y  un 
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quadrilatère  conjugué  inscrit  véritable.  On  a  donc  ce 
théorème  : 

Théorème.  —  Tout  quadrilatère  complet  inscrit  à 
la  stroplioïde  est  un  quadrilatère  conjugué  inscrit^ 
soit  dégénéré,  soit  véritable. 

Les  droites  A  a,  B^,  Cy  ont  pour  équations 

(11)  t\{i-^t\)x-^c{\->rt\)y'^t\  =o, 

(12)  t\{i  -\-  t\) X  ^  c{i  -\-  t\) y  -^-  t\  ■=^  o, 
(i3)  t\{\-^t\)x^c{\-\-t\)y-^t\^o, 

et  les  paramètres  f|,  ^2)  ^3  sont  liés  par  la  relation 

t\  t^  t^  =  c. 

La  droite  A  a  rencontre  la  strophoïde  en  un  troisième 
point  a  dont  le  paramètre  est  donné  par  la  formule 

c 

«'  =  «}' 

et  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  A  a  est  précisé- 
ment   S  de  sorte  que  les  droites  Oa  et  Aa  sont  rec- 

c  * 

tangul aires.  Il  en  est  de  même  pour  les  droites  Ob  et 
Bp,  OcetCy. 

Au  moyen  des  équations  (12)  et  (i 3)  on  arrive  faci- 
lement à  trouver  Téquation  de  la  droite  qui  va  du  point 
double  au  point  de  rencontre  des  droites  B^  et  Gy;  on 
trouve  précisément 


c*est  la  droite  Oa.  Ainsi  les  droites  Oa,  Ob^  Oc  sont 
les  hauteurs  du  triangle  des  diagonales  PQR  du  quadri- 
latère complet.  De  ce  qui  précède  résulte  la  construction 
de  la  strophoïde  circonscrite  à  un  quadrilatère  complet. 
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En  général,  il  n'est  pas  possible  de  circonscrire  une 
strophoïde  à  un  <juadri)atère  complet  et  nous  trouve- 
rons plus  loin  la  condition  que  doivent  vérifier  les  six 
sommets  ou  plutdl  les  quatre  cdtés  du  quadrilatère  pour 
que  cela  soit  possible.  Maison  peat  toujours,  par  les 
six  sommets,  faire  passer  une  cubique  circulaire  nni- 


cursale,  puisque  cette  cubique  qui  satisfait  ddjà  à  trois 
conditions  linéaires,  savoir  de  passer  par  les  points  cy- 
cliques et  de  présenter  un  point  double,  est  déterminée 
.linéairement  par  les  six  sommets  du  quadrilatère.  Si  le 
quadrilatère  est  cboisï  de  telle  façon  que  cette  cubique 
soit  une  strophoïde,sa  détermination  est  immédiate.  En 
effet,  le  centre  des  hauteurs  du  triangle  des  diagonales 
est  le  point  double  de  la  stropboïde.  La  droite  qui  joint 
les  milieux  4^&  diagonales  ou  médiane  du  quadiilatcre, 
est  paralléli;  à  l'asympiole.  Les  cingles  circonscrits  aux 
Ann.  de  Hfathémat.,  î-  série,  t.  XI.  (Novembre  iSgS).       32 
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triangles  formés  en  prenant  trois  par  trois  Icscètésduqua- 
drilatère  passent  par  un  même  point.  C'est  le  point  que 
nous  avons  appelé  le  sommet  de  la  strophoïde  et  Tasym- 
ptote  de  la  courbe  passe  par  le  point  symétrique  du  som- 
met par  rapport  k  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  dia- 
gonales.  La  strophoïde  est  complètement  déterminée* 

On  peut  remarquer  que  le  sommet  de  la  strophoïde 
est  le  foyer  de  la  parabole  tangente  aux  quatre  droites. 

Si  nous  considérons  le  quadrilatère  complet  A,  B,  C, 
OLy  p^  y  elle  faisceau  des  coniques  tangentes  â  ces  quatre 
côtés  et  si  du  point  double  de  la  strophoïde  nous  me- 
nons des  tangentes  à  ces  coniques,  le  lieu  des  points  de 
contact  est,  comme  on  le  sait,  une  cubique  présentant 
un  point  double  au  point  fixe  par  où  Ton  mène  les  tan- 
gentes. Cette  cubique  passe  par  les  six  sommets  du  qua- 
drilatère complet  et  par  les  points  où  les  droites  qui 
joignent  le  point  fixe  aux  sommets  du  triangle  des  dia- 
gonales coupent  ces  diagonales.  Cette  cubique  coïncide 
donc  avec  la  strophoïde. 

Considérons  encore  un  quadrilatère  quelconque  et 
cherchons  la  courbe,  lieu  des  foyers  des  coniques  tan- 
gentes aux  quatre  côtés  du  quadrilatère.  On  sait  que 
c'est  une  cubique  passant  par  les  points  circulaires  de 
Tinfîni,  parles  six  sommets  du  quadrilatère  et  par  les 
pieds  des  hauteurs  du  triangle  des  diagonales.  L'asym- 
ptote réelle  est  parallèle  à  la  médiane  du  quadrilatère,  et 
Ton  voit  aisément  qu'elle  passe  par  le  point  symétrique^ 
par  rapport  à  la  médiane  du  quadrilatère,  du  foyer  de  la 
parabole  tangente  aux  quatre  côtés.  Lorsque  le  quadri- 
latère est  circonscriptible  â  un  cercle,  cette  courbe  pré- 
sente un  point  double  à  tangentes  rectangulaires  au 
centre  du  cercle.  CVst  une  strophoïde  (PicQUEr,J?litde 
géométrique  des  systèmes  ponctuels  et  tangentiels  de 
sections  coniques,  p.  ia3). 
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Ce  qui  précède  peut  se  résumer  ainsi  : 

TatonÈicB.  —  Pour  qu'un  quadrilatère  soit  inscrlp" 
tible  dans  une  slrophoïde,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
quatre  côtés  du  quadrilatère  touchent  un  cercle. 

Le  centre  du  cercle  est  le  point  double  de  la  stro^ 
phoi'de,  tasympiote  est  parallèle  à  la  médiane  du 
quadrilatère  et  passe  par  le  symétrique,  par  rapport 
à  cette  médiane,  du  foyer  de  la  parabole  tangente  aux 
quatre  droites.  Le  sommet  de  la  strophoïde  est  à  Vin^ 
tersection  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  obte- 
nus en  associant  trois  par  trois  les  côtés  du  quadrila- 
tère. 

Les  sommets  opposés  du  quadrilatère  sont  conjugués, 
c'est-à-dire  que  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent 
sur  la  strophoïde, 

La  strophoïde  passe  par  les  pieds  des  hauteurs  du 
triangle  des  diagonales. 

Elle  peut  être  engendrée  en  menant  par  le  centre 
du  cercle  des  tangentes  aux  coniques  qui  touchent  les 
quatre  côtés  du  quadrilatère.  Elle  peut  aussi  être 
considérée  comme  le  lieu  des  foyers  des  mêmes  co- 
niques. 

Nous  avons  rencontré  précédemment  les  points  que 
nous  avons  appelés  conjugués  et  nous  en  avons  donné 
quelques  propriétés.  Us  jouissent  d'un  grand  nombre 
d'autres  propriétés;  nous  nous  contenterons  d*énoncer 
les  plus  simples. 

Les  cercles  osculateurs  en  deux  points  conjugués  {ti  ) 
et  ( — ti)  rencontrent  là  strophoïde  en  deux  nouveaux 
points  donnés  par  les  relations 

/?o,=c,      — <jej=c, 

c*est-â-dire  que  les  points  (8|)  et  (9a)  sont  conjugués. 
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Le  cercle  tangent  en  f  i  à  la  strophoïde  et  passant  par  le 
point  conjugué  rencontre  la  strophoïde  en  un  point  dé- 
fini par  la  relation 

c'estrà-dire  au  point  où  le  cercle  osculateur  à  la  courbe 
en  ( —  ti)  la  rencontre  de  nouveau.  De  même,  le  cercle 
tangent  en  ( —  t^)  et  passant  en  f|  coupe  la  strophoïde 
au  poiin  (Q4).  La  droite  qui  joint  deux  points  conju- 
gués a  pour  équation 

<*(i-f-  <*)a7-hc(i-4-  t^)jr  —  at*  =  o. 

Lorsque  le  paramètre  t  varie,  elle  enveloppe  la  para- 
bole qui  a  pour  équation 

(X'+-  cy  —  a)'  —  ^cxy  =  o, 

équation  qui  peut  s'écrire 

(a?  —  cyY  —  2aa? —  lacy  -♦-  a*  =  o. 

C'est  l'équation  d'une  parabole  tangente  aux  axes  de 
coordonnées.  Les  propriétés  des  points  conjugués  peu- 
vent se  résumer  ainsi  : 

Théorème.  —  Étant  donnés  deux  points  conjugués 
sur  la  strophoïde,  c^est-à-dire  deux  points  dont  les 
paramètres  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  les 
tangentes  en  ces  points  se  rencontrent  sur  la  stro- 
phoïde. 

Ils  sont  équidistants  de  la  parallèle  à  r asymptote 
menée  par  le  point  double. 

Les  droites  qui  les  joignent  au  point  double  for- 
ment un  faisceau  harmonique  a\fec  les  tangentes  en  ce 
point. 

Les  cercles  osculateurs  à  la  strophoïde  en  deux 
points  conjugués  rencontrent  la  strophoïde  en  deux 
noiweaux  points  également  conjugués. 
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La  droite  qui  joint  deux  points  conjugués  enueloppe 
une  parabole  qui  touche  les  tangentes  à  la  strophoïde 
au  point  double. 

Le  cercle  osculateur  à  la  strophoïde  au  point  (^i) 
rencontre  cette  courbe  au  point  {t^)  défini  par  la  rela- 
tion 

t\  tt  =  c. 

De  même  le  centre  osculateur  en  (fa)  la  rencontre  au 

point  (/,), 

t\  t^  =  c, 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

de  ces  relations  on  déduit  facilement 

Que  faut-il  pour  que  le  polygone  se  ferme?  Évidemment 
que  tn  =  ti.  Faisons  donc  tn  =  £|  dans  la  relation  précé- 
dente, il  vient 

en  posant 

A^  =  1  -H  3  -h  3*-h. .  .4-  3«-«. 

Donc,  pour  obtenir  les  points  qui  peuvent  donner  lieu 
à  un  polygone  fermé,  il  faut  prendre  une  racine  de 
l'équation 

Mais  il  est  bien  évident  quHl  faut  distinguer  deux  cas 
suivant  que  n  est  premier  ou  non.  Dans  le  premier  cas, 
on  a  un  véritable  polygone  de  n  sommets;  dans  le  se- 
cond, on  décrit  plusieurs  fois  un  polygone  d^un  moindre 
nombre  de  sommets.  On  peut  aussi  poser  le  problème 
d'une  façon  un  peu  différente.  Par  le  point  (/«  )  menons 
un  cercle  qni  oscule  la  strophoïde  au  point  (^a)  donné 


/ 
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par  )a  relation 

faisons  de  même  pour  le  point  (^2)  et  continuons  jus- 
qu'au point  (tf,).  On  a  les  relations 

On  en  déduit  encore 

et,  comme  dans  le  cas  précédent^  les  points  qui  peuvent 
servir  de  départ  à  un  polyg^one  fermé  sont  fournis  par 
Téquation 

Il  faut,  comme  précédemment,  distinguer  deux  cas 
suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

La  cisâoïde  oblique  a  pour  équation 

(i)  (7  — ca7)(x«-+-^«)  — a^«  =0. 

Les  axes  choisis  sont  la  tangente  de  rebroussementet 
la  perpendiculaire  à  celte  droite  menée  par  le  point  de 
rebroussement. 

Eu  posant  x  =  ty^  on  exprime  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  courb<r  au  moyen  des  formules 

,    ,  at  a 


La  droite  qui  joint  deux  points  de  la  courbe  a   pour 
équation 

X      y  I 

atx     a     \  —  cti-^  t\  —  ct\     =0, 
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on,  en  eflectuant  les  calculs, 

(3)  j  [^-('i-^-'0-J-c(r?-+-^/,-+-/î)]T 

Si  l'on  fait  /«  =  £21  o^  ^  pour  équation  de  la  tangente 
au  point  (Q) 

(4)  (c  — 20-h3ce«)x-h(— n-e*— ac6>)7-t-a  =  0, 

ei  l 'équation  qui  donne  les  valeurs  du  paramètre  Q  pour 
les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  {x^y) 
est 

(5)  7c^6' — {y  -^  3ca?)6'-h2a76  -^ y  —  ex  —  a  =  o. 

D'autre  part,  s!  Ton  cherche  les  points  d'intersection 
de  la  droite  qui  a  pour  équation 

(6)  wx-hP^  — 1  =  0, 
avec  la  cissoYde,  on  trouve  Téquation 

(7)  cf' — /*-h(c -h  aii)f  H- ai' —  I  =  o, 

qui  donne  les  valeurs  du  paramètre  t  pour  les  points 
communs.  En  écrivant  que  les  équations  (5)  et  (7) 
sont  identiques,  on  arrive  aux  relations 


aj^  =zy  H-  3cx  = 


237  y  — CT  —  rt 


c  -{-au  av  —  I 

Par  conséquent 

y  —  3cj7  =  o 

représente  le  lieu  des  points,  tels  que  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  issues  de  ces  points  sont  en  ligne 
droite.  Ces  points  de  contact  sont  sur  la  droite 

\a        icn/  \\n        9}'/ 
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qui,  lorsque  j^  varie,  passe  par  un  point  fixe  situé  sur 
l'axe  des  x.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  me-- 
ner  à  une  cubique  circulaire  cuspidalc  trois  tangentes 
dont  les  points  de  contact  soient  en  ligne  droite,  est 
une  droite  issue  du  point  de  rebroussement  et  dont  le 
coefficient  angulaire,  par  rapport  à  la  tangente  de 
rebroussement,  est  le  triple  du  coefficient  angulaire 
de  l'asymptote  réelle,  La  droite  qui  joint  les  points  de 
contact  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  tangente  de 
rebroussement . 

Nous  venons  de  trouver,  au  moyen  de  l'équation  (7), 
que  les  paramètres  des  points  d'intersection  d'une  cis- 
solde  et  d'une  droite  sont  liés  par  la  relation 

(8)  r,-+-f,-hra=  3- 

Si  l'on  cherche  de  même  les  valeurs  du  paramètre  t^ 
pour  les  points  communs  à  la  cissoïde  et  au  cercle 

a?«-f.^t-—  10LX  —  î^j'-t- Y  =  o, 

on  trouve 

d*où  la  relation 

(10)  <i-h  *»-♦- /j-t- <*= -• 

Il  résulte  des  relations  (8)  et  (10)  que,  si  nous  consi- 
dérons quatre  points  de  la  cissoïde  A,  B,  C,  D  sur  un 
cercle,  les  droites  A6  et  CD  rencontrent  la  cissoïde  en 
deux  poiots  P  et  Q  dont  les  paramètres  Oi  et  62  sont  liés 
par  la  relation 
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Les  droites  qui  les  joignent  au  point  de  rebroussement 
sont  également  inclinées  sur  la  tangente  de  rebrousse- 
ment, et  Ton  vérifie  aisément  qu'ils  sont  situés  sur  une 
parallèle  à  l'asymptote. 

Théorème.  —  Si,  autour  de  deux  points,  pris  sur  la 
cissoïde  et  situés  sur  une  parallèle  à  l'asymptote  de 
cette  courbe^  on  fait  pivoter  deux  droites,  les  points 
d'intersection  de  ces  droites  et  de  la  cissoïde  sont  sur 
un  cercle. 

Les  formules  (8)  et  (lo)  nous  montrent  encore  que, 
par  un  point  de  la  cissoïde,  on  ne  peut  mener  qu^une 
tangente  à  la  courbe,  fait  bien  connu;  que  par  un  point 
(tf),  on  ne  peut  faire  passer  qu'un  cercle  osculateur  à 
la  cissoïde,  cercle  dont  le  paramètre  du  point  d'oscula- 
uon  est  donné  par  la  formule 

c 

Enfin,  comme  les  quantités  /  et  c  ont  une  signification 
géométrique  simple  et  bien  déterminée,  ces  mêmes  for- 
mules permettent  de  résoudre  les  problèmes  suivants  : 

Par  un  point  de  la  cissoïde,  mener  une  tangente  à 
cette  courbe. 

Trouver  le  troisième  point  d'intersection  d'une  tan- 
gente.à  la  cissoïde  av^ec  cette  courbe,  et,  plus  généra- 
lement :  Connaissant  deux  des  points  d^ intersection 
d'une  droite  et  de  la  cissoïde,  trouyer  le  troisième. 

Enfin,  en  utilisant  le  théorème  précédent,  mener  en 
un  point  le  cercle  osculateur  à  la  cissoïde. 

Si  dans  la  formule  (8)  nous  faisons  {i=:f2  =  f3,  on 
voit  immédiatement  que  la  cissoïde  présente  un  point 
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d'inflexion  et  un  seul  donné  par  la  formule 


I 
'=3e 


De  même,  si  dans  la  formule  (lo)  nous  faisons 

on  obtient  un  point  de  la  cissoïde  où  il  existe  un  cercle 
surosculateur  k  la  courbe  et  le  paramètre  de  ce  point  a 
pour  valeur 

Les  formules  (8)  et  (10)  permettent  d^énoncer  pour  la 
cissoïde  des  théorèmes  an  aloses  à  ceux  que  nous  avons 
donnés  pour  la  strophoïde. 

Théorèm'e.  —  Si  Von  coupe  une  cissoïde  par  un 
cercle  quelconque,  que  par  deux  des  points  d'intersec- 
tion on  fasse  passer  un  cercle,  et  par  les  deux  autres 
un  autre  cercle,  les  deux  nouveaux  cercles  coupent  la 
cissoïde  en  quatre  nouveaux  points  situés  sur  un  cercle. 

Théorème. — Les  cercles  osculateurs  en  quatre  points 
concy cliques  coupent  la  courbe  en  quatre  nouveaux 
points  également  concj  cliques. 

Théorème.  —  Les  cercles  osculateurs  en  trois  points 
de  la  cissoïde  en  ligne  droite  la  coupent  en  trois  nou" 
veaux  points;  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé 
par  ces  trois  points  passe  par  un  point  fixe  qui  est  le 
point  oii  la  cissoïde  est  suroscuUe  par  un  ceivle. 

Ces  formules  permettent  aussi  de  démontrer  aisément 
qu'il  n'existe  pas  de  quadrilatère  complet  véritable  in- 
scrit dans  la  cissoïde. 

Kii  effet,  supposons  qu'il  en  existe  un  dont  les  som- 
mets A,  B,  (],  a.  ^,  Y  correspondent  aux  valeurs  t^,  fj. 
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tiy  ^11  ^2*  O3  du  paramètre  /.  Les  points  B,  C,  a; 
C,  A,  ^;  A,  B»  Y^  a,  ^,  Y  étant  eu  ligne  droite,  on  a 
les  relations 

^t  H-  <j  -r-  9|  =  —  ♦  /j  -j-  f  j  -f-  Bf  =  -  > 

C  C 

c  c 

d'où  Ton  déduit 

c'est-à-d!re  que  les  points  A,  B,  C  sont  aussi  en  ligne 
droite,  et  que,  par  suite,  il  n'existe  pas  de  quadrilatère 
complet  véritable  inscrit  dans  la  cissoïde. 


GOIVSTRIIGTION  MI  CERCLE  OSCVLATEUR  EN  UN  POINT 

D'UNE  HYPERBOLE; 

Par    m.    BALITRAND, 
Ancien  élève  de  TÉcoIe  Polytechnique. 


Soit 

(  =<p(a:,^)-h2Dar-H  2E^-+- F  =  o 

l'équation  d'une  hyperbole  S.  Nous  nous  proposons  de 
construire  le  cercle  osculateur  en  un  point  M  de  cette 
hyperbole.  Désignons  par  P  et  P,  les  premiers  membres 
des  équations  de  la  tangente  au  point  M  et  d*une  autre 
droite  passant  par  ce  point.  L'é(|uation  du  cercle  oscu- 
lateur sera  de  la  forme 

(•;•.)  S  ;  ^  îp(.r,jK)—  '2  D.r  -f-  2E  v  -î-  F  H-  PP,  —  o. 
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On  en  déduit 

(3)  S  — îDa?  — aE>^  — Fs<p(a?,j^)-hPPi. 

Or  le  premier  membre  de  celte  identité  représente  un 
cercle,  le  second  représente  aussi  un  cercle  et  celui-ci 
se  détermine  facilement,  puisqu'il  passe  par  les  quatre 
points  d'intersection  des  droites  qui  ont  pour  équation 

(4)  ?(^,r)=Oi       P  =  o,        Pi=o. 

La  droite  P4  est  partiellement  inconnue,  mais  sa  déter- 
mination s'achève  précisément  par  ce  fait,  que,  puisque 
les  points  d'intersection  des  droites  (4)  sont  sur  un 
cercle,  les  droites  P  et  P|  sont  antiparallèles  par  rap- 
port aux  directions  asymptotiques  de  l'hyperbole  S. 

Nous  pouvons  donc  construire  le  cercle  qui  a  pour 
équation 

(5)  S  — aDa?  — aEjr  — F  =  o.  ♦ 

Mais  ce  cercle  et  le  cercle  osculateur  S  =  o  ont  pour  axe 
radical  la  droite 

(6)  2Da?-+-aE^-+-F  =  0, 

qu'il  est  facile  de  construire.  En  effet,  la  polaire  de  l'ori- 
gine par  rapport  à  S  a  pour  équation 

Dx  -h  Ejr  -h  F  =  o. 

Cette  polaire  et  la  droite  (6)  sont  parallèles  et  leurs 
distances  à  l'origine  sont  dans  le  rapport  de  j. 

On  arrive  donc  à  la  règle  suivante  pour  obtenir  le 
cercle  osculateur  en  un  point  M  d'une  hyperbole  déter- 
minée d'une  façon  quelconque  : 

Construire  les  directions  asymptotiques  de  Vhyper^ 
bole  et  la  tangente  au  point  M;  mener  par  le  point  M 
la  droite  antiparallèle  à  la  tangente  par  rapport  aux 
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directions  asymptotiques  et  tracer  le  cercle  C  circon^ 
scrit  au  quadrilatère  ainsi  obtenu;  prendre  la  droite  A 
parallèle  à  la  polaire  de  V origine  par  rapport  à'Zet 
située  à  mi-distance  entre  cette  polaire  et  l'origine; 
enfin  tracer  le  cercle  passant  par  M  et  ayant  pour  axe 
radical  av^ec  le  cercle  précédent  la  droite  A,  c'est  le 
cercle  osculateur. 

Si  Ton  suppose  que  l'origine  soit  au  centre  de  la 
courbe,  que,  par  suite,  les  asymptotes  de  la  conique 
coïncident  avec  les  directions  asymptotiques  et  que 
l'équation  de  l'hyperbole  soit 

on  voit  que  le  cercle  osculateur  et  le  cercle  C  sont  con- 
centriques. 

Cas  de  la  parabole.  —  Dans  le  cas  d'une  parabole, 
^{Xjj)  est  un  carré  parfait 

et  l'équation  (3)  devient 

^7)  S  — a  Dar  — aEjr— F 3 (aa?H- 6 jr)« -h  PP,. 

La  construction  indiquée  dans  le  cas  de  l'hyperbole  sub- 
siste avec  une  modification  évidente. 

IVenons  le  cas  d'une  parabole  tangente  aux  axes  Ox 
et  Ojr  aux  points  A  et  B.  La  direction  de  l'axe  de  la  pa- 
rabole s'obtient  en  joignant  le  point  O  au  milieu  I  de  AB. 
Cette  droite  01  coupe  la  parabole  au  point  R.  La  tan- 
gente au  point  K  est  précisément  la  droite  A.  Le  centre 
du  cercle  C  s'obtient  en  abaissant  du  point  A  une  per- 
pendiculaire sur  01  et  en  élevant  une  perpendiculaire 
à  Ox  au  point  A  ;  en  prenant  l'intersection  de  ce  cercle 
et  de  la  tangente  au  point  K,  on  a  deux  points  du  cercle 
osculateur  en  A  à  la  parabole.  Même  construction  pour 
le  point  B. 
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NOUYEAD  THÉORÈME  DE  HÉCANIQUE; 

Par  m.  E.  CARVALLO, 
Examinateur  d'admission  à  rÉooIe  Polylecliniqu«. 


1*  Dans  un  article  antérieur  (*),  j'ai  montré  que 
VAusdehnung's  Lehre  de  Grassmann  (^)  établît  une 
parenté  étroite  et  inattendue  entre  un  grand  nombre  de 
théorèmes  connus  de  Mécanique  et  de  Géométrie^  que 
cette  même  théorie  fournit  une  source  inépuisable  de 
théorèmes  nouveaux. 

Je  vais  aujourd'hui  signaler  un  théorème  général  qui 
peut  être  utile  en  Mécanique.  Il  m'a  été  suggéré  par  la 
lecture  de  Télégaute  étude  du  complexe  linéaire  de 
M.  Fouret  (*). 

Pour  énoncer  commodément  mon  théorème,  je  vais 
introduire  une  définition. 

2.  Définition.  —  J'appelle  image  d'une  force  sur 
un  plan  le  point  où  la  force  perce  le  plan,  ce  point 
étant  muni  d'une  masse  égale  à  la  valeur  algébrique  de 
la  projection  de  la  force  sur  la  normale  au  plan,  nor- 
male munie  d'un  sens  positif  arbitraire,  mais  déterminé. 

J'appelle  image  d^un  système  de  Jorces  sur  un 
plan  le  centre  de  gravité  des  images  des  forces  du 
système  sur  le  même  plan.  Si  la  somme  algébrique 
des  masses  de  ces  images  n'est  pas  nulle,  le  centre  de 
gravité  est  à  distance  finie,  ipiuni  d'une  masse  égale  à  la 
somme  algébrique  des  masses  du  sjsl^ème.  Il  est  à  l'in- 


{*)  La  Méthode  de  Grassmann  {Nouvelles  Annales;  1892). 
(•)  Berlin;   1862. 

(')  Complément  à  Tédition  française  de  la  Géométrie  du  mouve- 
ment, de  Schœnflics.   Gauthier-Villars  et  Hls;  189.3. 
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fini  dans  le  cas  coiiiraire.  Daas  ce  cas,  Tiinagc  du  sys* 
tème  peut  être  représentée  par  un  couple  de  points  de 
masses  égales  et  de  signes  contraires^  ou  par  le  vecteur 
qui  va  d'un  ces  points  à  Tautre,  multiplié  par  la  masse 
du  point  d'arrivée.  D'après  la  définilion  même  du  mot 
'vecteur^  deux  de  ces  couples  sont  équivalents  si  les  seg- 
ments qui  vont  de  l'image  négative  à  Tirnage  positive 
sont  parallèles,  de  même  sens,  et  inversement  propor* 
tionnels  aux  masses  des  deux  couples. 

Ces  préliminaires  posés,  le  théorème  s'énonce  ainsi  : 

3.  Théorèmb.  —  Pour  que  deux  systèmes  de  forces 
appliquées  à  un  corps  rigide  soient  équivalents,  il  faut 
et  il  suffit  que,  sur  tout  plan,  l'image  du  premier  sys- 
tème soit  identique  à  celle  du  second» 

Ce  théorème  est,  par  le  principe  de  dualité,  corrélatif 
du  théorème  des  moments  vectoriels  des  forces  par  rap- 
port a  un  point,  pourvu  qu'on  accorde  au  mot  corréla- 
tif \di  généralité  qu'il  comporte. 

4.  Il  serait  facile  de  baser  sur  les  images  une  théorie 
des  forces  appliquées  à  un  corps  solide,  en  suivant  le  plan 
que  j'ai  adopté,  d'abord  dans  mes  Leçons  de  Statique  (  *  ) 
où  j'ai  utilisé  les  moments  vectoriels  par  rapport  à  un 
point,  puis  dans  mon  Cours  de  Mécanique  (2)  où  j'ai 
fait  usage  des  moments  par  rapport  à  un  axe.  La  nou- 
velle théorie,  aussi  simple  que  les  deux  autres,  serait 
moins  naturelle,  parce  qu'elle  ne  saurait  avoir  une  re- 
présentation matérielle  aussi  claire.  Les  théories  des 
moments,  en  effet,  sont  suggérées  par  le  levier  (solide 
mobile  autour  d'un  point  fixe)  et  en  expriment  le  prin- 
cipe. Pour  avoir  le  corrélatif  du  levier,  dans  la  théorie 
des  images,  il  faudrait  considérer  un  solide  assujetti  k 


(')  l88^. 
(»)i8u3. 
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une  telle  liaison  qu'il  puisse  tourner  autour  de  toute 
droite  d'un  plan  donne,  sans  pouvoir  prendre  aucun 
autre  mouvement.  Une  telle  liaison  semble  difficile  a 
réaliser. 

Ce  que  j'ai  appelé  image  d^une  force  sur  un  plan 
mériterait,  par  continuité,  le  nom  de  moment  ponctuel 
de  la  force  par  rapport  au  plan.  Le  mot  imagée  m'a  paru 
rentrer  mieux  dans  les  usages  ;  il  a  aussi  l'avantage  d*ètre 
plus  court. 


CONCOURS  D'ADHISSION  A  LtCOLB  CENTRALR  BN  1893 

(PREMIÈRE  SESSION). 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  GÉOIÉTRIB  ANALYTIQUE; 

Par  m.  AUDIBERT. 


Soit 

c*  —  ub 
a?» — y*-^  ama?y-h  ■  y  —  (a -h  6)3? -f-  ao  =  o 

un  faisceau  d'hyperboles  équilatères  coupant  Taxe  des 
abscisses  aux  points  a,  b  et  Taxe  des  ordonnées  au 
point  c. 

I.  Si  Xest  le  coefficient  angulaire  de  l'une  des  asym- 
ptotes d'une  hyperbole  du  faisceau,  cette  courbe  aura 
pour  équation 

(i)     x^—y^-^ ^ — xy -\ y  —  (a4- o)a?-+-ao  =  o, 


celle  de  son  asymptote  sera 

c* —  ab 


ÎX—(a-f-6)l 

rrx^ J' 


Cette  dernière  peui  s'écrire 
(a)      X»a7H-XM  2-Iliiii  — H  -4- X[jr  — (a -4- 6-)]  —  j' =  o. 
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On  voit  (|ue;  par  cliac|ue  point  (or,  j)  donne  du  pl«an,  on 
pourra  mener  trois  asymptotes  (dont  deux  peuvent  être 
imaginaires)  aux  hyperboles  du  faisceau. 

Si  Ton  impose  la  condition  cjue  deux  des  racines  X| 
et  Xj  de  (2)  aient  entre  elles  la  relation  XjXa  =  —  1,  le 

produit  des  trois  racines  étant  égal  à  ~  9  la  troisième 

racine  sera  —  —  »  et  (  2)  devra  être  divisible  par  "kx  -{-j. 

Pour  que  cette  division  s'eilectue^  on  trouve  la  condi- 
tion 

(3)  2(^*-l-a:*) ^  —  (a -♦- fe)T  =  o, 

qui  représente  le  lieu  cherché. 

C'est  le  cercle  lieu  des  centres  des  hyperboles  du  fais- 
ceau, ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Ce  cercle  passe  par  l'origine  et  coupe  en  leurs  milieux 
les  trois  côtés  du  triangle  ABC. 

Par  un  point  M  pris  sur  (3)  on  pourra  mener  les  deux 
asymptotes  rectangulaires  de  l'hyperbole  qui  a  son 
centre  en  ce  point.  La  troisième  asymptote,  de  coefficient 

angulaire  -^  >  passant  en  M,  rencontrera  le  cercle  en  un 

second  point  M'  qui  sera  le  centre  de  l'hyperbole  du 

faisceau  dont  les  asymptotes  ont  pour  coefficients  —  ^ 

X 

et  H 

y 

II.  Si  [JL  est  le  coefficient  de  Taxe  de  (i),  on  aura 

A  = ~  et  l'équation  de  celte  hyperbole  en  fonction 

de  Y-  s'écrira 

a?*  —  y*-\ -^^y  H y  —  (d  -\-  éf)x  -^  ao  =:  o. 

Ou  déterminera  les  coordonnées  de  son  centre  et  Té* 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  l.  XI.  (Novembre  189.3.)      33 
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qualion  de  Taxe  sera 

[c2 ab  1 

En  ordonnant  par  rapport  à  [x,  on  a 

On  voit  que,  par  un  point  donné  (or,  y)  du  plan,  ou 
pourra  mener  trois  axes,  dont  un  toujours  réel,  aux 
hyperboles  du  faisceau. 

Si  l'on  ajoute  la  condition  que  deux  de  ces  axes  aient 
des  coefficients  angulaires  égaux  et  de  signes  contraires, 
Téquation 

-h  (jL(a  -h  6  -h  it)  -h  iy  =  o 

aura  une  racine  commune  avec  (4)« 

La  somme  de  ces  deux  polynômes  égalée  à  zéro 

fi'[!2J7  —  (o  -H  6)J  -h  [>.{a  -+-  6  -h  'ix)  =  o 

aura  la  même  racine  commune  avec  (4)* 

En  général,  cette  racine  ne  pouvant  être  nulle,  il  en 
résulte  que  le  premier  membre  de  Téquaiion 

jji'[2a? —  (a-4-6)]-H  237-4-  a  -^  ô  =  o, 

qui  a  ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
doit  diviser  (4))  d'où  la  condition 

(a  -4-  o  -+-  IX) v-  4(a  -h  o)y  —  o. 

c 

Le  lieu  est  une  droite. 

La  condition  de  réalité  des  deux  racines,  [jl^>o, 
s*expriincî  par  la  formule 

<7  -+-  6  -f-  2  a? 
>  o. 


1 

J 
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Ce  qui  indîqiu?  qiitî  les  points  de;  la  droite  (5)  par  où 
passent  trois  droites  réelles  sâlisfaisaiit  aux  conditions 

de  l'énoncé  sont  compris   entre   les  abscisses 


'1 


A'.  B, —  M.  P.  Gris,  élève  du  pcn&ionnul  de  Noire-Dame  du  Sacré- 
Cœur^  a  aussi  n'^solu  la  qucbti()n. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1891  (Sl'ITB  ET  FIN). 


Mathématiq ues  élémentaires. 

On  donne  un  triangle  ABC,  et,  dans  le  plan  de  ce  triangle, 
on  mène  une  parallèle  à  la  droite  AB,  qui  rencontre  la  droite 
BC  en  un  point  A',  la  droite  AG  en  un  point  B\  puis  on  dé- 
crit, dans  le  plan  du  triangle,  deu\  cercles,  Tun  sur  AA' 
comme  diamètre,  l'autre  sur  BB' comme  diamètre;  soient  P 
et  Q  les  points  de  rencontre  de  ces  deux  cercles. 

i«>  Trouver  le  lieu  des  points  P  et  Q  quand  la  droite  A'B', 
parallèle  à  AB,  se  déplace  dans  le  plan  du  triangle,  et  suivre 
sur  ce  lieu  les  déplacements  des  points  P  et  Q  quand  le  point  A' 
parcourt,  dans  un  sens  déterminé,  toute  la  droite  indéfi- 
nie BG. 

1^  Suivre,  dans  les  mêmes  conditions,  les  variations  de  gran- 
deur de  la  distance  des  points  P  et  Q. 

3®  Trouver,  parmi  tous  les  triangles  ABG  que  l'on  peut 
inscrire  dans  un  même  cercle,  quel  est  celui  pour  lequel  le 
minimum  de  la  distance  des  points  P  et  Q  est  le  plus  grand. 

Rhétorique. 

Sur  les  côtés  AB,  AG  d'un  triangle  rectangle  donné  ABG  et 
en  dehors  de  ce  triangle,  on  construit  deux  triangles  rectan- 
gles isoscéles  DAB,  ËAG. 

1**  Démontrer  que  les  trois  points  D,  A,  E  sont  en  ligne 
droite. 
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a°  Trouver  Jes  expressions  de  la  surface  S  et  du  volume  V 
du  tronc  de  cône  qu'engendre  l'hypoténuse  BC  du  triangle 
ABC  en  tournant  autour  de  la  droite  DAE. 

Trouver  le  volume  V  engendré  par  le  triangle  ABC  en  tour- 
nant autour  de  la  même  droite  DA£. 

3°  On  exprimera  la  surface  S  et  les  volumes  V,  V  en  fonc- 
îtion  de  l'hypoténuse  BG  =<jr  et  de  la  hauteur  correspondante 
AH  =  h  du  triangle  ABC,  et  l'on  indiquera  comment  \arient  la 

V 

surface  S,  le  volume  V  et  le  rapport  tt;»  quand,  l'hypoténuse  BG 


,,-«--- 


restant  fixe,  le  sommet  A  du  triangle  ABC  se  déplace  sur  la 
demi-circonférence  de  cercle  décrite  sur  BG  comme  diamètre. 


Enseignement  secondaire  spécial, 

La  distance  d'un  point  M  à  une  circonférence  de  centre  O  et 
de  rayon  R  étant,  par  définition,  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
rence MO  —  R,  on  considère  dans  un  même  plan  P  deux  cir- 
conférences dont  les  centres  O  et  O'  sont  à  une  distance  D,  et 
dont  les  rayons  R  et  R'  (R^R')  sont  donnés.  Un  point  M  se 
déplace  dans  le  plan  P  en  restant  toujours  à  la  même  distance 
des  deux  circonférences. 

i^  Discuter  la  ligne  L  parcourue  par  le  point  M. 

a**  Indiquer  les  régions  du  plan  P  pour  lesquelles  les  points 
sont  plus  voisins  de  la  circonférence  O  que  de  la  circonfé- 
rence O'. 

3°  On  suppose  un  mobile  parcourant  la  ligne  L  de  sorte 
qu'un  même  arc  ne  soit  jamais  parcouru  qu'une  seule  fois,  et 
l'on  considère  les  projections  de  ce  mobile  sur  une  droite  X'X 
passant  par  le  milieu  G  de  00',  et  faisant  avec  GO'  l'angle  oc, 
dont  la  valeur  positive  ne  dépasse  pas  90*».  Gonstruire  les  li- 
mites des  portions  de  X'X  qui  sont  parcourues  plus  de  deux 
fois  par  la  projection. 
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£n  supposant  les  deux  circonférences  sécanles,  on  calculera, 
en  fonctions  des  données  R,  R',  D,  a,  les  portions  de  XX'  ainsi 
limitées. 


CONCOURS  POl'R  LES  BOURSES  RE  LIGE\GE  EN  1891. 


i*"  Représenter  sur  une  même  figure  les  trois  courbes  dont  les 
équations  en  coordonnées  rectangulaires  sont 

d)  ^*-*-3a'a:' — 3axy — a' =  o, 

(2)  y—x^^o, 

(3)  ^-h  j?'— iaar  =  o. 

2"  Les  pcynts  B,  B',  C,  G'  où  Tellipse  (i)  rencontre  les 
courbes  (2)  et  (3)  sont  les  sommets  d*un  parallélogramme.  On 
demande  les  lieux  décrits  par  les  milieux  des  côtés  de  ce  pa- 
rallélogramme et  par  les  sommets  du  parallélogramme  formé 
par  les  tangentes  à  l'ellipse  aux  points  B,  B',  C,  C,  quand  le 
paramètre  a  varie. 

3"  Montrer  qu'il  existe  une  valeur  de  a  et  une  seule  telle 
que  Tellipse  correspondante  (i)  soit  réelle  et  passe  par  un  point 
donné  P  du  plan.  On  donnera  Texpression  explicite  de  la  va- 
leur de  a  au  moyen  des  coordonnées  du  point  P. 

Déterminer  les  coefOcients  angulaires  des  axes  de  Tellipse 
(i),  en  distinguant  les  coefficients  angulaires  du  petit  axe  et 
du  grand  axe. 


GONGODRS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICENCE  EN  1892- 


En  désignant  par  a,  b,  x\  y'  des  constantes,  on  demande  de 
déterminer  X  de  façon  que 
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soit  le  produit  de  deu?(  facteurs  P,  Q  du  premier  degré  en  x 
et  y.  L'équation  en  X  admet  une  racine  nulle  et  deux  autres 
racines  réelles.  Pour  l'une  de  ces  racines  les  facteurs  P,  Q  sont 
réels,  pour  l'autre  ils  sont  imaginaires. 
Étant  donnée  une  ellipse 


J-2 

vî 

-+- 

«• 

a* 

6* 

i  =o 


en  coordonnées  rectangulaires,  on  considère  un  point  fixe 
M(iF',^')  et  l'on  demande  de  déterminer  deux  droites  P,  Q  telles 
que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  à 
M  divisé  par  le  produit  de  ses  distances  à  P  et  à  Q  soit  constant, 
c'est-à-dire  indépendant  de  la  position  du  point  de  l'ellipse 
considéré.  On  formera  explicitement  les  équations  de  ces 
droites  en  supposant  M  sur  l'ellipse.  Lieu  de  leur  intersection 
quand  M  parcourt  l'ellipse. 

Inversement,  étant  donnée  la  droite  (P)  ux -^  vy  —  i  =  o, 
peut-on  trouver  un  point  M  et  une  droite  Q  tels'que  le  carré 
de  la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  à  M  divisé 
par  le  produit  de  ses  distances  à  P,  Q  soit  constant?  Montrer 
qu'on  trouve  en  général  deux  positions  pour  M,  symétriques 
par  rapport  à  P.  Comment  la  droite  P  doit-elle  être  placée  pour 
que  ces  deux  solutions  soient  ré(îl!cs? 


COXGOIIRS  POt!R  LES  BOURSES  DE  LICENCE  EN  1893. 


On   considère  la  courbe  (C)  décrite  quand  /   varie   de  -+- « 
—  X  par  le  point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

I.  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  points  dont  les  coordon- 
nées sont  respectivement  égales  aux  cosinus  des  angles  que 
font  avec  les  axes  de  coordonnées  : 

i**  La  tangente; 

2.°  La  normale  principale; 

3"  La  perpendiculaire  au  plan  osculaleur  en  un  point  de  la 
courbe. 
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II.  Montrer  que  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  formé  par 
la  laogente  et  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en  un 
point  de  la  courbe  a  une  direction  fixe  et  que,  par  conséquent, 
(G)  peut  être  regardée  comme  une  courbe  tracée  sur  un  cy- 
lindre,  de  manière  à  couper,  sous  un  angle  de  ^5^,  toutes  les 
génératrices  du  cylindre.  Former  l'équation  de  la  section  droite 
de  ce  cylindre  rapportée  à  deux  axe««  situés  dans  son  plan,  et 
la  construire. 

III.  Par  un  point  donné  sur  (G),  combien  peut-on  mener  de 
plans  qui  passent  par  une  tangente  à  la  courbe  et  qui  soient 
perpendiculaires  au  plan  osculateur  au  point  de  contact  de 
cette  tangente? 


CONCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

EN  1893. 


Mathématiques  (3  heures). 

I.  Dans  un  triangle  on  donne  a,  A  et  le  produit 

1"  Déterminer  par  le  calcul  b  et  a.  Discussion. 

îî"  Traiter  la  même  question  géométriquement,  sans  calcul. 

II.  On  donne  un  triangle  ABC  et,  dans  l'espace,  une  droite 
indéfinie  X'AX  passant  par  A  et  faisant  avec  AB  et  AG 
les   angles  p  cl  y.  Un  point   M  se  meut  sur  la  droite  X'AX. 

M  R 
Étudier  la  variation  du  rapport  ^.-rr,  •  Montrer  que  les  positions 

remarquables  du  point  M  sont  les  points  de  rencontre  de  la 
droite  X'AX  avec  la  sphère  qui  a  son  centre  sur  celte  droite 
et  qui  passe  [)ar  les  points  B  et  G. 

Géométrie  descriptive  (2  heures  et  demie). 

I"  Construire  un  tétraèdre  TABG,  dont  la  base  ABC  est  sur 
le  plan  horizontal,  connaissant  les  longueurs  des  six  arêtes  : 

BC  =  i^oo""",        GA  =--  189'"",        AH  r:--  iSi™*", 
TA  =  Il  'V"'",         TC  =  1 07""»,         TC  =  1 3 1'"'" 
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(  BC  parallèle  k  xy  h  la  distance  de  So"*'",  B  à  droite,  A  plus 
éloigné  que  BG  de  a:^). 

2**  Construire  un  cône  de  révolution  à  a\e  vertical,  dont  la 
trace  horizontale,  tangente  à  AB,  a  pour  centre  la  projection  i 
de  T  et  dont  les  génératrices  font  avec  le  plan  horizontal  un 
angle  égal  à  l'inclinaison  de  la  face  BTC  sur  le  plan  horizontal. 

3**  Construire  l'intersection  de  la  pyramide  et  du  cùne.  Tan- 
gentes aux  points  remarquables. 

Représenter  la  portion  de  la  pyramide  extérieure  au  cône, 
portion  supposée  opaque. 

Calcul  trigonomé trique  (i  heure). 

Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  connaissant  les 
trois  côtés 

a  =  ao6/,         6  =  169 1 ,         c  =  98 1 . 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  L  ÉCOLE  NORMALE  SUPERIEURE 

EN  1893. 

Solution  par  M.  AUDIBERT. 


Nous  supposerons  a  >  i  >>  c  >  o. 

I.  Soient  t|  le  paramètre  d*un  second  point  de  C, 
X,  y^  z  les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde  (^,  ff  ); 
des  égalités 


I  I 

X  = H f 

t  —  a       II  —  a 

I  I 

Z  = 


t  —  c 


1 


on  tire 


/  ir(f/|)  —  (i-H  ax){t'\-  ti)-\-  a{'i  -^  ax)  =  o, 
(0         I  y(tt^)  —  (i-^by){t'^ti)-^h{'X'^by)-^o, 


(S; 
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L'éliiniiialioii  de  //|  et  de  f  4-  ^  conduit  ù  réquatioii 
de  la  surface  S  sous  les  deux  formes 


/  (a  —  b){a  —  c)(b  —  c)rjrjs 
\  — (a — 6)(a-f-6 — ac)ary 

(i)      ',  -\- (a  —  c)(a-\- c —  'ib)xz 

—  (b  — -cX^-hc— aa  )yz 
-h  a(6  —  c)x  —  2(a  —  c)y  -\-  i{a  —  b)z  =  o 
et 


(^) 


\  f(a  — />)ar-f-a][(^>  — c)^-ha][(a  — c)>8  — a] 

(      -h[(a  — c)x-+-a][(a  — 6)j^  — a]l(ô  — c)^  — a)]=:o. 

II.  La  courbe  C  peut  être  considérée  comme  la  limite 
d'un  polygone  inscrit  de  côtés  infiniment  petits,  dont 
les  milieux  sont  sur  la  surface  S;  elle  est  donc  située  sur 

« 

cette  surface  dont  Téquation  est  d'ailleurs  vérifiée  par 
les  coordonnées  du  point  (t).  En  outre,  l'équation 
(S)  (2)  prouve  que  les  deux  groupes  de  droites 

L  (a  —  c)a:-f-a  =  o,         {b  —  c)^-ha  =  o, 

(a)  <  (a  —  6)j?-4- a  =  o»        (6  — c)<3  — a~o, 

\  (a  —  b)jr—'À  —  o,        (a  — c) 5  — 2  =  0, 

|(a — 6)ar-i-a  =  o,  {a  —  b)y  —  a  —  o, 
(a  —  c)ar-f-'2  =  o,  (a  —  c)z  —  a  =  o, 
(b  —  c)j^-+-*2  =  o,         {b  —  c)z  —  a  =  o 

sont  situés  sur  la  surface  S. 

Le  premier  de  ces  groupes  représente  les  trois' asym- 
ptotes de  C. 

Le  second  représente  les  trois  droites  parallèles  aux 
axes  se  projetant  sur  les  centres  des  hyperboles  équila- 
tères  projections  de  il  sur  les  plans  des  coordonnées. 
On  pouvait  prévoir  quVUes  seraient  comprises  sur  la 
surface  S,  car  elles  sont  les  lieux  des  mib'eux  des  cordes 
de  C  qui  se  projettent  suivant  les  diamètres  de  ces 
hyperboles. 
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Ce  groupe  représeiitt;  aussi  dans  chaque  plan  li^s 
asyniplolcîs  des  projections  de  C  ou  di's  hyperboles 
écjuilatèrcs 

(    (a    -  b)xjr  ^  %(jr  —  X)  =  Oy 

(4)  \  {a  —  c  )Ty -h  9.(  z  —  jr)  =  o, 

\  {b  —  c)yz-j--?.(z—y)  =  u. 

III.  Si  des  deux  premières  équations  (i)  on  lire  lc;s 
valeurs  de  ttt  et  de  /  -+-  /| ,  on  trouve 

(a^ —  b^)jry  -h9.(ay  ^  bx) 

r  -h  ^  =  ^ -, -fr -' , 

(a  —  b)xy  -\-y  —  x 

nb\{n  —  b)xy  -r-  7Ay  —  x)\  -^a^x  —  b-y-k-o.ia  —  b^ 

(a  —  b) xy  -\- y  —  x 


tU  = 


Ces  deux  paramètres  sont  racines  d'une  équation  du 
second  degré  dont  les  coefiicients  sont  fonctions  des 
coordonnées  x  et  y  d'un  point  déterminé  M  de  S. 
A  chacun  de  ces  points  correspondra  donc  une  seule 
corde  réelle  ou  imaginaire. 

IV.  La  condition  de  réalité  des  racines  déduite  des 
relations  qui  précèdent  s'exprime  par  la  formule 

(5)       i  {a^b)\{a--b)x-\-i\ 

I       X  \{a  —  b)y—  i\\{a  —  b)xy  -\-  o\y  —  x)\^  o. 

Ou  en  conclut  que  les  points  de  S  k\\\\  sont  milieux 
de  cordes  iinaguiaires  de  G  se  projettent  sur  chacun 
des  plans  coordonnés  dans  la  région  délimitée  par  l'une 
des  hyperboles  (4)  et  ses  asymptotes. 

V.  Nous  avons  montré  que  les  six  droites  des 
groupes  (a)  et  (3)  sont  situées  sur  S.  Il  faut  de  plus 
examiner  si  des  droites  orientées  d'une  façon  quel- 
conque par  rapport  aux  axes,  telles  que  celles  représen- 
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lét's  par  li*s  équalions 

peuveiil  aussi  i*  Ire  appliquées  sur  eelle  surfaci*. 

S!  nous  inlrocluisous  ces  expressions  clans  S  (i),  nous 
obtenons  une  ^'quation  du  troisième  (le!?,re  m  z  dans 
laquelle  le  coeffieient  de  z^  est 

(a  —  b'){a  —  c){b  —  c)aa'. 

Ce  coefficient  ne  pourra  s'annuler  qu'en  faisant  a  =  o, 
ou  a'=  o,  ou  simultanément  a  =  o  et  a'—-  o. 

Dans  le  dernier  cas,  nous  retrouverons  les  droites  (2) 
et  (3).  La  première  hypothèse  nous  fait  découvrir  le 
groupe  nouveau 

(ei  —  b){a  —  c^.r  =:^  b  -\-  c  —  2a, 
{a  —  r)'^-f'(a  —  b  )^y  H-2(6-4-c  —  9.  a)  =  0, 

j  {a  —  b){b  —  c)y  =  a-}-c  —  'xby 

(a^b)^T-h{b  —  c)*  5 -+- 2(a -h  r  —  26)  — o, 

(a  —  c  )(b  —  c)z  =  a  -hb  —  2c, 
(b  —  c)^y  -f-(a  —  c)*j:-i-  2{a-h  b  —  2c)  =  0. 

VI.  Les  droites  joignant  les  miliirux  d^une  infinité  de 
cordes  de  C  ne  peuvent  èlre  que  celles  situées  sur  la 
surface  S. 

Pour  trouver  les  surfaces  lieux  des  cordes  qui  n^n- 
contrent  ces  droites,  il  faut  écrij-e  que  la  corde  (/,  tt  ), 

,    ,     I  «i(^-a7)-H(«-»-/i)(aar— 6^)  =  a2a7-~/!»«^-Ha(a— 6), 

(7)     { 

(  tti(z—x)-+-{l-hti)(ax^cz)  =  a^x — c*z-h2(a  —  c), 

rencontre  une  des  droites  des   trois  groupes  (2),  (3), 

et  (6). 

Les  droites  du  groupe  (2)  ne  fourniront  pas  de  lieu. 
Prenons,  par  exemple,  la  première  d'entre  elles, 

(a  —  c)a7-+-2  =  o,        {b  —  c)^h-2  =  o. 
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Ces  valeurs  de  x  et  de  j^  annulent  le  critère  (5),  et, 
par  suite,  ^  =:  /j  =  c  et  z  =  005  la  droite  ne  rencontre 
pas  de  corde  réelle. 

La  première  droite  du  groupe  (3)  joint  les.  milieux 
des  cordes  réelles  qui  se  projettent  sur  les  diamètres  de 
rUyperbole  (a  —  h)xy'  -f-  2(r  -^  j:)  =  o. 

Le  lieu  existe  donc  pour  elle.  Cependantle  critère  (5) 

est  aussi  annulé  par  jc  = r  et  y  = -;  mais 

*^  a  —  b       *^         a  —  b 

on  n'en  peut  conclure  que  ^  =  <i ,  car  en  même  temps 
Féquation  du  deuxième  degré,  dont  t  et  f  1  sont  racines, 
a  tous  ses  coefBcients  nuls.  Il  y  a  simplement  indéter- 
mination, ce  qui  doit  être* 

La  condition  de  rencontre  de  la  droite  en  question  et 
de  la  corde  (7)  est 

ittx  —  {a  -If  b){t  -ir  t\)  -\-  lab  —  o, 

A  l'aide  de  {7),  on  éliminera  les  paramètres,  d'où 
résultera  l'équation  du  lieu 

(a —  byxy  —  {a  —  cy^xz  —  (6  —  cYyz 

-H  '2(ô  —  c)a"  -+»  2(a  —  c)y  —  2(a-h&--2c)«  =0. 

C'est  un  hjperboloïde  à  une  nappe. 

Les  droites  du  groupe  (6)  fournissent  chacune  un 
lieu. 

Nous  ne  donnerons  ici  que  le  résultat  du  calcul  pour 
la  première  de  ces  droites  : 

(a —  byxy  —  (a  —  c)*x-3-4-2(6  —  c)x 

-l-2(a  —  6)^  —  2{a—  c)-5  =  o. 

C'est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  surface  renferme  la 
courbe  C  et  la  première  droite  du  groupe  (6). 
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ti"  Les  parallèles  menées  de  P  au\  côtés  BC,  CA^  AB,  ren- 
contrent aussi  les  côtés  GA,  AB,  BG  respectivement  en  A", 
B',  G'.  En  exprimant  que  les  points  A",  B',  G'  sont  en  ligne 
droite,  on  retrouve  Téquation  (i).  II  en  résulte  qu*à  chaque 
point  P  correspondent  deux  droites  A'B'G'  et  A'B'C*. 

L'équation  de  la  droite  A'B'G'  est 


Or 


GG'  ^  Cb'  ~'" 


CC^^^P^^«,         CB'  =  ? 


Donc  l'équation  de  A'B'G'  est 

(a)  6pX-+-(Y  — p)(a?H-^»a)  =  o. 

Celle  de  A'B'G*  est  de  même 

(3)  aaY-»-(X  — a)(ap-+-6a)  =  o. 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A'B'G' 
et  A'B'G',  il  faut  éliminer  a  et  p  entre  (i),(2)  et  (3). 

En  résolvant  (2)  et  (3)  par  rapport  à  X  et' à  Y,  on  trouve 

X  —       /^g'(aP-t- 6a)  _       a^^ia^  -+-  6a) 

"  (a?-+-6a)«— a6a3'  ""  (  ap  h- 6a)«  —  a6ap  ' 

Mais(i)  peut  s'écrire 

(ap-hôa)»— -a6ap  =  a6(ap-h6a); 

de  sorte  que  X  et  Y  se  réduisent  à 

X=-,         Y=Ç. 
a  o 

Par  conséquent 

a=/âX,         p=v^6Y. 

En  portant  ces  valeurs  de  a  et  p  dans  (i),  nous  avons,  après 
avoir  fait  disparaître  les  radicaux, 

J  [(aY-h6X)(aY-+-6X-a^»)-ha6XY]ï 
(^^  j       =4aftXY(aY-h6X  — aZ>)«. 

Le  lieu  des  points  de  rencontre  de   A'B'G'  et  A'B'G"   est 
donc  une  quarlique  passant  par  les  points  A,   B,  G,  qui  sont 

II* 
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des  points  de  rcbrousscment  :  la  tan^ciilc  de  rcbrousscmeot, 
en  chacun  de  ces  points,  est  la  médiane  du  triangle  y  aboutis- 
sant. 

Cas  du  triangle  équilatéral,  —  Alors  a  =  6,  6  =  6o".  Le 
lieu  du  point  P  devient  alors 

(5)  a«-Hp«-hap  =  a(a-hp). 

C'est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 
Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A'B'C  et  A'B'C 
devient 

(6)  [(X-+-Y)»-+-XY  — a(X-+-Y)]>  =  4XY(X-hY  — a)«. 
C'est  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  engendrée  par  un 

point  d'un  cercle  de  rayon  — -=  roulant  à  l'intérieur  du  cercle 

3/3 

de  rayon  —  • 
v/3 

Questions  1411-1431. 

Démontrer  que  l'expression 

/iL\/n-i/         \n-\-'JL/  J 

tend  vers >  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

(Cksaro.) 
solution 
Par  M.  François  Borletti,  de  Milan. 

Si  X  et  y  désignent  les  coordonnées  rectangulaires  et  si  Ton 
pose 

(■>  •>'=^' 

l'aire  comprise  entre  la  courbe  (i^  Taxe  positif  x  et  les  ordon- 
nées, qui  répondent  aux  abscisses  x  =  n-^i  et  x  =  ce,  sera 


/ 


ydx  = 


„^,  (/?-i)(/i-hi)/-» 

Si  p  est  un  nombre  positif,  l'ordonnée  y  de  la  courbe  (1) 
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prend  des  valeurs  toujours  plus  petites,  lorsque  Fabscisse  x 
augmente;  par  conséquent,  la  somme  des  rectangles  ayant 
pour  base  commune  Tunitc  et  pour  hauteur  la  dernière 
ordonnée  de  chaque  rectangle  que  nous  considérons  sera 

-H.  ..< 


(/i-ha)/»       (n-f-S)/»      **        (/>  —  i)(/n-i)/'-»' 


en  ajoutant  , r-  aux  deux  membres,  on  aura 


(/i-M)/*       (/n-2;''       (/i-f-S)/» 


On  obtiendra  encore  que   la  somme  des  rectangles,  ayant 
pour  hauteur  la  première  ordonnée,  sera 


H-  : zz  -+-...> 


Par  conséquent,  on  a 

I  p  —  I 


(/n-i)/'-»        (/l-hl)/» 
Donc,  si  nous  multiplions  par  nP^^^  nous  obtiendrons 

\n'\-\J  ^'         ^  \n-hi/  \n-i-i/        /i -+- 1 

en  désignant  par  S  la  suite  donnée. 

Si  dans  cette  expression  on  fait  n  =  x,  on  aura 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Question  1517. 

On  donne  une  parabole  et  une  autre  conique,  et  l'on 
mène  les  quatre  tangentes  communes  qui  touchent  la  co~ 
nique  en  A,  A',  A',  A"'.  Par  le  foyer  F  de  la  parabole,  on 
mène  un  cercle  touchant  la  conique  en  A  et  la  rencontrant 
en  B  et  G,  etc.  Démontrer  que  les  quatre  droites  BC,  B'G\ . .  - 
concourent  en  un  même  point.  (Wëill.) 

SOLUTION 
Par  M.  E.-N.  Barisien. 

La  question  est  beaucoup  plus  f^énérale  que  ne  Tindique  re- 
noncé. 
^k>us  allons  démontrer  que  : 

Etant  données  une  parabole  et  une  conique^  une  tan^ 
fi^ente  quelconque  rencontre  la  conique  aux  points  X  et  Ai. 
Par  ces  deuv  points  et  par  le  foyer  F  de  la  parabole  on 
fait  passer  un  cercle,  La  seconde  sécante  d* intersection  de 
ce  cercle  et  de  la  conique  passe  par  un  point  fixe. 

Soient 
(i)  y^=ipx 

l'équation  de  la  parabole  et 
(a)  \x^-{-ihary -hCy^-i- iDx -h  lEy -^-F  ==0 

m 

celle  de  la  conique. 

Une   tangente  à   la   parabole  de   coefficient  angulaire  ni  a 
pour  équation 

(3)  y  =  mx  ■+-  -^' 

L'équation  générale  d'une  conique  passant  par  le  point  d*in- 
tersection  de  la  tangente  (3)  avec  la  conique  (a)  est 

(  'k(Xx^-^'ihxy-\-Cy^-h2Dx-h2Ey  -h¥) 

(1)  L       ,_,_ /..   „_    p 


-^-(ux  -h  vy  —  i)(  y  —  mx ^  )  =  o, 

*^  V  imj 
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NOUVEAUX  VOLUMES 

DE 


L'ENCYCLOPÉDIE  DES  AIDE-MÉMOIRE 


CHAQUE  OUVRAGE  FORME  UN  VOLUME  PETIT  INS. 
Broché •>.  fr.  5c>  c.      1      Carlonné 3  fr. 

Le  prosjtcclus  eontplvt  est  nnoi/r  franco  sur  dt mande. 


WALLON  <É.).  Professeur  au  Lycée^Janson  de  Sailly.  —  Choix  et  usage 
des  objectifs  photographiques. 

La  descnplion  des  divers  types  d'objectifs  photographiques  ncluellemcnt 
i-n  usafic;  des  conseils  sur  Ui  iiïanièrede  choisir  soit  le  genre  d'ohjeclifs  répon- 
ilant  à  un  but  déterminé,  soit,  diins  un  genre  donné,  un  instrument  possédant 
h's  (jualiti's  requises;  des  instructions  reliilives  à  la  mise  au  point,  au  temps 
de  pose,  aux  agrandissements,  etc.;  des  tables  numériques  facilitant  la  solu- 
tion des  problèmes  qui  peuvent  S3  poser  dans  la  prati<](ic  C(»uiante  :  voilà, 
avec  an  court  exposé  ihéorique,  ce  que  l'on  tn^ivera  dans  cet  aide-mémoirc, 
dont  l'auteur  a  voulu  faire  un  guide  esseulicllcmenl  prati(|ue  dû  l'amateur  ei 
1^  photographe  pussent  trouver  sans  [»cinc  la  solution  des  diflicultés  (jui 
viennent  si  souvent  les  arrêter. 

BLOCH  (Frédéric),  In.ijonleur  des  Manufacliircs  do  l'Élal.  —  Eau  sous 
pression.  Appareils  producteurs  d'eau  sous  pressiou. 

i'.iiX  Ouvrat,'C  e>t  disisé  en  deux  Parties,  l'une  Ihéoricpie,  l'autre  pratique. 
I/Vuteur  y  a  réuni  les  différentes  données  néce.ss;aires  pour  se  rendre  compte 
du  fonctionnement  des  appareils,  pompes  cl  accumulateurs,  destinés  à  fournir 
rc;iu  sous  pression. 

La  première  Partie  CNt  con<.acrée  à  l'élndc  t]iéori([ue  de  la  marclic  et  du  rcn- 
detnenl  des  pompes,  l>éliers  hydrauliques  vX  ac<  umulateurs. 

iJans  la  seconde  Partie,  l'Auteur  décrit  les  différents  j;enres  d'appareils  élé- 
Viitoires,  ci  étudie  au  point  de  \ue   praticpie   les   ni-;4nnes  qui  les   constituent 
L'Ouvrage  se  termine  par  un  Chapitre  Irailant  sjucialemcnt  des  accumulateurs  et 
presses  hydrauliques. 

BEAUREGARD  (H.),  Proressciir  agréi^é  à  TÈcolo  supérieure  (Jo  Pharma<'ie, 
asïsistanl  au  Muséum.  —  Le  microscope  et  ses  applications. 

L'auteur  a  réuni  dans  cet  Ouvrage  à  la  fois  des  notions  sur  ce  que  peut 
montrer  le  microscope  et  sur  les  moyens  à  employer  [)our  se  servir  de  cet 
instrument  et  procéder  aux  éludes  micr<d)iolo^i(|ues. 

I)e  lu  deux  parties,  l'une  théorique  traitant  de  la  constitution  hist«dogicjiie 
des  êtres  organi>és  en  prenant  {)our  hase  l'élude  de  la  cellule:  l'autre  pratique, 
Comprenant  tout  <'e  (juc  l'on  c^l  convenu  de  tlésigner  sous  11»  nom  de  techniqua 
niirroscupique.  Le  temps  n'e-.l  plus  où  l'on  se  conlentait  de  |>la(  er  dans  une 
U'oulle  d'eau  les  objets  (jue  l'on  voulait  (dt^^ecNcr  avec  les  verres  ;,'ios^is>aiiU. 
Il  existe  des  m<*thode's  très  précises  aux()uell«"s,  î,ont  dus  les  immenses  i)ro;;irs 
de  l'Anatomie  j^énérale;  c'est  l'exposé  des  iirincipcs  sur  les((uels  r<'po5enl  <'cs 
méthodes  <|ui  constitue  la  partie  prati(|ue  de  cet  Aide-Mémoire. 

EŒHLER  (D*"  R.),  ('Jiar-ê  d.'  Cours  à  hi  Facullé  des  Sciences  de  Lncii- 
—  Applications  de  la  Photographie  aux  Sciences  naturelles. 

Cet  Ouvrage  est  divisé  en  deux  Parties,  dont  l'une  traite;  des  applications  de  la 
PiMitographie  à  la  .Mi(*rograpliir.  et   l'autre  des  »»j)])li(:atio(is  a    la  Ph>  si(do;^i«'. 

I)ans  la  première  Partie,  l'Auleur  examine  h's  (piiililés  (jui' doivent  prfNfnler 
h'S  appareils  :  microseope,  chambre  noire,  ubjeetifs,  ocnlaiies,  elc;  il  éliidu* 
la  manière  dont  l'éelaiiM^e  doit  être  dis|)Oïié  et  il  dt-crit  les  didereiiles  opera- 
lions  qui  permettrnl  d'oblenir  une  bonne  iiiiirophotoiîraphic. 

La  deuxième  I*arlie  traite  des  appareil  eiiretiistreurs  phniogra})hiques,  de  la 
<'.hronopliotographie,  et  de  la  pholographie  des  cavités  internes  de  rorganisiin'. 
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PRIX.     IMiri»     IN     AN     (lî     NUMEUOS)    l 

Paris,  5  fr.  —  DtpartemenLs  et  Union  postale,  6  fr. 

(KxTKAiT  de  la  lievue  générale  des  Sciences;  n"  du  3o  juillet  1890.) 

11  nVst  pas  ordinaire  de  saluer  l'apparition  future  d'un  journal  plusieurs 
mois  avant  ou'il  ne  soit  puldié;  les  lecteurs  trouveront  eepcndant  naturel  iju«! 
nous  applaudissions  à  l'idt'C  que  MM.  Laisant  et  Lemoinc  ont  eue  de  mettre  en 
rapport  >.rienli(i«iue  les  njalliéniaticiens,  au  moyen  d'un  organe  internalionai 
dont  le  litre,  l'Intkiimkdiauik  dls  mathkmaticikns,  indique  le  but.  Ce  recueil 
mensuel,  qui  paraîtra  à  partir  de  janvier  i^(|'|,  n'admettra  d'autres  arlicle-^ 
«[ue  des  cpicsiions  posros  par  les  malliématiciens  à  leurs  collèjiucs.  soit  poui- 
«*n  indi(|uer  l'iulérèl  gincral,  soit  |)our  les  besoins  de  leurs  renherrhes  per- 
sonnelles, et  les  réponses  à  ces  ([ueslions.  I.a  Mathématique  est  si  vaste  main- 
icnant  que  nul  n'en  connaît  romplèlement  même  une  des  branches  et  qu'une 
question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de  premier  ordre,  si  ro 
détail  sort  du  cadre  ordinaire  de  ses  études  ordinaires,  tandis  qu'elle  ne  se- 
rait (ju'un  jeu  pour  un  autre. 

('elle  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dés  que  les  lédac- 
teurs  se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
ront les  premiers  numém-..  el  de  les  communiquer  autour  deux,  pour  avoir 
quclffues  réponses  dés  l'ori^iine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leur< 
espérances  les  plus  opliinisies;  nous  avons  vu  la  liste  des  correspondants 
efl'cctits  du  jf)urnal,  liste  déjà  lonjjue,  et  nous  nous  contenterons  de  dire  que. 
à  la  date  du  io  juillet,  elle  comprenait  les  noms  de  onze  membres  de  l'Institut, 
avec  ceux  d'un  gran<l  nombre  de  îjéomètres  connus,  mêlés  i\  beaucoup  d'autres 
moins  en  vue,  car  le  but  et  resscncc  même  de  \  Intermédiaire  des  ntathé- 
ninticiens  est  d'être  utile  à  fous  ceux,  f/ui  culti\'ent  la  3fathéntatigue.  CVst 
dans  «-es  conditions  qne  les  réiiacteurs  vont  s'atiresser  maintenant  aux  mathé- 
rii.it iejeiis  étrangers  et  -k  ceux  qu'ils  ne  connaissent  pas  en  France.  L'accueil 
ne  SfMnlde  pas  douteux,  car  il  y  a  déj:!  que|(|ues  tjéomélres  qui,  a>ant  entendu 
|).irI«M'  du  nouveau  [)rojel,  (uil  sjiodijinrinenl  ojfort  leur  concours,  aussi  leur 
nom  et  leurs  <«erviccs  |H)ur  ai(i(M-  à  la  |>rop;»^andt' :  nous  citerons,  par  exemple, 
j)urmi  ceux-ci  rillusire  M.  ('(intor,  le  Professeur  de  Ilcidclberp;.  L'idée  était 
si  non\elli'  (jne  les  rédaclenrs  de  ïf/i/erniétlidire  n'ont  drt  viser  (|ue  des  débuts 
1res  modesLes,  piiiscpie  \(\  prix  aninud  de  l'abonncmenl  n'est  que  de  ô  francs 
|)our  Paris,  «>  Ir.uK  s  pour  la  province  et  b's  pays  de  l'Union  postale.  Nous 
■^oullaiton^  à  nos  nouveaux  codIVères  d'être  tddiués  (ce  qui  serait  certainement 
un  i;ranil  avanlam*  pour  le  but  qu'ils  se  piojiosenl  ),  dés  la  deuxième  année,  de 
rendre  V fntcrni-'diairr  bimensuel,  et,  en  icrujinant  ces  vonix  de  bienvenue. 
nous  préviMions  ceux  i\p  nos  leeleurs  qui  cultivent  les  Malhémaliques  qu'ils 
peuvrnl  tb  ja  adr(^>ser leurs  (piestions  el  (!ominunicalions  soit  î^  M.  Laisant,  i^ii, 
ivenue,  Viclor-lluiio,  soii  à  M.  I.ejuoine,  j,  rue  IJiiré,  soit  chez  l'édilcur 


(  4<>9  ) 


PROBLBNB  r ALGÈBRE  RELATIF  A  LA  NOXOGRAPHIE  ; 

Par  m.  Maurice  d'OGAGNE, 

Répétiteur  à  TÉcoIe   Polytechnique. 


1.  Je  rappelle  en  deux  mots  le  principe  de  la  nié- 
tliode  de  représentation  de  certaines  équations  à  trois 
variables  au  moyen  des  points  Lsoplèthes^  qui  se  ironve 
développée  dans  le  Chapitre  IV  de  ma  IVomo graphie  (*). 

Considérons  trois  systèmes  de  points  dépendant  cha- 
cuu  d'un  paramètre  arbitraire  et  définis  par  les  for- 
mules 

J^=/i(ai)»         x=fii7.^),         a:=/,(a3), 

Leur  ensemble,  si  l'on  suppose  chacun  de  ces  points 
coté  au  moyen  de  la  valeur  du  paramètre  correspondant, 
constitue  un  abaque  de  ré(|nation  en  ai,  cl^^  as,  qui 
exprime  Talignement  de  trois  de  ces  points. 

Les  applications  de  cette  méthode  sont  des  plus  fré- 
quentes dans  la  pratique. 

11  est  intéressant  de  reconnaître  la  forme  des  équa- 
tions représentées  par  les  plus  simples  de  ces  abaques, 
ceux  dans  lesquels  chaque  système  de  points  isoplèthes 
est  constitué  par  des  points  cotés,  régulièrement  espa- 
cés sur  une  droite,  c'est-à-dire  tels  que  leurs  distances 
respectives  soient  proportionnelles  à  la  diflerence  de 
leurs  cotes. 

Dans  ce  cas,  les  formules  ci-dessus  doivent  évideni- 


(*)  Nomographie,  Les  calculs  usuels  effectués  au   moyen  de 
abaques.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  1891. 

Ann.  de  Matliémat.,  3» série,  t.  XII.  (Décembre  i8<j3.)         34 
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nient  prendre  la  forme 


L*équalion  représentée  peut  dès  lorss^écrire 


9^' 


midi  H-  /ij  ^t  *i 
mj  «1  H-  /ij  /?j  ai 
/njaaH-/i8    /Jja^ 


7i     > 


=  o, 


OU,  sous  forme  développée, 


(a)     Aiaia3-4-Aja3aiH- AaOtiflii-hBtaiH-BjajH-  83*3 -4-  C  =0, 

les  coefficients  de  cette  équation  étant  donnés  par   les 
formules 

At=  mt/>»— ma/),» 
Aj=  /iij/?i  —  /ni/?8, 
A3=  niipi—  mtpi, 

Bi=  rniiçt  —  Çi)  —  pt(nt-^  n^)j 
B,=  nii(qi—qi)—pt{ni'-'ni\ 
B3=  nii(qi—  gt)—pz{nx  —  nt), 

C=z  fiiçt—  riiÇi-h  n^qz—  /ij^t-H  /ts^i—  «iÇ'a. 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  (a)  est- 
elle  représenlable  par  trois  sj^sièmes  réguliers  de  points 
isoplèthes?  En  d'autres  termes,  A|,  Aa,  A3,  B|,  Bj,  B» 
et  C  étant  donnés,  peut-on  toujours  trouver  un  système 
de  valeurs  réelles  <Sni  /;*i,  //<,  /712,  n^^mz^n^^  p^^q^^  p^^ 
?27  /^S)  93  satisfaisant  aux  équations  (1)  P  Tel  est  le  pro- 
blème d'Algèbre  qui  va  être  ici  examiné. 

2.  Remarquons  tout  d'abord  que,  si  Téquation  (a) 
est  représcn table  par  trois  systèmes  réguliers  de  points 
isoplèthes,  on  peut  toujours  faire  coïncider  l'axe  des^ 
avec  la  droite  sur  laquelle  est  disposé  Tun  de  ceux-ci  en 


(47'  ) 

plaçant  rorigîiie  au  poiiil  coté  o.On  D^enlève  donc  rien 
à  la  généralité  du  problème  traité  en  prenant 

mj  =  o,        /Il  =  o,       /?!  =  I ,       y  t  =  o. 

Le  système  précédent  devient  alors 

(  I  )  A 1  =  m^pi  —  ntip^y 

(a)  A,=  /?ij, 

(3)  A,  =  --/nj, 

H)  {  (4)  Bi=/i3-n„ 

(5)  B,=  m,gr,  — /?,ni, 

(6)  B,= /i,/>s  —  9r,ma, 

(7)  G=  n,<73  —  ns^j. 

L'élimination  de  m^  et  //I3  entre  (1),  (2)  et  (3)  donne 
(8)  AiH- Ai/?,-h  A3/73=  o, 

équation  incompatible  avec  Phypothèse  où  deux  des 
coefficients  A|,  Aa  et  A3  seraient  nuls  à  l'exclusion  du 
troisième  (*). 

Il  n'y  a,  par  suite,  à  envisager  que  les  trois  hypo- 
thèses suivantes  : 

i^  Les  trois  coefficients  A|,  A2,  A3  sont  différents  de 
zéro,  ce  que  nous  écrirons 

A,  ^o,         A,7«£o,        Aa^o. 

2^  Un  seul  d'entre  eux  est  nul.  Un  choix  convenable 
de  notations  permet  toujours  d*écrire  cette  hypothèse 

Ai=o,        Atp^o,        Aj^o. 


(*)  II  résulte,  en  particulier,  de  là  que  Téquation  a, a, —  a,  =  0, 
qui  traduit  la  multiplication,  n'est  pas  représentable  par  trois  sys- 
tèmes régaliers  de  points  isoplèthes,  mais  elle  est  représentable  par 
trois  systèmes  rectilignes  dont  deux  réguliers,  savoir  : 

1  +  a, 
a:=  I,         ar  =  — 1,         x  =.  2» 

r  =  «.        r  =  ",»  y  =  o. 


(  470 
3"  Jls  soiiL  nuls  tous  les  irois, 

At  =  o,        Aj  =  o,        As=o. 

3.  Premier  cas,  —  A|  ^  o,  A2^  o,  Ag^z^  o. 
Les  équations  ('i)  et  (3)  dotmeut 

mj  =  —  As,         mj  =  Aj, 

et  le  système  (I)  se  réduit  à 

(i')  A,  =  — A,p,— As/>j,  • 

(4')  B,  = /i8 — /II, 

(F)  {(5')  Bj  =  — A,  ç,— />,/*,, 

(6')  B3=n2/?s—  A,7,, 

(;')       C  =  /lj<73— /l3^î. 

Entre  ces  cinq  équations  éliminons  q^^  «3,  /'s,  yj. 
De  (i')  et  (4')  nous  tirons  d'abord 

A,-+-  As/?t  n  _L_  « 

/?j  = T >         na=  15,-+- /ij. 

Portant  ces  valeurs  de  n^  et  de  /;3  respectivement  dans 

(5')  et  (6'),  on  tire  de  celles-ci 

L'équation  (7')  devient  alors 


C  =  — «î 


Bî-+-/?5(Bi-t- «5)       Bi-H/ij 


At       \  A3        / 


A, 

OU,  toutes  réductions  faites, 

(9)    A,/iî-4-(A,B,-A,B,-+-A8B3)n,-4-A3(BiB8-A,G)=o. 

Le  paramètre  p2  ayant  disparu  de  lui-même  dans 
cette  élimination,  on  voit  qu'on  peut  lui  attribuer  une 
valeur  quelconque.  En  vue  de  la  plus  grande  simplicité, 
nous  prendrons  naturellement 

Pt=zo. 


(  4-3  ) 
L'équation  (9)  détermine  /I2.  Ce  paramètre  devant 
être  réel,  le  problème  ne  sera  possible  qu'autant  que 
l'on  aura 

(AiBi— A,B,-^  AjBa)*— 4A,A3(B,B,— AjO^o 
ou 

i  AîB?-4-A«BÎ-+-AîB|-2A.A,B,B,-^A,A3B,B, 
^  ^  \  — 2A3A,B3Bi-h4AiAsA»C>o. 

Si  cette  inégalité  est  satisfaite,  l'équation  (9)  donne 
pour  71a  deux  valeurs  u  et  {f'.  Adoptant  l'une  d'entre 
elles,  ^  par  exemple,  on  a  pour  ^21  ^s?  Pz^  ^z  1^^  va- 
leurs 

A,  B, 

4.   Deuxième  cas,  —  A|  =  o,  Aa^o,  Aa^o. 
Le  seul  changfiment  à  ce  qui  précède  tient  à  ce  quMci 
l'équation  (9),  se  réduisant  à 

(A3B,-  A,B,)n,H-  A,{BiB,— A,C)=  o, 

fournit  pour  ;i2  une  valeur  toujours  satisfaisante,  savoir 

Bj  B3 —  AjC 


ni=  A| 


A,B,— AaBj 


Dès  lors,  les  formules  qui  terminent  le  numéro  pré- 
cédent deviennent 

Bs  .     B,B,-A,C 

^*  =  "â;'         '*»=^*a,B,-A3B,' 


;>,=  0,  çr3  =  —  ^. 


^1 
^3 


Rappelons,  d'ailleurs,  qu'on  a  toujours 

/;ij—  —  A3,  /IÎ3  =  A2,  p2=  O. 


(  470 

3"  Jls  sont,  nuls  tous  les  Iroîs, 

Al  =  o,        Aj  =  o,        A8=o, 

3.  Premier  cas.  —  A|  ^  o,  k^^o^  \^^o. 
Les  équations  (2)  et  (3)  douneiit 

mj  =  —  A3,        mj  =  Aj, 
et  le  système  (I)  se  réduit  à 

(1')     A,  =  — Aj;>j— A,/>,, 
(4')     Bi  =  ns— /ij, 
(T)  {  (5')    Bs  =  -A3^,— />,n,, 

(6')       B3=/lj/?3—  Aj7,, 

(7')      C  = /iî^3— 'ïaÇ^î- 

Entre  ces  cinq  équations  éliminons  q^^  W3,  /'s,  r/3. 
De  (1')  et  (4')  nous  tirons  d'abord 

Aj  -h  AjOj  „ 

/>3= X"^'         n3=B,-hn,. 

Portant  ces  valeurs  de  n^  elAep^  respectivement  dans 
(5')  et  (6'),  on  tire  de  celles-ci 

^3= -^^ >     ^'=~â;1'^'^'^*— ÂT-j" 

L^équation  (7')  devient  alors 

B;-+-/?5(Bi-4-/is)  _^  Ri  -^-  'il  /n  _^  „    '^i  -+"  ^«Z'»  \ 

ou,  toutes  réductions  faites, 

(9)    A,n|-h(AiB,-A,B,H-A3B3)/i,-hA3(BjB3-A2G)=o. 

Le  paramètre  pa  ayant  disparu  de  lui-même  dans 
cette  élimination,  on  voit  qu'on  peut  lui  attribuer  une 
valeur  quelconque.  En  vue  de  la  plus  grande  simplicité, 
nous  prendrons  naturellement 

/?2=  o. 


(4-3) 

L'équation  (9)  détermine  /I2.  Ce  paramètre  devant 
être  réel,  le  problème  ne  sera  possible  qu'autant  que 
l'on  aura 

( A, B,  —  A,B,-h  AjBj)*  —  4  A,  Aj( B, B,—  A,C)^ o 
ou 

i  AîBÎ-4-Aj|BÎ+AîB|-2A.A,B,B,-^A,A,B,B, 
^  ^  I  — 2A,A,B3B,-+-4A,A,A,Gâo. 

Si  cette  inégalité  est  satisfaite,  l'équation  (9)  donne 
pour  /I2  deux  valeurs  u  et  v'.  Adoptant  Tune  d'entre 
elles,  i^  par  exemple,  on  a  pour  ^21  ^s^  P^'i  9^  '^^  v^' 
leurs 

A,  B, 

4.  Deuxième  cas,  —  A|  :=  o,  Aj  ^  o,  A3  ^  o. 
Le  seul  changement  à  ce  qui  précède  tient  à  ce  qu^ici 
l'équation  (9),  se  réduisant  à 

(A,B,-  A,B,)/i,^-  A,(BiB,— A,G)=  o, 

fournit  pour /I2  une  valeur  toujours  satisfaisante,  savoir 

«       A    B1B3  — A,C 
'^«=A»Â.B2-A.Br 

Dès  lors,  les  formules  qui  terminent  le  numéro  pré- 
cédent deviennent 

Bj  .     Bi  B]  —  AjC 

Al  AjBi  — A3B3 

B, 
Rappelons,  d'ailleurs,  qu'on  a  toujours 

''ll^—  A3,  /W3  =  A2,  p2=0. 
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Ou  voit,  en  outre,  que  /i^  et  n^  devenant  infinis  lorsque 

A2  62  —  A3  B3  =  G,  la  solution  est,  dans  ce  cas,  illusoire. 

Il  convient  donc  de  compléter  Thypothèse  faite  par  la 

condition 

A,B,— AjBa^o. 

o.   Troisième  cas.  —  A|  =  A2  =  As  =  o. 
Le  système  (!')  se  réduit  à 

(4')     B,=  n,  — /t,, 

(I')         .  ;  ^^')   ««  =  -«3/^., 

(6')        B3=:/l,/?j, 

(7')      G    =  /lj^3  —  /Ij^,. 

Pour  résoudre  ce  système,  nous  nous  donnerons  les 
valeurs  de  deux  des  six  inconnues  ;  mais  ici,  pas  plus 
que  précédemment,  le  choix  n'est  absolument  arbi- 
traire. 

Ainsi  les  équations  (5'')  et  (6")  montrent  qu'on  ne 
peut  annuler  aucune  des  qualités  ^29  P29  ^z^  Pzy  ^-^r  B^ 
et  63  sont  nécessairement  différents  de  o;  dans  le  cas 
contraire,  en  effet,  une  des  variables  01,2  ou  a3  cesserait 
de  figurer  dans  l'équation  (i),  les  coefficients  des  rec- 
tangles étant  déjà  supposés  nuls. 

De  même,  l'équation  (7")  montre  qu'on  ne  saurait 
généralement  pas  se  donner  à  la  fois  ^2  =  ^^  =  o,  .  •  • . 

Une    hypothèse,    toujours    admissible,     consiste    à 

prendre 

/?»  =  !,        ^1  =  o. 

Le  système  (F)  devient  alors 

Bi  =  /ij  — ■  n,, 
Bî  =  —  /i», 
B3  =  nj/>3, 
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d'où  Von  lire  successivonieiil 

B, 


7»  =  - 


B,-hB, 

G 
BiH-B, 


6.  Réswné.  —  Pour  revenir  au  problème  d'où  qous 
sommes  parti,  nous  pourrons  résumer  ce  qui  précède 
ainsi  qu'il  suit  : 

Une  équation  de  la  forme  (a)  est  représentable  par 
trois  systèmes  réguliers  de  points  isoplèthes,  et  cela 
d'une  infinité  de  façons,  dans  les  trois  cas  qui  suivent, 
pour  chacun  desquels  nous  donnons  le  mode  de  repré- 
sentation le  plus  simple  : 

Premier  cas.  —  A|  ^  o,  Aj^  o,  As^  o, 

A»  B»  -f.  Aï  B|  -f.  A I  B|  —  a  A,  A,  B,  B,  -  a  A,  Aj  B,  Ba 

—  2  A3  Ai  Bs  Bi  -+-  4  Al  Aj  A,C  ^  o. 

F'or mules  de  la  représentation  : 

.  A3  B, -HP  Al 

Al  A3 

A  n  Al  'Xs-4-  Bf 

r  =  *i>         y=      Ajaj-f-BsH-p,        ^= -^ . 

V  étant  racine  de  Téquation 

A,P«H-(A,Bi--A,B,-i-A3B3)P-h  A3(BiB3  — A,C)  =  o. 

Deuxième  cas.  — 

A|  =  o,        Aï  7^  o,         A:,  :^  O,        AjBj  —  A3  B3  y.  o. 
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Formules  de  la  représentation  : 

Bi  Bj — AfC  .  .      B,  B* — AjG 

r=o,       a:=— Aaaj-hA,   r— g r-rr  '      ^  =  A, a, -h A j  -r— rr r-^- 

fV^fij — Asiîa  Aj  l>j — A3D) 

B3  Bî 

On  voit  que  dans  ce  cas  les  systèmes  a^  et  as  sont  dis- 
posés sur  des  droites  parallèles. 

Troisième  cas,   —  A<  =:A2  =  A3=:o. 
Formules  de  la  représentation  : 

a?  =  o,  ar  =r  — (  B, -h  Bj),         x  =  —  Bj, 

B,  a,  H-  C 


y  =  ^u      y  =  ^t,  y^  — 


B,  +  B, 


Dans  ce  cas,  les  trois  systèmes  (a,),  (a^),   (as)  sont 
disposés  sur  des  droites  parallèles. 


G0i\G0lRS  D AD]HISSIOi\  A  LÉCOLB  KAYALE  EN  1891. 


COMPOSITIONS  ECRITES. 


Arithmétique  et  Algèbre  (3  heures  et  demie), 

I.  En   mesurant  l'hypoténuse  a  et  le  côté  b  d'un  triangle 
rectangle  ABC,  on  a  trouvé 

«  =  75"*  à  dzo^jî  près, 
b  =  S'i"  à  =t  o",  1  près. 

On  demande  l'approximation  avec  laquelle   on  pourra  ob- 
tenir l'angle  B  avec  ces  données. 
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If.  Étudier  les  variations  de  la  fonction 


y  = 


5t  (  ar  —  1  )^ 


^4X^  —  4 ^  cos  ç  -h  I 
Construction  de  Ja  courbe  pour  le  cas  où  ^ 


2r 
T 


Ilf.  Étant  donné  un  angle  AOË  =  (p,  on  partage  cet  angle 
en  n  parties  égales;  sur  l'un  de  ses  côtés  on  porte  une  lon- 


gueur OA  égale  à  Tunité  et  Ton  mène  AB  faisant  avec  OA  un 
autre  angle  donné  a. 

Au  point  B,  on  mène  BC  faisant  avec  OB  le  même  angle. 

On  demande  la  limite  vers  laquelle  tend  le  segment  OE, 
quand  n  croit  indéfiniment. 

Géométrie  cotée  (i  heure  et  demie). 

XX'  est  la  trace  horizontale  d'un  plan  P  qui  fait  un  angle 
de  4o°  avec  le  plan  horizontal;  O'  est  la  projection  horizon- 
tale d'un  point  0  dont  la  cote  verticale  est  de  Ga"^,  la  dis- 
tance O'w  de  O'  à  XX'  étant  de  48'»'". 

1*  Tracer  la  projection  cotée  d'une  droite  (D)  passant  par 


tjj 


ùJr/=^^?'X« 


X' 


le  point  Oj  parallèle  au  plan  P  et  faisant  un  angle  de  a5^  avec 
le  plan  horizontal  ;  mener  par  cette  droite  un  plan  Q  pcrpen- 
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diculaire  au  plan  P,  construire  les  traces  du  plan  Q  sur  le  plan 
horizontal  et  sur  le  plan  P. 

2'  Tracer  la  projection  cotée  d'un  tétraèdre  régulier  OABG 
dont  le  point  0  est  un  sommet,  dont  la  droite  (D)  est  un  axe, 


dont  un  des  côtés  BG  est  situé  dans  le  plan  P,  et  dont  par 
conséquent  le  plan  Q  est  un  plan  de  symétrie. 

Calcul  trigonométrique  (i   heure), 

tantr/f -_.^-A_      (o, 00^67)»  X  tang^  i33-> 21  ^2^ 
lang^^        13/ y-  sin36^o,g'.^5»xc(,si26o«i4'i7',5' 

X  compris  entre  o**  et  36o". 

Géométrie  et  Géométrie  analytique  (3  heures  et  demie). 

I.  Géométrie,  —  Triangles  sphériques  polaires. 
Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on  puisse  con- 
struire un  triangle  sphérique  avec  trois  angles  donnés. 

II.  Géométrie  analytique.  —  Étant  donné  un  cercle 

rapporté  à  des  axes  rectangulaires  Oxy  et  qui  coupe  Taxe 
des  X  en  deux  points  A  et  k\  on  considère  un  point  quel- 
conque M  de  ce  cercle  défini  par  Tangle  <p  que  le  rayon  CM 
fait  avec  l'axe  des  x. 

Trouver  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les 
points  A  et  A'  et  tangentes  en  M  à  la  circonférence  G;  démon- 
trer que  toutes  ces  coniques  ont  leurs  axes  parallèles;  trouver 
la  direction  de  ces  axes. 
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Parmi  ces  coniques  on  considérera  : 

i"*  Celle  pour  laquelle  la  direction  de  la  tangente  MT  et  la 
direction  de  l'axe  des  y  sont  conjuguées.  Déterminer  géomé- 


y 


f             ^ 

1 

aS.            o 

Jk    X. 

triquement  son  centre  et  ses  axes  en  grandeur  et  direction. 
Lieu  du  centre  quand  le  point  M  parcourt  la  circonférence  G; 

2"  Celle  pour  laquelle  la  direction  de  la  tangente  MT  et  la 
direction  de  l'axe  des  x  sont  conjuguées.  Mêmes  questions  que 
pour  la  précédente. 

On  exprimera  en  coordonnées  polaires  le  lieu  du  centre. 


CONCOURS  DADXISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE  EN  1892. 


COMPOSITIONS  ÉCRITES. 


Arithmétique  et  Algèbre  (3  heures  et  demie). 

I.  Étude  de  la  série  dont  le  terme  crénéral  est  —,  • 

II.  Déterminer  les  valeurs  algébriques  x^  y^  z  des  trois  seg- 
ments d'un  contour  ABGD  connaissant  : 

1**  Les  angles  a,  p,  y  formés  par  les  droites  sur  lesquelles 
sont  situés  les  segments  avec  celle  sur  laquelle  est  située  la 
résultante  AD; 

1**  La  valeur  algébrique  r  de  la  résultante; 
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3^  La  somme  algébrique  s  des  trois  segments. 
Discussion,  interprétation  géométrique  des  résultats. 


III.  Calculer  à  o,oooi  prés  la  tangente  de  Tare  de  i8%  en 
remarquant  que  le  sinus  de  cet  arc  est  la  moitié  du  côté  du 
décagone  régulier  inscrit. 

Géométrie  cotée  (2  heures  et  demie). 

Une  sphère  (S)  dont  le  centre  O  est  dans  le  plan  horizontal 
de  cote  o  a  pour  rayon  R  =  40"'"-  Construire  les  intersections 
de  cette  sphère  avec  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  dont 
le  sommet  est  en  O  et  dont  les  deux  faces  font  avec  le  plan 
horizontal  des  angles  de  48"  et  de  69**. 

Projections  de  l'octaèdre  inscrit  dont  ces  points  sont  les 
sommets. 

Projection  de  la  figure  sur  un  plan  vertical  parallèle  à  l'une 
des  arêtes  du  trièdre. 

Calcul  trigonom,étrique  (i  heure). 
Calculer 


tang* 


(7  *  •«•) 


_  sin»i62°'iS'24',i  X  cos»-;t77*'i4'a',3  X  tang*8o^5'i\ 
~"  0,9602357  X  sin7^38'2',5  » 

X  compris  entre  o  cl  360**. 
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Géométrie  et  Géométrie  analytique  (3  heures  et  demie). 

I.  Géométrie.  —  Droite  perpendiculaire  à  un  plan.  Défini- 
tion. On  peut  mener  une  droite  perpendiculaire  à  un  plan. 
Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan  il  faut  et  il 
suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  deux  droites  du  plan  non 
parallèles  entre  elles.  Théorèmes  à  l'appui. 

II.  Géométrie  analytique,  —  Oxy  étant  deux  axes  rec- 
tangulaires, (G)  une  circonférence  de  rayon  R  ayant  son 
centre  à  l'origine,  B  et  B'  deux  points  sur  l'axe  des  y  à  égale 


distance  du  centre,  OB  =  0B'=  6;  on  prend  un  point  M  sur 
la  circonférence  (G),  la  droite  BM  coupe  l'axe  des  x  en  un 
point  A;  les  deux  droites  OM  et  B'A  prolongées  se  coupent 
en  un  point  X.  On  demande  : 

1**  Le  lieu  du  point  X  quand  le  point  M  parcourt  la  circon- 
férence. Ge  lieu  est  une  conique  dont  on  met  immédiatement 
en  évidence  un  foyer  et  une  directrice.  Déterminer  la  nature 
de  la  courbe  suivant  la  grandeur  de  b.  Gonstruction  de  la 
tangente  au  point  X;  elle  coupe  Taxe  des  x  au  même  point 
que  la  tangente  en  M  à  la  circonférence.  Axes  de  la  courbe. 

2**  En  considérant  dans  Tcquation  de  ces  coniques  b  comme 
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un  paramètre  arbitraire,  on  obtient  un  faisceau  de  coniques. 
Par  chaque  point  X  du  plan  passent  deux  de  ces  coniques. 
Reconnaître  quelle  est  leur  nature  en  séparant  le  plan  en  ré- 
gions par  des  courbes  convenables. 

3"  Les  tangentes  menées  aux  points  où  toutes  les  coniques 
de  ce  faisceau  sont  rencontrées  par  un  diamètre  prolongé  tel 
que  OMM'  passent  par  deux  points  fixes  sur  Taxe  des  oe.  En 
déduire  le  lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels  les  tangentes 
aux  deux  courbes  qui  passent  par  chacun  de  ces  points  sont 
rectangulaires. 


CONCOURS  B'AMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE  EN  1893. 


COMPOSITIONS   ECR1TR9. 


Arithmétique  et  Algèbre  (3  heures  et  demie). 

I.  Vraie  valeur  des  expressions  qui  se  présentent  sous  une 
forme  indéterminée. 

H.  Étude  des  variations  de  la  fonction 

pour  toutes  les  valeurs  du  paramètre  a'. 
III.  Calculer  à  0,001  près  la  valeur  de 


/ 


3/3 


Géométrie  cotée  (2  heures  et  demie). 

Un  triangle  ABC  est  situé  dans  le  plan  de  cote  o.  Ses  côtés 
ont  pour  valeurs 

AB  =  65""",        BC  =  e-i"»",        CA  =  Si—  : 
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i*  Construire  sur  ce  triangle  un  tétraèdre  SABG  sachant 
que  ses  arêtes  opposées  sont  deux  à  deux  rectangulaires  et 
dont  la  hauteur,  issue  du  sommet  S,  est  donnée  et  égale 
à  ao"".  Sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 

2"  Construire  le  tétraèdre  formé  par  les  plans  tangents 
menés  à  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  précédent  aux 
points  S,  A,  B,  C. 

On  se  servira  comme  plan  auxiliaire  de  projections  du  plan 
Tertical  parallèle  à  la  droite  joignant  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  ABC. 

« 

Calcul  trigonométrique  (i  heure). 

Valeurs  de  x  comprises  entre  o**  et  360**  satisfaisant  à  Téqua- 
tien 

(X         .  \  _  (sina63"32^o8'')»  x  (cos  i6o''3Vi5*)« 
tang^^j  -+-ID  j~  (tang7.'2'2"o6'3i')»x(cos3j»7"49'47')' 

Géométrie  et  Géométrie  analytique. 

I.  Géométrie.  —  Plans  perpendiculaires  : 

1°  Lorsque  deux  plans  sont  perpendiculaires  à  un  troisième, 
leur  intersection  est  perpendiculaire  à  ce  troisième. 

T,""  Si  deux  droites  D  et  D'  rectangulaires  sont  situées  respec- 
tivement dans  deux  plans  P  et  P'  rectangulaires,  Tune  au 
moins  des  deux  droites  D  et  D'  est  perpendiculaire  au  plan 
qui  contient  l'autre. 

3°  Les  plans  menés  par  les  arêtes  d'un  trièdre  perpendicu- 
lairement aux  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même 
droite. 

IL  Géométrie  analytique.  —  Ox  et  O^  étant  deux  axes 
rectangulaires  et  A,  A'.  B  trois  points  situés  sur  ces  axes  à  la 
même  distance  de  l'origine  et  disposés  comme  l'indique  la 
ligure,  OA  =  OA'  =  OB  =  R,  on  demande  : 

1*  L'équation  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  AA'B. 
en  prenant  comme  paramètre  arbitraire  le  coefficient  angu- 
laire/de  l'axe.  Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  de  ces 
paraboles  :  distinguer  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  ces 
deux  paraboles  sont  réelles.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels 
les  axes  de  ces  deux  paraboles  sont  rectangulaires  est  une  cir- 
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conférence  G  :  construire  en  coordonnées  polaires  le  lieu  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  O  sur  les  axes 
de  toutes  les  paraboles  circonscrites  au  triangle  AA'B. 


.y 


A' 


Ctv 


B 


a°  Lorsqu'un  point  M  décrit  la  circonférence  C,  le  point  de 
rencontre  des  axes  des  deux  paraboles  passant  par  ce  point' 
décrit  également  une  circonférence. 

3°  L'byperbole  équilatère  circonscrite  au  triangle  ABA',  et 
dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  des  deux  paraboles 
passant  par  un  point  M  de  la  circonférence  G,  passe  par  ce 
point  M. 


SUR  LES  GONGRUENGES  DE  DROITES  ET  LA  COURBURE 

DES  SURFACES; 

Par  m.  h.  ADER, 

Éléve-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Si  Ton  considère  une  génératrice  G  d'une  congruence 
de  droites,  ou  sait  que  toutes  les  surfaces  passant  par  G 
et  dont  les  génératrices  appartiennent  à  la  congruence 
sont  tangentes  en  deux  points  de  G  et  que  parmi  ces 
•surfaces  il  n'y  en  a  que  deux  qui  sont  développables. 
Ce  résultat  est,  en  particulier,  démontré  dans  le  Traité 
de  Géométrie  descriptive  de  M.  Mannlieim  par  des  con- 
sidérations fondées  sur  la  théorie  générale  des  déplace- 
ments infiniment  petits  d'un  corps  solide  dans  Tespace. 
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Proposons*nous  d'abord  d'en  donner  une  démonstration 
directe. 

Supposons  que  la  droite  G  se  déplace  sans  cesser  de 
faire  partie  de  la  congruence.;  chacun  de  ses  points  dé- 
crira une  surface  trajectoire,  qui,  en  général,  ne  sera 
pas  tangente  à  G;  il  ne  peut  y  avoir,  en  effet,  plus  de 
deux  points  sur  G,  tels  que  cette  droite  soit  tangente  à 
leur  surface  trajectoire,  car,  s'il  y  en  avait  davantage, 
toutes  les  surfaces  appartenant  à  la  congruence  et  pas- 
sant par  G  seraient  de  ^raccordement  tout  le  long  de 
cette  génératrice.  Prenons  donc  deux  points  quelconques 
A  et  B  dont  les  surfaces  trajectoires  S  et  T  ne  soient  pas 


Fig.   I. 


B'\ 


tangentes  i  G.  Pour  définir  une  surface  de  la  congruence, 
il  suffira  de  donner  sa  trace  sur  S  ou  T.  Je  dis  que,  si 
Ton  se  donne  le  plan  tangent  à  Tune  des  surfaces,  à 
Tun  des  points  Â  ou  B,  dont  les  surfaces  trajectoires  S 
et  T  ne  sont  pas  tangentes  à  G,  cela  suffira  pour  déter- 
miner le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  de  la  gé- 
nératrice. Je  vais  démontrer  pour  cela  que,  si  Ton  con- 
sidère sur  S  une  directrice  C  tangente  à  la  droite  At, 
la  surface  correspondante  est  de  raccordement  avec  celle 
qui  a  pour  directrice  la  section  de  S  par  le  plan  BÂv. 
le  considère  la  section  par  le  plan  BAir'  voisin  de  BAo-. 
La  surface  qui  a  pour  directrice  cette  section  a  deux  gé- 
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tiératrices  comniiincs  AB,  A'I?,  avec  celle  qui  a  pour 
directrice  C.  Si  je  suppose  que  BAt'  se  rapproche  indé- 
finiment de  BAs-,  je  vois  qu'à  la  limite  les  deux  sur- 
faces ayant  pour  directrices  la  courbe  G  et  la  section 
BAo"  ont  deux  génératrices  infiniment  voisines  com- 
munes, et  se  raccordent  par  suite  le  long  de  ÂB.  Les 
plans  tangents  en  A  et  B  aux  surfaces  de  la  congruence  se 
correspondent  donc  homographiquement,  et  aux  plans 
doubles  de  ces  deux  faisceaux  correspondent  deux  sur- 
faces qui  ont  même  plan  tangent  en  A  et  B  et  sont,  par 
suite,  développables. 

Soient  F|  et  F2  les  points  où  G  touche  les  arêtes  de 
rebroussement  de  ces  deux  surfaces;  ce  sont  les  foyers 
relatifs  à  la  génératrice  G.  Le  lieu  de  ces  foyers  est  formé 
de  deux  surfaces  S|  et  S^i  (ou  plutôt  de  deux  nappes 
d'une  même  surface)  qu*on  appelle  surf  aces  focales  de 
la  congruence.  Il  est  évident  que  les  arêtes  de  rebrous- 
sement A|  et  A2  des  deux  surfaces  développables  font 
partie  de  Si  et  S2  et  que,  par  suite,  la  droite  G  qui  est 
tangente  aux  deux  courbes  Af  et  A2  est  aussi  tangente 
aux  deux  surfaces  focales.  Toutes  les  surfaces  de  la  con- 
gruence passant  par  G  admettent  comme  plan  langent 
en  F|  et  F2  les  plans  tangents  en  ces  mêmes  points  à  S| 

et  S^*  c.  Q.  F.  D. 

Considérons  maintenant  les  points  représentatifs  des 
surfaces  de  la  congruence  passant  par  G.  Le  lieu  de  ces 
points  est  le  segment  décrit  sur  F|  F2)  et  capable  de 
l'angle  que  font  les  plans  tangents  communs  k  toutes 
les  surfaces  en  F|  et  F2. 

Nous  allons  maintenant  nous  proposer  de  voir  ce 
qui  arrive,  lorsque  les  droites  de  la  congruence  sont 
normales  à  une  même  surface  S. 

Les  surfaces  réglées  formées  de  droites  faisant  partie 
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Ai*  la  coiigruencn  sont  alors  appelées  des  normalies.  Je 
remarque  d'abord  que  si  je  considère  une  norinalie  ayant* 
pour  directrice  une  section  normale  NAT,  la  normale  à 


FiR.    2. 


la  surface  au  point  A\  voisin  de  A,  se  projette  sur  le 
plan  NAT,  suivant  la  normale  à  la  courbe  Ao'^'  si  je 
coupe  alors  la  normalie  par  le  plan  horizontal  du  point 
C,  centre  de  courbure  de  la  courbe  At,  la  courbe  d'in- 
tersection  a  pour  tangente  la  limite  de  CC  qui  est  une 
perpendiculaire  au  plan  NAT.  Le  plan  tangent  k  la  nor* 
malie  au  centre  de  courbure  C  de  la  section  NAT  est 
donc  perpendiculaire  au  plan  NAT. 

Si  donc  je  considère  une  normalie  ayant  pour  direc- 
trice une  section  normale  quelconque^,  pour  avoir  le 
centre  de  courbure  C  de  cette  section,  il  suffira  de  me- 
ner par  le  point  représentatif  K  de  cette  normalie  une 
perpendiculaire  KG  à  la  droite  AK.  On  voit  alors  par 
la  seule  inspection  de  la  figure  que.  lorsque  le  point  re- 
présentatif se  déplace  sur  le  cercle  de  centre  O,  il  y  a 
deux  positions  de  ce  point,  K|  et  K3,  pour  lesquelles  le 
rayon  de  courbure  est  maximum  et  minimum^  c'est- 
à-dire  qu'il  existe  deux  sections  normales  de  courbure 
maxima  et  minima.  On  voit  d'ailleurs  immédiatement 
que  CCS  deux  sections  font  avec  le  plan  tangent  commun 
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à  toutes  les  normalies  en  F|  des  angles  complémen- 
taires, c'est-à-dire  qu'elles  sont  rectangulaires. 

Fig.  3. 
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Je  vais  maintenant  démontrer  que  les  plans  tangents 
communs  en  Ff  et  F2  à  toutes  les  normalies  sont  pré- 
cisément les  deux  sections  rectangulaires  de  courbure 
maxima  et  minima  ;  pour  cela  je  coupe  la  surface  par 
un  plan  infiniment  voisin  du  plan  tangent  en  A. 

Les  carrés  des  rayons  Ay  de  la  courbe  d'intersection 

Fig.  4. 


sont  en  raison  inverse  des  rayons  de  courbure  des  sec- 
tions normales  correspondantes. 

Aux  sections  de  courbure  maxima  et  minima  Aa  «t 
A^  correspondent  donc  un  rayon  minimum  Aaet  un 
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rayon  maximum  A^.  On  en  déduit  que  les  normales  à 
la  surface  en  a  et  ^  rencontrent  la  normale  en  A,  c'est- 
à-dire  que  les  normalies  correspondantes  sont  dëvelop- 
pables. 

Cela  étant,  on  peut  alors  établir  immédiatement  la 

Fig.  5. 
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relation  d'Euler.  Il  sufGt  pour  cela  de  mener  par  le 

point  F|  une  perpendiculaire  à  AK  et  d'écrire  l'égalité 
entre  les  rapports  anharmoniques  que  détermine  sur 
cette  droite  et  sur  AF|  le  faisceau  K.AFi  CFa, 


taiigcp 
coto 
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R. 
R« 

I 

R-R, 
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R,-R 


d'où  l'on  déduit,  par  une  suite  de  transformations  très 

simples, 

sin'ç        cos'o  _^    I 

''KT  "^nâr"  "  R' 
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GONGODRS  GÉNÉRAL  DB  1892. 


MATHEMATIQUES  SPECIALES. 

Mathématiques, 

Soient  Q  une  quadrique  circonscrite  à  un  ellipsoïde  donné  E, 
et  A  le  pôle,  par  rapport  à  l'ellipsoïde,  du  plan  P  de  la  courbe 
de  contact  des  deux  surfaces  : 

i®  Démontrer  qu'il  y  a,  eu  général,  trois  quadriques  Qi,  Qj, 
Qs  homofocales  avec  l'ellipsoïde  E  et  telles  que  les  plans  po- 
laires Pi,  Pt,  Pj  du  point  Â  par  rapport  aux  quadriques  Qi, 
Qi»  Qs  passent  par  le  centre  de  la  quadrique  Q. 

2®  Les  plans  Pi,  Pj,  P3  sont  les  plans  principaux  de  la  qua- 
drique Q,  et  les  coniques  Ci,  Gj,  Cj  intersections  des  surfaces 
(Pli  Qi)i  (Pj»  Qî)>  (Ps»  Q3)  sont  les  focales  de  cette  quadrique. 

3*  Les  projections  orthogonales  des  coniques  Ci,  Cj,  C3  sur 
les  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  E  sont  des  coniques  homo- 
focales. 

On  projettera,  en  particulier,  ces  coniques  sur  le  plan  prin- 
cipal qui  contient  l'axe  majeur  et  l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde, 
et  l'on  cherchera  le  lieu  décrit  parles  foyers  des  coniques  pro- 
jetées, quand  la  quadrique  Q  varie  en  restant  circonscrite  à 
l'ellipsoïde,  le  plan  P  de  la  courbe  de  contact  ne  changeant 
pas. 

Physique. 

l.  Détermination  de  l'état  hygrométrique  de  l'air  par  la  mé- 
thode de  condensation  et  par  la  méthode  psychrométrique. 
Discuter  ces  deux  méthodes  et  les  comparer  au  point  de  vue 
de  l'exactitude  des  résultats  que  peut  fournir  chacune  d'elles. 

n.  On  a  proposé,  pour  comparer  les  valeurs  de  l'accéléra- 
tion de  la  pesanteur  dans  les  différents  lieux  du  globe,  l'em- 
ploi d'un  baromètre  à  siphon.  Ce  siphon  serait  à  branches 
bien  cylindriques;  et  la  petite  branche,  renfermant  un  gaz  sec, 
aurait  été  fermée  à  la  lampe.  Les  variations  de  ff  se    dédui- 
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raient   des  variations  du   niveau   du    mercure  dans   la   petite 
branche. 

On  demande  d'établir  la  formule  :  i"  dans  le  cas  où  Tinstru- 
ment  serait  toujours  ramené  à  une  température  constante  r 
a"*  dans  le  cas  où  Tobservation  serait  faite  à  une  température 
quelconque;  3*  dans  le  cas  où,  au  lieu  d'un  gaz,  on  aurait  en' 
fermé  dans  la  petite  branche  une  vapeur  eh  contact  avec  un 
excès  du  liquide  générateur. 

Ckimie, 

f.  Combinaisons,  étudiées  dans  le  cours, du  fluor  et  du  chlore 
avec  les  métalloïdes  autres  que  l'oxygène  et  l'hydrogène. 

II.  On  fait  passer  lentement  du  gaz  oxygène  pur  et  sec  à 
travers  un  tube  à  effluves  actionné  par  une  forte  bobine  d'in- 
duction.  La  température  est  o**,  la  pression  760"™.  Le  gaz  à  sa 
sortie  traverse  100"  d'une  dissolution  d'acide  arsénieux  conte- 
nant ^^y^  d'acide  arsénieux  par  litre. 

Quand  l'opération  est  terminée,  on  ajoute  100"  d'une  solu- 
tion d'iode  dans  l'iodure  de  potassium  à  25^**,  4  d'iode  par  litre. 
En  supposant  que  l'effluve  ait  produit  une  contraction  de  55*', 7, 
on  demande  quel  sera  le  volume  d'une  solution  d'hyposullite 
de  soude  à  SiS'', 6  de  sel  anhydre  par  litre,  qui  sera  nécessaire 
pour  décolorer  la  solution  arsénieuse  additionnée  d'iode. 

L'équivalent  du  sodium  est  23. 

III.  On  décompose  un  poids  x  d'azotite  d'ammoniaque  en 
utilisant  la  chaleur  de  combustion  d'un  certain  volume  d'hv- 
drogène  dans  un  calorimètre  convenablement  disposé. 

On  demande  de  calculer  ce  point  x  d'azotite  d'ammoniaque 
décomposé,  ainsi  que  les  poids,  et,  sMl  y  a  lieu,  les  volumes 
gazeux,  à  o"  et  760™",  des  produits  de  sa  décomposition  à  l'aide 
des  données  suivantes  : 

1*  Poids  de  l'eau  du  calorimètre i8oo«^ 

a*  Poids  du  calorimètre  évalué  en  eau 73*%  5 

3°  Elévation    totale  de  température  de  l'eau  du 

calorimètre i*,39Î 

4"*  Elévation  de  température  de  l'eau  du  calori- 
mètre, résultant  de  la  combustion  de  l'hydrogène 
seul,  sans  intervention  de  Fazotile  d'ammoniaque.  0*^,378 

5"  Chaleur  de  décomposition  de  1^'  d'azotite 
d'ammoniaque i**',  a5 
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MATHEMATIQUES   ELEMENTAIRES. 

I.  Soient,  sur  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolu- 
tion,  trois  points  non  en  ligne  droite  A,  B,  C,  tels  que  les  arcs 
AB  et  AG  soient  de  même  sens.  Sur  la  même  hélice,  à  partir 
d'un  point  quelconque  A'  de  cette  courbe,  on  prend  les  arcs 
A'B',  A' G',  respectivement  égaux  aux  arcs  AB,  AG,  et  tous 
deux  de  même  sens  que  l'arc  AB,  ou  tous  deux  de  même  sens 
que  Tare  BA. 

Démontrer  que,  si  Ton  projette  orthogonalement,  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  du  cylindre,  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C',  les 
deux  ellipses,  projections  de  ces  cercles,  sont  égales. 

II.  Sur  un  cylindre  de  révolution  on  donne  line  hélice  H  et 
un  cercle  K.  On  donne  aussi  un  triangle  équilatéral  abc,  in- 
scrit dans  le  cercle  K.  Soit  un  triangle  ABC  inscrit  dans  Thé- 
lice  H,  tel  que  les  trois  sommets  de  ce  triangle  sont  sur  une 
même  spire  de  l'hélice  H  et  se  projettent  orthogonalement  sur 
le  plan  du  cercle  K,  aux  points  a,  6,  c.  A  chaque  triangle  ABC 
satisfaisant  à  ces  conditions  on  fait  correspondre  une  ellipse  E, 
qui  est  la  projection  orthogonale,  sur  le  plan  du  cercle  K,  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  : 

1^  Trouver  le  nombre  des  ellipses  Ë,  et,  pour  chacune  d'elles, 
déterminer  la  droite  sur  laquelle  est  placé  son  grand  axe. 

'i?  Trouver  le  lieu  des  sommets  de  chacune  des  ellipses  Ë, 
quand,  le  cylindre,  l'hélice  H,  le  cercle  K  restant  fixes,  on  fait 
tourner  le  triangle  équilatéral  abc  dans  le  plan  du  cercle  K, 
autour  du  centre  de  ce  cercle. 

3^  En  général,  le  lieu  des  sommets  d'une  des  ellipses  Ë  se 
compose  de  trois  lignes  distinctes;  déterminer  le  rapport  du 
pas  de  Thélice  H  au  rayon  du  cylindre  de  façon  que  deux  de 
ces  trois  lignes  se  confondent. 

III.  On  donne,  sur  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  ré- 
volution, cinq  points  A,  B,  G,  D,  Ë,  tels  que  les  quatre  arcs 
AB,  BG,  GD,  DE  sont  égaux.  Démontrer  que  la  sphère  qui 
passe  par  les  quatre  points  A,  B,  G,  D,  et  la  sphère  qui  passe 
par  les  quatre  points  B,  G,  D,  E,  sont  symétriques  par  rap- 
port au  plan  des  trois  points  B,  G,  D. 
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miETOIIIQUE. 


On  donne  un  cercle  de  rayon  R  et,  à  Tintérieur  de  cette 
courbe,  deux  points  F,  F',  symétriquement  placés  par  rapport 
au  centre  O. 

i**  Par  un  point  P  de  la  circonférence  du  cercle  O,  on  élève 
sur  FP  une  perpendiculaire  D,  qui  rencontre  cette  courbe  en 
un  second  point  P';  démontrer  que  la  droite  F'P'  est  perpen- 


diculaire sur  D,  et  que  le  produit  FP  x  F'P'  reste  constant 
quand  le  point  P  décrit  la  circonférence  du  cercle  O. 

2'  On  trace  par  le  point  F,  dans  le  plan  du  cercle  O,  deux 
cordes  rectangulaires  PFQ,  PjFQi,  puis  on  élève  par  les 
extrémités  P,  Q  de  la  corde  PQ  des  perpendiculaires  sur  cette 
corde,  et,  par  les  extrémités  Pi,  Qi  de  la  corde  PiQj  des  per- 
pendiculaires sur  cette  corde.  Ces  quatre  perpendiculaires 
forment  un  rectangle  M  N  Mi  Ni  ;  on  demande  le  lieu  décrit 
par  les  sommets  de  ce  rectangle  quand  les  deux  cordes  PFQ, 
PiFQi  pivotent  autour  du  point  F  en  restant  toujours  rec- 
tangulaires. 

3^  Soient  S  Taire  du  rectangle  M  N  Mi  Nf  et  S  celle  du'rec- 
tangle  OGFH  formé  par  les  cordes  rectangulaires  PFQ, 
PjFQi  et  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  O  sur  cha- 
cune d*elles;  les  deux  cordes  rectangulaires  PFQ,  PiFQi  pi- 
votent encore  autour  du  point  F;  démontrer  que  les  aires  S,  S 
sont  liées  par  la  relation 

K désignant  une  constante. 
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Trouver  pour  quelle  position  des  cordes  PFQ.  l'iFQi  la 
surface  S  est  maximum^  et  pour  quelle  position  des  mêmes 
cordes  elle  est  minimum. 

SKCONDB. 

I.  Résoudre  les  équations 

a:  -h  ^-+-5  —  I. 
X  -\-  9j^-H  u55  =  ion, 
X  -^%\y  -^  6-25 «  =  ioo6. 

Déterminer,  pour  les  nombres  a  et  6,  des  valeurs  entières 
telles  que  les  valeurs  des  inconnues  soient  positives. 

II.  On  donne  deu\  droites  xx\yy\  non  situées  dans  un 
même  plan,  et  sur  xx'  un  point  Â,  sur  ^'jk'  un  point  B;  puis 
on  considère  un  plan  fixe  P,  passant  par  A  et  B,  et  une  droite 
mobile  A  parallèle  à  ce  plan  et  rencontrant  les  droites  don- 
nées : 

I*  Si  Ton  désigne  par  G  et  D  lea  points  de  rencontre  de  la 
droite  À  dans  Tune  quelconque  de  ses  positions,  avec  les  droites 

AC 
xx'  et  yy'y  démontrer  que  le  rapport  ^=r  a  une  valeur  con- 
stante. 
i"  Démontrer  qu'il  y  a  deux   plans  P'  et  P'  tels  que,  si  le 

AC 
plan  P  coïncide  avec  Pun  d'eux,  on  a  constamment  j^-=r  =  i. 

3*"  Soit  â'  une  parallèle  au  plan  P',  rencontrant  xor'  en  C,  et 
yy'  en  D';  soit,  de  même.  A'  une  parallèle  au  plan  P',  rencon- 
trant xx^  en  G*  eiyy'  en  D'.  On  transporte  les  droites  A'  et  A' 
parallèlement  à  elles-mêmes,  de  manière  à  amener  les  points 
G'  et  G'  en  un  point  donné  O;  ces  droites  prennent  les  posi- 
tions OM'  et  OM';  trouver  le  lieu  géométrique  de  chacun  des 
points  M'  et  M',  quand  les  droites  A'  et  A''  se  déplacent. 

4*"  Trouver  le  lieu  du  point  milieu  de  M'M'  quand  les  droites 
A'  et  A*  se  déplacent  en  restant  perpendiculaires. 

TROISIÈME. 

I.  Trouver  une  fraction  dont  la  valeur  ne  change  pas  quand 
on  ajoute,  en  même  temps,  20  au  numérateur  et  25  au  déno- 
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minatear,  sachant  que  les  deux  termes  de  cette  fraction  ont 
pour  plus  petit  comniun  multiple  le  nombre  34o. 

II.  Soit  un  triangle  ABC;  on  mène  les  bissectrices  de  Tangle 

BA.G  et  de  l'angle  extérieur  adjacent  à  celui-là,  lesquelles  cou> 
pent  le  c6té  BC  aux  points  D  et  E  : 

I**  Démontrer  que  la  droite  AP,  qui  joint  le  point  A  au  mi- 
lieu P  de  DE,  est  tangente  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

i""  Démontrer  la  relation 


PB 


— j 

AB 


3"  Construire  le  triangle  ABC,  connaissant  les  points  B,  C, 
D,  et  sachant  que  Ton  a 

ÂB  h-Âg'=  m». 
nt  désignant  une  longueur  donnée. 


ENSEIGNBSIENT   SECOND  VIRE   SPECIAL. 

Une  barre  rigide  AB  peut  se  mouvoir  dans  un  plan  vertical, 
en  tournant  autour  d'un  pivot  fîxé  en  son  centre  de  gravité  O, 
lequel  n'est  pas  forcément  en  son  milieu;  on  appellera  a  et  6 
les  longueurs  OA,  OB.  Un  (il  flexible,  mais  inextensible,  est 
attaché  au   point  A  par  un  de  ses  bouts.  Il  va  passer  par  un 


anneau  très  petit,  de  dimensions  négligeables,  fixé  en  un  point 
invariable  C  ;  le  fil  retourne  ensuite  passer  par  un  second  an- 
neau  fixé  au  point  A  de  la  barre,  puis  revient  passer  une 
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deuxième  foie  par  Kaaneau  C,  puis  une  deuxième  fois  par  l'an- 
neau A,  et  ainsi  de  suite,  de  telle  manière  qu'entre  les  an- 
neaux A  et  C  courent  (2/1 -h  i)  brins  de  fil.  Le  dernier  brin, 
après  avoir  traversé  Tanneau  G,  va  passer  par  un  troisième 
anneau  fixé  à  la  seconde  extrémité  B  de  la  barre,  après  quoi 
il  retombe  verticalement,  tendu  par  un  poids  P.  On  néglige 
toute  espèce  de  frottement,  ainsi  que  le  poids  du  fil.  De  plus, 
on  prend  le  point  C  sur  la  verticale  du  point  O,  à  une  dis- 
tance c  au-dessous  de  ce  point. 

1'  Exprimer  que  le  système  proposé  est  en  équilibre. 

2°  On  suppose  que,  dans  la  position  d'équilibre,  les  lon- 
gueurs GA  =  Xj  GB  =jr  soient  à  a,  6  dans  un  même  rapport 
donné  K,  en  sorte  que 

*^  -  -^  -  K  • 
a        o 

trouver  les  valeurs  de  a  et  de  b  pour  lesquelles  cette  condi- 
tion est  remplie,  c  étant  supposé  connu,  ainsi  que  K  et  le 
nombre  (2/1  H-i). 

30  Prouver  que,  le  nombre  (2/H-1)  restant  fixe,  le  rap- 
port K  ne  saurait  être  pris  arbitrairement,  et  trouver  les 
limites  entre  lesquelles  ce  rapport  doit  être  pris. 

SECONDE  MODERNE. 

■ 

I.  Étant  donné  un  demi-cercle  de  diamètre  AOB,  on  mène 
la  tangente  en  B  et  la  droite  AMN,  qui  rencontre  la  courbe 
en  M  et  la  tangente  en  N.  Galculer  Tangle  que  doit  faire  AM 
avec  AB,  de  sorte  que,  en  faisant  tourner  la  figure  autour  de  AB, 
le  double  du  volume  engendré  par  le  triangle  AMB  soit  triple 
du  volume  engendré  par  le  triangle  MNB. 

Gonstruire,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  la  sécante 
qui  répond  à  la  question. 

II.  Ayant  tiré  la  ligne  de  terre  parallèlement  à  Tune  des  di- 
mensions de  la  feuille,  on  prend  un  point  a,  arbitraire  sur  la 
feuille,  par  lequel  on  trace  deux  droites  quelconques  :  sur 
Tune  on  met  les  lettres  D  et  E',  sur  l'autre  D'  et  E.  On  consi- 
dère la  pyramide  ayant  pour  sommet  un  point  quelconque  de 
la  ligne  de  terre  et  ayant  pour  base  l'un  des  losanges  construits 
sur  les  droites  dont  les  projections  hori^^ontales  sont  D,  Ë,  et 
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les  projections  verticales  D',  E',  avec  une  longueur  de  côté 
égale  à  la  hauteur  du  solide. 

On  coupe  cette  pyramide  par  le  plan  perpendiculaire  au  mi- 
lieu de  Tune  des  arêtes  latérales,  et  Ton  demande  les  projec- 
tions du  tronc  ainsi  déterminé. 

Les  faces  de  ce  solide  étant  opaques  (et  les  plans  de  projec- 
tion étant  transparents),  indiquer  la  ponctuation  de  ses  pro- 
jections. 

Figurer  l'ombre  propre  du  tronc,  en  supposant  les  rayons 
lumineux  perpendiculaires  au  losange  de  base  de  la  pyramide 
considérée. 

TROISIÈME  MODERNE. 

* 

f.  Construire,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  le  déca- 
gone régulier  équivalent  à  un  triangle  dont  on  donne  les  côtés. 

II.  Trouver  la  fraction  équivalente  à 

3^1642 
•2344(Î8 

et  dans  laquelle  la  diflerence  des  termes  soit  i4^- 

fil.  Les  longueurs  des  côtés  du  triangle  ABC  étant  repré- 
sentées par  a,  6,  c,  calculer  le  produit  des  rayons  de  tous  les 
cercles  passant  par  deux  sommets  de  ce  triangle  et  tangents  à 
Fun  des  côtés. 


GOmCOURS  D'ADMISSION  A  LtCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

EN  1892. 


Calcul  logarithmique  (i  heure). 
Résoudre  un  triangle  connaissant 

0  =  789872,        6  =  807523;        A  =  77»  33' 29',  6. 
On  ne  calculera  pas  la  surface. 
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Mathématiques  (9.  heures). 

I.  On  donne  un  triangle  ABC  rectangle  en  A  et  les  perpen- 
diculaires en  B  et  G  au  plan  de  ce  triangle;  trouver  sur  ces 
perpendiculaires  d'un  même  côté  du  plan  ABC  les  points  B' 
ei.  C  tels  que  Tangle  B'AC  soit  égal  à  un  angle  donné  a  et 
que  l'aire  du  triangle  B'AC  ait  une  valeur  donnée  K*. 

If.  On  prend  sur  les  cotés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  donne 
ABC  les  points  D,  H),  F  tels  qu'on  ait 

BD  _  CE  _  A  F 
DC  ""  EA  "  FB  "" 

1**  Evaluer,  en  fonction  de  l'aire  du  triangle  ABC  et  du  rap- 
port donné  K,  les  aires  des  triangles  AFE^BDF,  CED  ei  DEF. 


puis  suivre  la  variation  de  l'aire  de  ce  triangle  DEF,  lorsque  K 
varie. 

2^  En  supposant  toujours  que  K  varie,  trouver  le  lieu  géo- 
métrique décrit  par  le  milieu  de  chaque  côté  du  triangle  DEF, 
et  montrer  que  le  centre  de  gravité  de  Taire  de  ce  triangle 
reste  fixe. 

Géométrie  descriptive  (7.  heures  et  demie). 

Un  tétraèdre  SABC  repose  par  sa  base  ABC  sur  le  plan  ho> 
rizontal;  l'angle  trièdre  S  est  trirectangle;  les  côtés  de  la  base 
sont 

AB  =  209™*",        BC  =  igS""»        et        AC  =  149"". 

AB  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  (A  à  droite)  et  à  une  dis- 
tance de  cette  ligne  de  ai'"". 

Construire  l'intersection  de  ce  tétraèdre  et  de  la  sphère  qui 
passe  par  le  point  S  et  par  les  milieux  des  côiés  du  trian- 
gle ABC. 
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Pour  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  le  solide  commun  à 
la  sphère  et  au  tétraèdre. 


A6RÈGATI0.\  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 
(CONCOURS  DE  mi). 


PROGRAmiB     DBS     Qt'RSTIONS     D  ANALYSE     BT    DE     MECANIQUE 
D*0U  SERl  TIRÉ  LE  SUJET  D*UNE  DES  COMPOSITIONS  ÉCRITES. 


Analyse. 

Fonctions  d'une  variable  complexe  :  fonctions  uniformes, 
fonctions  non  uniformes.  Dérivée.  Intégrales. 

Définition  et  étude  des  fonctions  élémentaires  e^,  Lz;  sin^, 
C084,  tang2,  cot2;  arc  sinz,  arccos.3,  arc  tangz,  arc  cot^. 

Intégrale  d'une  fonction  le  long  d'un  contour  donné  :  pôles; 
résidus;  points  singuliers  essentiels.  Périodes. 

Application  des  théorèmes  généraux  de  Cauchy  ù  la  déter- 
mination des  intégrales  définies. 

Ouvrages  a  consultbr  : 

Briot  et  Bouquet.  —  Théorie  des  fonctions  elliptiques, 

Bertrand.  —  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Jordan.  —  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique. 

H  ermite.  —  Cours  d'Analyse  professé  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris:  \*  édition.  Leçons  VI,  VIÏ,  VIII. 

Picard.  —  Traité  d'Analyse,  t.  II,  Chap.  V.  Sect.  I,  II,  III; 
Chap.  VI,  Secl.  I;  Chap.  VIII,  Sect.  I,  II. 

Mécanique, 

Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

Outre  cette  question  qui  fait  partie  du  cours  de  la  licence, 
les  candidats  devront  étudier  les  Notes  XVII  et  XVIII  insérées 
par  M.  Darboux  dans  le  Traité  de  Mécanique  de  Despby- 
aous. 

Nota.  —  Les  candidats  sont  invités  à  s'exercer  à  la  résolution  des 
problèmes  de  Mécanique  en  tenant  compte  du  frottement  et  du 
glissement. 
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SUJETS   DE  LEÇONS. 

I.  —  Mathématiques  élémentaires. 

1.  Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  multiple  com- 
mun de  deux,  ou  plusieurs  nombres.  (On  n'emploiera  pas  la  dé- 
composition en  facteurs  premiers.) 

2.  Première  leçon  sur  les  nombres  premiers. 

3.  Racine  carrée.  Racine  carrée  d'un  nombre  à  moins  de  i, 

à  moins  de  -  • 
n 

4.  Polygones  réguliers,  convexes  et  concaves. 

5.  Calcul  de  ic  par  la  méthode  des  isopérimètres.  Exposer 
sommairement  les  autres  méthodes  élémentaires  permettant  de 
résoudre  la  même  question  et  les  comparer  à  la  méthode  des 
isopérimètres. 

6.  Transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Appli- 
cations. 

7.  Figures  symétriques. 

8.  Figures  homothétiques  dans  l'espace.  Centre  d'honio- 
thétie.  A\e  d'homothétie.  Plan  d'homothétie.  Application  à  un 
système  de  quatre  sphères. 

9.  Division  et  faisceaux  en  involution. 

10.  Sphères  tangentes  à  quatre  plans. 

il.  Propriétés  générales  des  polyèdres.  Théorème  d'Ëuler; 
applications.  Nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déten- 
miner  un  polyèdre. 

12.  Pôle  et  polaire  par  rapport  à  un  cercle  tracé  sur  une 
sphère.  Axe  radical  de  deux  cercles,  centre  radical  de  trois 
cercles  tracés  sur  une  sphère.  Applications. 

13.  Démontrer  que  toute  section  plane  d'un  cône  à  base 
circulaire  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  d'in- 
tersection des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques.  Réciproque.  Application  à  la  démonstration  de  quel- 
ques propriétés  des  coniques.  (Consulter  les  Ouvrages  suivants  : 
Chasles,  Traité  des  Coniques;  RoucHé  et  de  Comberovssb, 
Traité  de  Géométrie,) 

14.  Premières  leçons  d'Algèbre  :  introduction  des  nombres 
négatifs  en  Algèbre;  opérations  sur  ces  nombres. 

iri.   Décomposition  du  trinôme  x^-^r  px^-^-q  en  un  produit 
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de  facteurs  réels  du  second  degré;  application  à  la  résolution 
de  réquation  bicarrée.  (On  ne  supposera  pas  que  l'équation 
bicarrée  ait  été  déjà  résolue  par  une  autre  méthode.) 

16.  Variation  du  quotient  de  deux  trinômes  du  second  de- 
gré; représentation  graphique.  Exemples  numériques. 

17.  Maximum  d'un  produit  de  facteurs  positifs  variables 
dont  la  somme  est  constante.  Applications. 

18.  Théorème  des  projections.  Etablir  les  formules  relatives 
à  Taddition  des  arcs. 

19.  Vitesse  dans  le  mouvement  uniforme  et  dans  le  mouve- 
ment  varié.  Etude  du  mouvement  uniformément  varié. 

20.  Composition  des  mouvements.  Composition  des  vitesses. 
Composition  de  deux  mouvements  rectilignes  et  uniformément 
variés. 

21 .  Théorie  des  couples.  Réduction  à  une  force  et  à  un 
couple  d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide. 
Conditions  d'équilibre. 

22.  Équilibre  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné  dépoli, 
en  supposant  le  corps  soumis  à  l'action  d'une  force  passant  ' 
par  son  centre  de  gravité  et  située  dans  un  plan  vertical  per- 
pendiculaire au  plan  incliné. 

23.  Balances  :  balance  ordinaire,  balance  romaine,  balante 
de  Roberval. 

24.  Transformation  d'un  mouvement  circulaire  en  un  mou- 
vement recttligne.  Appareils  qui  réalisent  exactement  ou  ap- 
proximativement cette  transformation. 

25.  Définition  et  détermination  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  d'un  point  du  globe  terrestre. 

26.  Cartes  géographiques. 

27.  Méthode  des  rabattements,  des  changements  de  plans, 
des  rotations  en  Géomélrie  descriptive.  Application. 

28.  Premières  leçons  de  perspective. 

II.  —  Mathématiques  spéciales, 

« 

1.  Première  leçon  sur  les  déterminants. 

2.  Résolution  d'un  système  de  n  équations  du  premier  degré 
à  p  inconnues. 

3.  Décomposition  d'une  fonction  homogène  du  second  degré 
de  n  variables  en  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires 
homogènes  des   mêmes   variables.  En  supposant  ces  fonctions 

Ann,de  Mathémat.,  3»  série,  t.  XII.  (Décembre  iSgS.);      36 
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linéaires  indépendantes,  trouver  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  le  nombre  des  carrés  se  réduise  à  n  — p. 

4.  Fractions  continues  illimitées;  fractions  continues  pério- 
diques; développement  des  irratiofinelies  du  second  degré  en 
fractions  continues. 

5.  Première  leçon  sur  les  séries. 

6.  Définition  et  étude  de  la  fonction  a^  pour  une  valeur  po- 
sitive de  a, 

7.  Série  de  Taylor.  Application  au  développement  de 
arc  tangor  en  série.  Calcul  de  tî. 

8.  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  Tétude  des  varia- 
tions d'une  fonction  d'une  seule  variable.  Exemples. 

9.  Définition  de  l'intégrale  définie.  Exemples. 

10.  Élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations  algé- 
briques, entières,  rationnelles. 

il.  Calcul  des  fonctions  symétriques  des  racines  d'une 
équation  algébrique. 

IS.  Transformation  d'une  équation  algébrique  dans  le  cas 
où  chaque  racine  de  l'équation  cherchée  doit  être  une  fonction 
rationnelle  d'une  ou  de  deux  racines  de  l'équation  donnée. 
Exemples. 

13.  Théorème  de  Rolle.  Applications. 

14.  Théorème  de  Sturm.  Applications. 

15.  Méthode  de  M.  Hermite  pour  déterminer  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation  algébrique  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données.  (Consulter  le  Cours  d'Algèbre 
supérieure  de  Serrbt,  t.  I,  4"  édit.,  p.  985.) 

16.  Résolution  algébrique  de  l'équation  du  quatrième  degré. 

17.  Recherche  de  l'équation  d'un  lieu  géométrique  (Géomé- 
trie plane).  Exemples. 

18.  Etude  d'une  courbe  algébrique  dans  le  voisinage  d'un 
de  ses  points. 

19.  Asymptotes  d'une  courbe  définie  par  son  équation  en 
coordonnées  rectilignes.  (Première  leçon.) 

20.  Recherche  des  sécantes  communes  à  deux  coniques. 
Application  à  la  détermination  du  nombre  de  points  réels  ou 
imaginaires  communs  à  ces  courbes. 

SI.  Équation  du  plan  tangent  à  une  surface  définie  par  les 
équations  x  =/(«., v),  y  =  o(m,  ç)^  z  =  ^{u^  i).  Application 
aux  surfaces  réglées. 
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22.  Figures  polaires  réciproques.  Cas  où  la  conique  direc- 
trice est  un  cercle.  Applications. 

23.  Classification  des  quadriqucs. 

24.  Étude  algébrique  de  l'équation  en  S. 

25.  Un  plan  P  coupe  une  quadrique  suivant  une  conique  à 
centre;  former  les  équations  des  axes  de  cette  conique  cl  cal- 
culer les  longueurs  de  ces  axes.  (On  supposera  que  la  qua- 
drique est  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  quelconques.) 

26»  Intersection  de  deux  quadriques  dans  le  cas  où  cette 
ligne  se  décompose. 

27.  Définition  et  détermination  des  foyers  d'une  quadrique. 
Propriétés  principales. 

28.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas  où  la 
section  a  des  branches  infinies.  (  Géométrie  descriptive.) 


SUR  UN  SYSTÈME  DE  COORDONNÉES  TRIAN6DLAIRES  C); 

Par  m  .  P.  SONDAT. 


45.  Théokème  —  Si  un  point  ©(a^y)  décrit  ta 
droite  fixe  X(X(jlv),  et  si  Oi  (a^  ^i  yi  )  est  le  point  har^ 
moniquenient  associé  à  X,  la  droite  X<(X|  (A|V|),  har- 
moniquement  associée  à  O,  enveloppe  ta  conique  in- 
scrite 

^  +  li^  =  I 

En  effet,  le  point  O  appartenant  à  X,  on  a 

-  -f-  i-  =1, 


OU 

-X       - 


QL 


^=., 


(«)  Voir  même  Tome,  p.  36o. 
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et,  par  suite, 

équation  qui  exprime  que  X4  est  une  tangente  à  la 
conique  inscrite  que  cette  équation  représente. 

46.  Application.  —  Construire  la  quatrième  tan- 
gente commune  à  deux  coniques  inscrites. 

Soient  les  coniques  inscrites 

x^p -"'^       X  ^J[  -'• 

Si  Y(— a,  —  P,  —  y)  et  Y,  (—a,,  —  p,,  —y,)  sont 
les  droites  harmoniquement  associées  aux  points 
O(aPY)  ^^  0^(a4j3^Y^),  la  droite  X()v[jlv),  harmoni- 
quement associée  au  point  de  rencontre  co  des  droites 
Y  et  Y|  sera  la  tangente  commune  cherchée. 

47.  Théorème.  —  Si  une  droite  X(X(jlv)  tourne  au- 
tour d'un  point  fixe  O(apY)  ^^  ^i  ^\Ç^K^h^\)  est  la 
droite  harmoniquement  associée  à  O,  le  point 
0|(aiP4Y«)»  harmoniquement  associé  à  X,  décrit  la 
conique  circonscrite 


A,          Hi 

On  a,  en  effet, 

• 

tf~V  «4 

X        p 
-  -h  i-  —  I 

a          (X 

ou 

X            p 

et,  par  suite, 

«i  ^  f^i  _  , 

A            M      ~" 

I 


(  5o5  ) 

équation  qui  exprime  que  le  point  0|  appartient  à  la 
conique  circonscrite  que  cette  équation  représente. 

48.  Application,  —  Trouver  le  quatrième  point  de 
rencontre  de  deux  coniques  circonscrites. 

Soient  les  coniques  circonscrites 

Si  0(— X,  —[A,  —  v)  et  0|(— ).|,  —  (A,,  — v,) 
sont  les  points  harmoniquement  associés  aux  droites 
X()>jjLv)  et  X|(X^  |JL|V|),  le  point  w,  harmoniquement 
associé  à  la  droite  00| ,  sera  le  quatrième  point  de  ren- 
contre des  deux  coniques. 

49.  Problème.  —  Éiant  donnés  cinq  points  d'une 
conique,  mener  auec  la  règle,  les  tangentes  en  ces 
points,  ettrouv^er  d^ autres  points  de  la  courbe. 

Soit  la  conique  ABCDE. 

Si  O  est  le  point  de  rencontre  des  droites  X  et  Y, 
harmoniquement  associées  aux  points  O  et  E,  par  rap- 
port au  triangle  ABC,  et  si  une  droite  p  tourne  autour 
deO,  le  point  co,  harmoniquement  associé  à  p,  décrira 
la  conique. 

De  plus,  si  Z()v[i.y)  est  la  droite  harmoniquement 
associée  à  O,  les  tangentes  en  A,  B,  C  seront  les 
droites  Pi.\  B[jl,  Cv. 

50.  Problème.  —  Etant  données  cinq  tangentes 
d'une  conique,  trouver  les  points  de  contact  et  con- 
struire d' autres  tangentes. 

Soit  la  conique  tangente  aux  droites  a,  6,  c,  d^  e. 
Si  X  est  la  droite  qui   joint  les  points  O  et  O^  ha^r- 


(  5o6  ) 

nioni(}uemenl  associes  aux  droites  d  et  e,  par  rapport 
au  triangle  abc^  et  si  un  point  o>  décrit  la  droite  X,  la 
droite  p  associée  harmoniquement  à  o>,  enveloppera  la 
conique. 

De  plus,  si  Oa(aPY)  est  le  point  harmoniquement 
associé  à  X,  la  conique  touchera  rt,  &,  e  en  a,  p,  f. 

51.  Théorème,  —  Si  Ton  joint  un  point  O(aPY)  de 
la  conique  circonscrite 

a        11 

aux  points  X,  (jl,  v  par  les  droites  Y(X[ji|  Va),  Z(Xa  [J^Vi), 
U(X|(jL2v),  o/i  au/'a  deux  droites  X,()vi|X|V|)  ef 
Xa  (^2  jjLa  Va  )  enveloppant  les  cubiques 

1  +  ii  ^  I  ^  3,         ^J  4-  IL'  +  !î  =  3, 

Al  fil  V,  A  jJl  V 

inscrites  à  ABC. 

Si,  en  effet,  on  écrit  que  les  droites  Y,  Z,  U  passent 
par  le  point  O  de  la  conique,  on  trouve 

On  a  donc 

^l[llVl   =  I,  X,fJt,V,  =  1, 

et,  par  suite,  les  droites 

D'ailleurs,  en  s'aidant  des  équations  de  la  conique, 
on  a 


(5o7  ) 

Les  droites  Xi  et  X^  sont  donc  tangentes  aux  cubi- 
ques que  ces  équations  représentent. 

5ii.  Théorème.   —   Si    l'on    mène    une    tangente 
X()^{i.v)  à  la  conique  inscrite 

coupant  les  droites  A  a,  B^,  Cy  auœ  points  I(ap,  Y2)7 
H(a2pY4),  K(aiP2T),  les  points  0|(a,  piy,)  et 
O2{oi2^-iy'i)  décriront  les  cubiques 

a         P         ï  «j        i^ï       Yj 

circonscrites  à  ABC. 

Si,  en  effet,  on  écrit*  que  les  points  I,  H,  K  appar- 
tiennent à  la  tangente  X,  on  trouve 


p,  =  -^,  p.= 


V 


'  ïl    = 


À    ' 


r^'-v       P«-T'      ^*~7' 

On  a  doue 

et,  par  suite,  les  points 

Oi(aiP,Yi)     ^l     0,(a2p8Y«)- 

D'ailleurs,  en  s*aidant  des  équations  de  la  conique, 
on  a 

Les  points  O,  et  0.^  décrivent  donc  les  cubiques  que 
ces  équations  représentent. 


(  5o8  ) 

53.  Théouème.  —  Si  trois  triangles  sont  placés  de 
telle  sorte  que  chacun  d'eux  soit  inscrit  dans  l'un  des 
deux  autres  et  circonscrit  au  troisième,  et  si  de  plus 
deux  d'entre  eux  sont  homologù/ues,  ils  le  sont  tous 
les  trois  deux  à  deux  et  le  centre  d'homologie  de 
deux  quelconques  d'entre  eux  appartient  à  Vaxe  d'ho- 
mologie du  troisième  et  de  celui  des  deux  premiers 
qui  est  inscrit  dans  l^  autre.  Laconique  inscrite  dans 
chacun  de  ces  triangles  aux  sommets  du  triangle  in- 
scrit touche  l'axe  d'homologie  du  premier  de  ces 
triangles  et  du  troisième  au  centre  que  cet  axe  con- 
tient. 

Soit  le  point  O(aPY)*  Menons  AX  qui  coupe  ay  enB, 
et  a^  en  G| .  On  a 

p(«-X)        _j . 

P(X~a) 

lj|,        A,        ;ç j 


Les  droites  BC|  et  6|  C  se  coupent  au  point 

I 


r  y 


qui  appartient  à  Py,  et  les  trois  triangles  ABC,  a^y  et 
A|  B|  C|  sont  placés  comme  l'indique  renoncé* 
Les  droites  AA,,  BB|,  CG|  se  coupent  au  point 

P(«-X)  I 

qui  appartient  à  la  droite 

X(~a, -p,  -Y), 
et  Ton  a  les  systèmes  homologiques 

ABC  ABC 

(axe  X),         Oi 
ot      3      7  A,     B,     Cl 


(centre  0) 


Xi- 


(  5«9  ) 
Les  coordonuées  de  l'axe  X,  sont,  d'ailleurs, 


^'-     ^'      X    '  pirTT) 

Comme  on  a 


Al  a  : 


B,p: 
C,y: 


?.X  —  a, 
«a  —  X 


X-t-  a 
p(X-2a) 


a{i(X--a) 
I 

p(Tx=:7") 


'À 


les  droites  A|  a,  64  ^,  d  y  ^oi^^  concourantes  au  point 

,     X«       ?(X~a)i  -g 

a  X»  p(X-a)* 

qui  appartient  à  X4 . 

On  a  alors  le  système  homologique 


O, 


A,    B,    C, 

a       p      Y 


X, 


Si  Ton  appelle  I,  H,  K  les  points  (BiCi,  py)? 
(  Ai  G| ,  ay),  ( A|  Bf ,  a^),  qui  fixent  Taxe  X2,  on  a,  pour 
leurs  coordonnées^ 


I  : 


H 


K 


X, 
oeX 


X- 


m.'x  —  \y 


P(X  + 

«) 

X 

p(X- 

a) 

X 

p(X- 

a) 

—  I 


Tf(aX  — a) 

X-« 
I 

X  —22  p(X  — a) 


(  5io  ) 
et,  par  suite, 

Le  point  O  appartient  donc  à  X2. 
La  conique  inscrile  à  ABC  en  a,  ^,  y  a  pour  équa- 
tion, en  coordonnées  tangentielles, 

les  coordonnées  du  point  de  contact  étant 

\^  tx?  v> 

Ai        ri        ^1 
«         P         T 

Or  la  droite  X|  satisfait  à  cette  équation  et  Oa  est  le 
point  de  contact. 

Il  résulte  d'ailleurs  de  la  position  symétrique  des 
trois  triangles  qu'il  doit  y  avoir  : 

Une  seconde  conique  touchant  les  côtés  de  A|  B|  C| 
en  A,  B,  C  et  la  droite  X2  eu  O  \ 

Une  troisième  conique  touchant  les  côtés  de  a^^  ^^ 
A| ,  B| ,  G|  et  la  droite  X  en  O4 . 

Remarque,  —  Si  O  est  le  centre  de  gravité  de  ABC, 
la  droite  X  passe  à  Tinfini,  et  la  troisième  conique  est 
une  parabole. 

54.  Théorème.  —  Si  les  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  donné  O(apy),  sur  les  droites  0|  A,  0|  B, 
OiC  coupent  les  côtés  BC,  CA,  AB  en  trois  points 
situés  sur  une  droite  X(Xjjlv),  le  lieu  géométrique  du 
point  0|(aipiY«)  est  (nyec  la  droite  à  V infini)  la 
conique  passant  par  les  points  \,  B,  C,  O,  et  Vortho- 


{  5..  ) 
centre  iy{(t!  ^Y)  ^^  ABC,  et  tern^eloppe  de  la  droite  X 
0st  une  parabole  inscrite  à  ABC. 

Posons,  pour  abréger, 

/  P.=  pccosA-i-a  cosG, 
Q  =  Yfl  cosB  -h  b  cosA, 
R  =  aôcosC -h  ccosB, 

P'  =  pc  —  acosB, 

(43)  \  Q'  =  Ya-  ôcosC, 

R'=  aô  —  ccosA, 

Pi=  b  —  ^a  cosC, 
Qi=  c  —  oib  cos  A, 
Ri  =  a—  ^ccosB. 

D*où  les  égalités 

i  (cP'  — aAP)-»- (aR  — 0cQi)  =  o, 

(44)  I  (aQ'-pcQ)-h(6P-7aR,)  =  o, 

/    R'  =  «(^p^p,), 

(45)  P'-.  P(atQ-^Q,), 

(  Q'=Y(PR-+-Ri), 

/  a(QR-Q'Q,)  =  6(QR'-i-P,Qi), 

(46)  I  6(PR~R'R,)  =  c(RP'-+-Q,R,), 

(  c(PQ-P'PO=a(PQ'^P,RO, 
bP  =  cP'-i-aRi, 
cQ=rt(V-+-6P,, 

(47)  J     aRr^  6R'-4-cQ,, 

PQR  =  P'Q'R'-+-P,Q,  H, 

H-PQ'Qi-hQR'Ri-hRP'P,, 
P^R^-^-PQt   _  g(PQ^-i-QR,)  _  Q'W-^  RP, 
sinA  sin  B  y^*"^ 

(48)  {  ^  PiQi-^QR'  __  QiRrj- RP  _  g(P<R,H-PQ'> 
Y  sin  A  siriB  sinC 

=  —  4p*(a{i  —  a  -r-  I)  sin  A  sin  B  sinC  , 

o  étant  le  rayon  du  cerch»  ABC. 


(5.a) 

En  écrivant  que  la  droite  OX  doit  passer  par  O  et 
être  perpendiculaire  à  0|A(a|Ooo),  et  procédant  de 
même  pour  O  jx  et  Ov,  on  aura  (4)  et  (28) 

bR'  —  ytaR 

av  =  = • 

tP  — f,oK, 

Pour  que  les  points  X,  [x,  y  soient  en  ligne  droite,  il 
faut  que  X[av=  i ,  ou,  en  utilisant  les  égalités  (46)  et  (4  7), 

6«P[c(i  +  a,p,){QR'+PiQt)-«ia(Q'RVP.R)] 
+  c'Q[a(n-  P,yO(RP'---  QtR.)  -  p,6(P'R'-f-  PQ,)] 
-ha>R[A(n-a,Y,)(PQ'+PiR,)--ric(P'Q'-HQRi)]  =  o, 

ou  (48) 

(bP  a  R  \ 
Q-ai-h-Q-  H-acQj  =0. 

Cette  condition  sera  remplie  si 

-h  B  =  r         ou         hBi  =  i, 

a       ^  at 

c'est-à-dire  (5)  si  l'un  des  points  O  et  0|  est  à  Tinfini, 
quelle  que  soit  la  position  de  Tautre. 

En  écartant  ce  cas  particulier,  X|jlv  sera  une  droite  si 
le  point  variable  O4  est  lié  au  point  fixe  O  par  Téqua- 
tion 

/c  X                            6P          aR  ^ 

(5i)  g- ai -h  -g hacQ  =  o. 

Cette  équation  se  réduit  h  uue  identité  si 

P  =  Q  =  R  =  o, 
c'esi-à-dire  si  O  se  confond  avec  O'. 


(  5.3) 
L'équation  (5i),  mise  sous  la  forme 

^(ccosB  -f-  «16  cosC) —  ab  le  cosA  -h  77-  cosC  J 

-I-  c  f  «16  cosA  —  ^  cosB  )  =  o, 

nous  montre  qu'elle  serait  satisfaite  si  Oi  se  confondait 
avec  O'. 

L'équation  (5i)  peut  encore  s'écrire 

(a  —  ai)  col  A  -t-  7-Q-  (p  —  p,)  cotB  -+-  aati(a-—  a|)cotC  =  o, 

■ 

et  se  trouve  vérifléc  si  O^  se  porte  en  O. 

De  plus,  comme  les  points  O  et  0|  y  entrent  symétri- 
quement, les  perpendiculaires  abaissées  de  0|  surOA, 
OB,  OC  doivent  couper  BC,  CA,  AB  en  trois  points 
aussi  en  ligne  droite. 

En  résumé,  si  O  n'est  ni  l'orthocentre  ni  à  l'infini, 
sur  toute  droite  L  passant  par  O,  il  existe  trois  points 
pour  lesquels  Xijiv  est  une  droite  :  le  point  O  lui-même, 
le  point  à  l'infini  sur  L  et  un  troisième  lié  à  O  par 
l'équation  (5i). 

Cherchons  le  lieu  que  cette  équation  représente. 

En  posant 

^*-""76P'       ^'-~^ç['      '*-""p^' 

d'où 

Téquation  (5i)  prendra  la  forme 

?i  +  !^  -, 

A,  pi 

Elle  représente  donc  (4 1)  une  conique  tangente  en  A, 
B,  C  aux  droites  AX,,  B[jl,,  Cv,  et  passant  par  O  et  O, 


(5i4) 

D'après  (49))  1^  droite  X|(X|  [jiv^)  est  harmonique- 
ment  associée  au  point  de  rencontre  co  des  droites 

Y(~a,-p,-Y) 

et 

qui  sont   elles-mêmes  harmoniquement    associées  aux 
points  O  et  O'. 

Cette  droite  X|  (46)  est  la  quatrième  tangente  cooi- 
roune  aux  coniques  inscrites  à  ABC  en  a,  P,  y  et  a', 

PS  y'. 

Cherchons  maintenant  Ten^eloppe  de  X. 
Les  relations  (49)  donnent 


6  R'— jr>P 


Yt=  :: 


a  R  —  av  R| 

Portant  ces  valeurs  dans  (Si)  et  développant  à  l'aide 
de  (4^)»  ^^  aura 

?(FQ'^-QRO-+-XpQ(Q'R'+P,R)-?^^(PR'-^PQ,)  =  o, 
P  * 

ou  (48) 

(«p  -  a  H- I)  (- 6P -h  XpcQ  H- ^J^)  =  o. 


Avec 


a       ^ 


le  point  O  serait  à  l'infini,  et  X  resterait  indéterminée. 
En  écartant  ce  cas,  on  doit  avoir 

(5a)  -iP  +  XpcQ-4-^'^"?  =0. 


(  5.5  ) 
Celte  équation  devient  identique  si  P  =  Q  =  R  =  o, 
ou  si  O  se  confond  avec  O'. 
Si  Ton  pose 

6P  Q  cQ  aR 

*'=p^'         P^=7ÏR'         ^»=S6T>' 

d'où 

aîPtTi  =  — I, 

réquation  (Ss)  prendra  la  forme 
(53,  ?.£  =  „ 

c'est-à-dire  (43)  que  Tenveloppe  de  X  est  une  conique 
tangente  aux  côtés  a^b^  c  en  a2,  ^a,  Y^- 

Gette  conique  est,  d'ailleurs,  une  parabole,  car  son 
équation  (Sa)  est  vérifiée  par  X=  |jl  =  v  =  i ,  puisqu'elle 
se  réduit  à  T identité 

aR  =  a(6P  -^cQ). 

Quand  le  point  O,  se  porte  en  O,  la  droite  X  devient 

cV^abV  gQ'-pcQ  bK'-^^aK 

•'     [J(cQ-a6Pi)'     YC«*^— PcQi)'     a(6P  — y«^i' 

et  celte  droite  est  tangente  à  la  parabole. 

D'après  (5o),  si  C( — i ,  — i,  — i)  et  C|  sont  les  points 
harmoniquement  associés  à  la  droite  à  Tinfini  et  à  X2, 
le  point  02(a2p2Y2)  sera  harmoniquement  associé 
à  CCf. 

Ce  point  O2  (48)  est  le  quatrième  point  de  rencontre 
des  coniques  circonscrites  à  ABC,  selon  la  droite  à  Tin- 
fini  et  X2. 

54.  Problème.  —  Etant  données  les  coordonnées 
normales  d'un  point  0(a:>  r),  tromper  celles  du  point 
isogonal  O»  (xi  y^  Z|  ). 


(  ^'6) 
Si  a',  fi',  y  sont  les  coordonnées  angulaires  de  O,  on 

a(5) 

z         *      X  y 

Pour  le  point  0»,  on  a 
d'où 

^^1  =yy\  =  -«511 

et  comme 

aTx  -h  6^1  -+-  CZj  =  2S, 

on  aura 


abc 

1 H  - 


Si  O  appartient  au  cercle  circonscrit,  le  dénominateur 
est  nul  (ïii))  et  0|  est  à  l'infini. 

S5.  Théorème.  —  Si  un  point  O(a'P'Y')  décrit  une 
droite  X(X'|jl'v'),  le  point  0|  (a^  p'^y',),  isogonal 
de  O,  décrit  la  conique  circonscrite  à  ABC  selon  la 
droite  X|  (V^  |jl'^  v^  ),  isogonale  rfe  X. 

On  a,  en  effet,  en  coordonnées  angulaires  (4)) 


OU 


I       I         I       I  \\       S', 


Donc  0\  décrit  la  conique  que  cette  équation  repré- 
sente en  coordonnées  ponctuelles  et  angulaires  (43)- 
Si  X  passe  à  l'infini 

O  '  c  a 


(  5.7) 

et  Téqualion,  qui  devient 

est  celle  du  cercle  circonscrit  (21). 

56.  Théorème.  —  Si  une  droite  X  (V  (x' v')  tourne  au- 
tour d'un  point  fixe  0(a'  ^'^  ) ,  la  droite  X|  (  V,  (x'^  v',), 
isogonale  de  X,  enveloppe  la  conique  inscrite  à  ABC 
selon  le  point  Oi  (a,  ^\  ^\  ),  isogonal  de  O. 

Même  démonstration.  La  droite  X|  enveloppe  ici  la 
conique  inscrite  que  l'équation  (54)  représente  en  coor- 
données tangentielles  et  angulaires. 

Si  O  est  le  centre  de  gravité, 

o  ^        c  'a 


et  Téquation  devient 


c 


X  a 

-TT  -• r  =1. 


Dans  ce  cas,  0|  est  le  point  de  Lemoine. 

57.  Équation  en  coordonnées  tangentielles  de  la  co^ 
nique  circonscrite.  —  Soit  la  conique 

a         fx 

circonscrite  à  ABC  selon  la  droite  X(X[jlv). 
Coupons-la  par  la  droite  X|  (X|  jjl,  V|  ) 
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(5i8) 
LV'liminalioii  de  ^  enlre  ces  deux  é<|uations  donne 

a*—  (  X  H-  Xi i-)  a  -h  aXi  =  o. 

\  Kl/ 

Les  racines  de  cette  équation  sont  égales  si 

(55)  A  -H-  X,  -  ^ y  -  4XXi  =  o, 

d'où 

a=±:v/XXi. 

On  voit  parla  que  si  XTest  la  seconde  tangente  issue 
de  X,  la  droite  AT  rencontre  BC  au  point  —  X,  conju- 
gué harmonique  de  X  sur  BC. 

L^équatîon  (55)  est  en  coordonnées  tangentielles 
celle  de  la  conique  circonscrite,  et  les  coordonnées  de 
la  tangente  X|  (X|  |jl,  v<  )  au  point  O  (a^y  )  sont 

a*       p»       Y* 

_-.,     — ,      _. 

X  fA  V 

§8.  Si,  au  théorème  51,  on  cherche  le  point  de  ren- 
contre 0|  (a,  p,  Yi  )  des  droites  X|  et  X2,  on  trouve 

(56)  «1=--,  Pi=--^.  Yi=-Ï-- 

Or,  si  X3(X3  [X3V3)  est  la  tangente  à  la  conique  au 
point  O,  on  a  (57) 

.         a«  p»  Y' 

>^8  =    T-'  1*3  =    --»  ^î  =   — • 

X  l*  V 

Donc,  quand  le  point  O  décrit  la  conique,  le  point  0| 
demeure  harmoniquenient  associé  à  la  tangente  X3  au 
point  mobile. 

Si  l'on  appelle  0'(a'  ^'y')  ^^  point  harmoniquement 
associé  à  X(X[jlv),  le  lieu  du  point  0|  s'obtiendra 
en   portant  dans  l'équation  de  la  conique  les  valeurs 


(  5i9  ) 
de  a  et  de  ^  fournies  par  (56  ).  On  trouve  ainsi  la  t/uar- 
tique 

(5-)  .-h^fi±^?:=.. 

Si  la  droite  X  passe  à  l'infini,  on  aura  la  solution  de 
la  question  1419,  proposée  par  M.  Pou  jade  dans  les 
Nouvfelles  Annales  et  résolue  par  M.  Barisien  (octobre 
i8y3,  p,  55*). 

59.  De  même,  si,  au  ihéorètne  52,  on  cliorche  la 
droite  0|  O2,  soît  X|  (X|  [x,  V|  ),  on  trouve 

.  X»  a»  v» 

X.=-~,  f^.=-j.  v,=-^-. 

Or,  si  03(a3,  ^3,  Y3)  est  le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente X  à  la  conique,  on  a  (Sg) 

a,  =  — ,  ^3=  r. ,         Y;i  =  —  • 

Donc,  quand  la  tangente  X  se  meut,  la  droite  X|  de- 
meure hannoniquement  associée  au  point  de  con- 
tact O3. 

Si  Ton  appelle  X'(a'[jl'v')  la  droite  harmoniquement 
associée  au  point  0(9c^y))  la  droite  X|  enveloppera 
la  quartique 

dont  Téquation   s'obtitmt  en  portant  dans   celle  de  la 
conique  les  valeurs  de  X  et  de  [jl  fournies  par  (58). 
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CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1893 

(DEUXIÈME  SESSION). 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  ('); 

Pxa  M.  AUDIBERT. 


1  °  Les  deux  droites 

(i)  X(j^  — 6)«-4-(jr-  a)«=:o, 

de  dîreclion  -j^=^  et  ■ >  se  coupant  au  point  flxe 

y —  X         y  —  X 

(a,  i)  centre  commun  aux  coniques  A,  on  aura,  pour 

déterminer  les  coefficients  des  coniques  tangentes  à  Taxe 

des  x^ 

x'^'\-imxy  -^1  Da?  h-  2  E^'  -4-  D'  =  o, 

les  relations 

C  =  — X, 

a  -4-  inb  -H  D  =  o, 
ma  —  X  ^  H-  E  =  o  ; 

d'où  résultera  Téq nation 

K  x'^-\-imxy  —  X^* — 2(a-4-m6)a? 
^      \  —  ^(ma —  Xb)y -i- {a-^  mb)*=io. 

On  voit  qu'elle  est  du  second  degré  en  m;  on  en  con- 
clut que  par  chaque  point  (x,  y)  du  plan  passent  deux 
coniques  A  réelles  ou  imaginaires. 

2°  En  particulier,  pour  celles  passant  par  le  point 
(o,  ^),  les  deux  paramètres  m'  et  m^  seront  racines  de 

b^ m^  —  7.a{q  —  b) m  -\-  a^  —  ^q{q  —  ib)-=  o. 


(')  Voir  renoncé  p.  352. 
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On  eu  lire 

(  2  )    m -h  m' 


m' m" 


^  a*  —  ^Ç(Ç  —  *^) 


6« 


Les  polaires  de  l'origine  relatives  à  ces  deux  coniques 
ont  respectivement  pour  équations 

9.(a-4-  m'  b)x -^  ^(m' a  —  \b)y  —{a-^  m'  by=  o, 
^(a-h  m'  b)x-h  2(/n*a —  ^b)y  — (a  -+-  m'  b)*  =  o. 

En  les  combinant  avec  (a),  on  éliminera  m' et  m^,  et, 
pour  déterminer  les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
de  ces  deux  polaires,  on  aura  les  égalités 

bx  -h  ay  =  q,\ 
lax  —  a\by  =  ^q{g  —  'xb). 

Le  lieu  de  ces  points,  quand  on  fait  varier  y,  est  la  para- 
bole 

(P)  X(6a?-i-a7)»  — 2aa7(a«-HX6*)=o. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  X,  les  courbes  P  touche- 


<K/ 


ront  l'axe  des  y  à  l'origine,  leurs  diamètres  auront  la 


--b 


direction  fixe >  et  celui  d'entre  eux  qui  est  conjugué 

k  cet  axe  demeure  invariable. 
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3"  Cherchons  le  lien  des  points  de  contact  avec  (P) 
des  tangentes  de  direction  ^j^  ^  étant  fixe,  a  ci  b  va- 
riables, mais  liés  par  la  relation 

Soient  X  et  j^  les  coordonnées  d*un  de  ces  points,  on 
aura 

X (  har  -«■  (iv)h  —  a( a^-\-  X  '^* )  _    « 
\(fjx  -\-  ay)a  X6 

L'élimination  de  a  et  de  b  entre  les  trois  relations  qui 
précèdent  donne 


et,  en  posant 


y  =  ± 


X  =  'ipd^ 
d  -h  X 


y  d-x' 


Rappelons  que  les  droites  (i)  ne  sont  réelles  qu'à  la 
condition  que  X  soit  négatif  et  faisons  X  =  —  X,,  Téqua- 
tion 

=  -4-  — "^  -    i  /      ^ 

représentera  la  courbe  cherchée. 

Elle  a  un  nœud  au  point  y  =z  o,  x  =  —  r/,  et  possède 
trois  asymptotes 

W  =  d,  K  =  lil  — =:  l  X  -h    -  d\  ' 

Nota.  —  Solution  analogue  par  M.  J.  Sala. 
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dans  laquelle  ]e  facteur  (ux-hpy  —  i)  représente  le  premier 
membre  de  Téquation  de  la  seconde  sécante  d'intersection. 

Exprimons  que  la  conique  (4)  est  un  cercle,  nous  avons  les 
deux  conditions 

(5)  mv  —  tt  =  2BX, 

(6)  v-h/na  =  X(A  — C). 

Exprimons  aussi  que  la  conique  (4)  passe  par  le  foyer  F,  il 
vient 

(7)  X(\/7*H-4D/)H-  4F)m  — />(a/)  — 2)(/n«-i-i)=o. 

Les  équations  (5),  (6)  et  (7)  sont  du  premier  degré  en  Uy  v 
et  X,  On  en  déduit 

^   ^  C/?»/n-h2B/?î4-4t>j[>/wH-4Fm' 

^^^  /7i(C/>2-h  4l>/^-i-4F)-h9.B/?«' 

.     .  —  2/?(2B//i -h  A  —  C) 

(10)  p  = 


m(  G/7« -h  4  D /? -h  4  F) -4- 2 B  j[>« 

Par  suite,  ré|uation  de  la  seconde  sécante  d'intersection 

ux  -^  vy  —  1  =  0 
devient 

l  2/>ar[/n(A  —  G)— 2B]-f- 2/?^[2B/n -H  A  —  G] 
^"^     j  -+-/n(G/?«-j-4D^-H4F)-+-2B7>«  =  o. 

Or,  cette  équation  ne  contenant  que  m  au  premier  degré,  il 
en  résulte  que  la  seconde  sécante  d'intersection  passe  par  le 
point  donné  par  les  équations  des  deux  droites  rectangulaires 

(i3)  aB^— j^(A  — G)— B/>  =  o. 

G'est  aussi  par  ce  point  fixe  que  passent  les  sécantes  BG, 
B'G',  ...  de  l'énoncé,  lesquelles  correspondent  aux  tangentes 
de  la  parabole  qui  sont  en  même  temps  tangentes  à  la  conique 
donnée. 

Remarque.  —  Lorsque  la  parabole  donnée  varie  en  conser> 
vant  le  même  axe  et  le  même  sommet,  on  trouve  pour  le  lieu 

1/ 
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du  point  fixe  une  conique  :  ce  dont  il  est  facile  de  s*assurer, 
en  éliminant />  entre  les  équations  (12)  et  (i 3). 

Qaestion  1525. 

On  donne  les  deux  demi-diamètres  conjugués  OA,  OB 
d'une  ellipse*  Du  point  B  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  OA  et  l'on  porte  sur  cette  droite  les  segments  BG  et  BD 
égaux  à  OA.  La  circonférence  COD  rencontre  aux  points 
P,  Q  la  parallèle  menée  du  point  B  à  OA. 

On  sait  que  OP,  OQ  donnent  les  directions  des  axes  de 
l'ellipse;  on  demande  de  démontrer  que  les  projections  de 
OP  et  de  OQ  sur  OC  (ou  sur  OD)  sont  égales  aux  demi- 
axes  de  Vellipse,  (Mannheim.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.-N.  Barisibn. 

Soit  cp  l'angle  d'anomalie  excentrique  au  point  B,  l'ellipse 
étant  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes.  Supposons  le  point  P 
sur  le  grand  axe  de  l'ellipse,  et  le  point  Q  sur  le  petit  axe.  On 
sait  que 

(I)  0P  =  -^,         0Q=-^, 

COSO  SIIIÇ 

— î 

OB  =  a*cos*îp -H  ^«sin'o, 

BG  =  OA  =  a*sin*o -h  6«cos'©. 

On  sait  aussi  que  le  lieu  des  excentricités  G  et  D  se  compose 
des  deux  cercles  de  rayons  respectifs  (a  —  6)  et  (a  -h  6).  Ainsi 

OG  =  a  — 6,        0D  =  a-h6. 

Je  dis  maintenant  que  les  droites  OG  et  OD  sont  également 
inclinées  sur  le  grand  axe  de  l'angle  excentrique  o. 

En   effet,  si  a  désigne  l'angle  de  la  normale  en  B  avec  OF, 

on  a 

asino 

tanc'a  =  t • 

°  ocoso 

D'où 

6  COSO  ÔCOSQ 

('!)  cosa  = 


/a'sin^ç -h  ^'cos^©  ^^^ 


-  — •■   • 


(  63*  ) 

Projetons  le  triangle  DOB  sur  OP,  il  vient 

OD  cos  DOP  =  a  cos©  -h  BD  cosa  =  a  coso  -h  OA  cosa. 
Donc,  d'après  (t.), 

(a -h  6) cos  DOP  =  acoscp  -H  6coscp. 
On  a  bien,  par  conséquent, 


DOP  =  9. 


On  trouverait  de  même 


COP  =  ç. 

Si  nous  projetons  P  et  Q  et  P'  et  Q'  sur  OC,  on  a 

OP=OPcoso, 
OQ'=OQsin(p. 

Donc,  d*après  la  relation  (i), 

OP'=a,     • 
OQ'=b. 

Si  P  et  Q  se  projettent  sur  OD  en  P'  et  Q',  on  a  évidem- 
ment 

OP'=OP'  =  a, 

OQ'=OQ'=a, 
puisque  la  droite  OP  est  bissectrice  de  Tangle  COD. 


(  64*  ) 
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